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Introduction

Travaux sur |'opérateur de Bessel-Struve

e G.N. Watson (1922) :" generalised Schlomlich series”

e A. Gasmi, M.Sifi,(2004) : Transformation de Bessel-Struve sur
H'(C)

e L. Kamoun, M.Sifi, (2005) : Opérateur de transmutation
associé a |'opérateur de Bessel-Struve
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Introduction

Opérateur de Bessel et opérateur de Bessel-Struve

o ALu(x) = %(X) + 20+ 1(%(@)

ol u est une fonction paire de classe C*° sur R.
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Introduction

Opérateur de Bessel et opérateur de Bessel-Struve

o ALu(x) = %(X) + 20+ 1(%(@)

ol u est une fonction paire de classe C*° sur R.

2a+1 du, + du

o0+ 2t [y - )

ou u est une fonction de classe C* sur R.

o lyu(x) =
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Noyau de Bessel-Struve

/au(x) = A2 u(x)
=1 AMa+1 d
o o> , admet une
2 ) u(0) =1u(0) = L)
ﬁr(()é + 5)
unique solution notée ¢ ()\ ) et qu'on appelle "noyau de
Bessel-Struve "
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Noyau de Bessel-Struve

/au(x) = A2 u(x)
=1 AMa+1 d
o o> , admet une
2 ) u(0) =1u(0) = L)
ﬁr(()é + 5)
unique solution notée ¢ ()\ ) et qu'on appelle "noyau de
Bessel-Struve "

2M(a+1)

1
e Vx e R, ®,(Ix)= NP /0 (1- t2)0‘_% exp(Axt) dt
2
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Noyau de Bessel-Struve

/au(x) = A2 u(x)
Al(a+1) admet une
u(0) = 1.4/(0) = 2201
ﬁr(()é + 5)
unique solution notée ¢ ()\ ) et qu'on appelle "noyau de
Bessel-Struve "

oa>_71,

2M(a+1)

1
e Vx € R, q)a()\X) = WA (1 — t2)0¢—% eXp()\Xt) dt
2

o O, (iAx) = jo(Ax) + i ho(Ax)
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Propriétés :

e VneN, VA eR, Vx e R,

an )
’dan)a(IAX) < ‘)\‘

@ En particulier, on a pour tout A et x dans R,
|Pa(iAX) <1

e Pour tout x € R*, lim ®,(iAx)=0

A—+o00
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Définition de la transformation de Bessel-Struve

e On note A(x) = |x|?2*1

o L1 (R) représente I'espace des fonctions f mesurables sur R et
vérifiant

£l = [ 1FOlduae) < +00 avee dpa(e) = A(e)
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Définition de la transformation de Bessel-Struve

e On note A(x) = |x|?2*1

o L1 (R) représente I'espace des fonctions f mesurables sur R et
vérifiant

£l = [ 1FOlduae) < +00 avee dpa(e) = A(e)

e On définit la transformation de Bessel-Struve dans L!(R) par

VFELLR)  FEs(DN) = [ FY) @al=idy) dia(y)

ot ®,(—i).) est le noyau de Bessel-Struve.
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Résultats immédiats

e Soit f un fonction de L} (R) alors Fg s(f) appartient a Co(R),
ot Co(R) est I'espace des fonctions continues ayant 0 comme
limite a I'infini. De plus

1 Fe.s(F)lloc < |Ifll1,a (1)
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Transformation de Bessel-Struve Noyau de Bessel-Struve
Transformation de Bessel-Struve

Résultats immédiats

e Soit f un fonction de L} (R) alors Fg s(f) appartient a Co(R),
ot Co(R) est I'espace des fonctions continues ayant 0 comme
limite a I'infini. De plus

1 Fe.s(F)lloc < |Ifll1,a (1)

e Soient f et g € LL(R), on a

/fs,s(f)(X)g(X)dua(X)I/f(X)fB,s(g)(X)dua(X)
R R (2)
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl
Inversion de la transformation de Weyl

@ Opérateur de transmutation
@ Dual de I'opérateur de transmutation
© La transformation de Weyl

@ Inversion de la transformation de Weyl

o Cas a demi entier

e Cas « non demi entier
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Opérateur de transmutation

Yl F)(x) = \zfrro‘atr 2)/ (1— )3 f(xt)dt f e E(R)
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Opérateur de transmutation

oa>—%

Yl F)(x) = \zfrro‘atr 2)/ (1— )3 f(xt)dt f e E(R)

@ lpyxof = XOéD2 f
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Opérateur de transmutation

e o> —%
Yl F)(x) = \zfrro‘atr 2)/ (1— )3 f(xt)dt f e E(R)

@ lpyxof = XOéD2 f

o O, (—idx) = xale™™)
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Théoreme : (L.Kamoun, M.Sifi)

L'opérateur xq, a > — 1 , est un isomorphisme topologique de
E(R) sur lui méme. Son inverse est donné par : x,*

o Sia=3+k,keN

1 22k Lkl d ki1 2kl
Xo f(X):mX(dxz) (x**H(x)); xeR

eSia=r+k, keN, -F<r<}

d x —r—1 «a
> )k+1[/0 (X2 . t2) 2|1."2 +1f(t) dt]

2y
Mo+ 1)r(%—r)

Xa f(x) = ax(-5

avec ¢; =
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Dual de I'opérateur de transmutation

e Définition du dual : On définit I'opérateur x7, sur &'(R) par

< Xo(T), f >=< T, xaf > , fe&(R) (3)
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Dual de I'opérateur de transmutation

e Définition du dual : On définit I'opérateur x7, sur &'(R) par

< Xo(T), f >=< T, xaf > , fe&(R) (3)

@ X est un isomorphisme de &'(R) sur lui méme.
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Dual de I'opérateur de transmutation

e Définition du dual : On définit I'opérateur x7, sur &'(R) par

< Xo(T), f >=< T, xaf > , fe&(R) (3)

@ X est un isomorphisme de &'(R) sur lui méme.

e Pour f € D(R), la distribution x}, Tar est définie par une
fonction notée W, f. Cette fonction W, f, admet |'expression
suivante

_ @AY [T oyt f(sgn(y)) d
Waf(y)—ﬁr(a+§)/|y( 7 f(g(y))c(’4)
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

La transformation de Weyl

e Pour f € D(R) et y € R*

. 2M(a+1) +OOX2_ 2y0—3 s f(san(v)x) dx
Warly) = Z G0 [0 = xrsent) o
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

La transformation de Weyl

e Pour f € D(R) et y € R*

W, F(y) = 2M(a+1)

+o0 1
- /| (2 = y2)7~4 x F(sgn(y)x) dx
2

vl

@ Pour f € £(R) et g € D(R)

/Xaf(x) g(x)A(x) dx = / f(x) Wog(x)dx
R R
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl
Inversion de la transformation de Weyl

o W, est un opérateur continu de LL(R) sur L'(R)

De plus
[Wa(F)ll1 < Cllflra
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl
Inversion de la transformation de Weyl

o W, est un opérateur continu de LL(R) sur L'(R)
De plus

Wa(f)lle < C[fll1a

o Pour toute f € LL(R), Fps(f) = Fo Wy(f)
avec F est la transformation de Fourier classique donnée par :

Fl@)() = /R g(x)eMax
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Contre exemple

1
f(x) =4 xe° si x el - L1
0 si |x|>1

On a
2r 1 !
o W,f(0") = (04—}—3/ X2t e dx)0
VTl(a+3) Jo
2M(a+1)

Jal(a+ 1)

1
o W,f(07) = / 20t le T d(0
0
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl
Inversion de la transformation de Weyl

@ On désigne par Ky I'espace des fonctions f infiniment
différentiables sur R* a support borné et vérifiant, pour tout

neN,
lim y"(Waf)M(y) et lim y"(Waf)"(y)
y—0 y—0
y>0 y<0

existent.
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation

Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl
Inversion de la transformation de Weyl

@ On désigne par Ky I'espace des fonctions f infiniment
différentiables sur R* a support borné et vérifiant, pour tout

neN,
lim y"(Waf)M(y) et lim y"(Waf)"(y)
y—0 y—0
y>0 y<0

existent.

e W,L(D(R)) C Ko
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Lemme 1 :

Soit f une fonction de KCo. Alors la distribution (x%) ™! Ty est
définie par la fonction notée AV, f. La fonction V,f a I'expression
suivante :

oSioz:k—k%;kEN

2k41 k+1
Vaf(x) = (—1)k+1ék:1k)!! (;{2) (F(x); x € R*

e Sia=k+r, keN; —%<r<%;X€R*

=

+o0 k+1
Vo) = a1 [ (A=) (J}) (F)(sgn(x) y) y dy

x|
. (—1)<+12/m
ou ¢ =
1
MNa+1)r(5—r)




Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Conséquence :

On en déduit que les opérateurs V,, et ;! sont liés par la relation
de dualité suivante

/R V(%) g(x)A() dx = / foxsle(x)dx  (5)

pour tout f € K et g € E(R)
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Lemme 2 :

Soit g € £(R*), m et p sont deux entiers positifs, on a

L) g(0) = Y 82X g0(x) (o)

i=0

Vx e R",

ot 3” sont des constantes dépendant de i, p et m.
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des demi-entiers

° Aak%(R) le sous espace de K des fonctions f infiniment

différentiables sur R* a support inclus dans [—a, a] vérifiant la
condition suivante :

(ﬁ)kﬂf est prolongeable en une fonction de D(R)
x
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des demi-entiers

° Aa7k+%(R) le sous espace de K des fonctions f infiniment

différentiables sur R* a support inclus dans [—a, a] vérifiant la
condition suivante :

(

e )K+Lf est prolongeable en une fonction de D(R)

Ix

@ On munit cet espace par la topologie définie a partir des semi
normes p, ol

()= sup [((2-Lyr1r) P )

0<p<n X dX
x€[—a,a]
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des demi-entiers

o A, 1(R) le sous espace de Ky des fonctions f infiniment
’ 2
différentiables sur R* a support inclus dans [—a, a] vérifiant la
condition suivante :

(ﬁ)kﬂf est prolongeable en une fonction de D(R)

Ix

@ On munit cet espace par la topologie définie a partir des semi
normes p, ol

()= sup [((2-Lyr1r) P )

0<p<n X dX
x€[—a,a]

@ Pour k € N,
Ak+%(R) - U Aa,k—}—%(R)

a>0
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des demi-entiers

Théoremel :
Inversion de la transformation de Weyl

L'opérateur W, 1 est un isomorphisme topologique de D(IR) sur
2

Ak+%(R) et son inverse est donné par Vk+%‘Ak+%(R)

avec

22k+1k! d
)= a2

k+1
(2k 4 1)! dx2> (f(x)); x eR*
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des non demi-entiers

@ A, k+r(R) : le sous espace de KCg de fonctions f a support

inclus dans [—a, a] vérifiant la condition suivante :

d +o0
(w)k+1 (/ (t? — 1)_r_%f(xt) tdt) est prolongeable en
1

une fonction appartenant a |x|?>"~! D(R)
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des non demi-entiers

@ A, k+r(R) : le sous espace de KCg de fonctions f a support
inclus dans [—a, a] vérifiant la condition suivante :

d oo
)k+1 (/ (t2 _ 1)—r_%f(xt) tdt) est prolongeable en
1

(dx2
une fonction appartenant a |x|?>"~! D(R)
@ Cet espace est muni par la topologie des semi normes g, ou

gn(f) =
DP <|xy‘2’+1(di2)"+1 (/1+Oo(t2 — 1) 2 f(xt) tdt))‘

sup
0<p<n
x€[—a,a]
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Opérateur de transmutation

Dual de I'opérateur de transmutation
Opérateur de transmutation et son dual La transformation de Weyl

Inversion de la transformation de Weyl

Cas des non demi-entiers

@ A, k+r(R) : le sous espace de KCg de fonctions f a support

inclus dans [—a, a] vérifiant la condition suivante :

d +o0
(w)k+1 (/ (t? — 1)_r_%f(xt) tdt) est prolongeable en
1

une fonction appartenant a |x|?>"~! D(R)
@ Cet espace est muni par la topologie des semi normes g, ou

gn(f) =
DP <|xy‘2’+1(di/<2)"+1 (/1+Oo(t2 — 1) 2 f(xt) tdt))‘

@ On considere, pour k € N, I'espace

Ak+r(R) = U Aa,k—f—r(R)

a>0
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0<p<n
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Opérateur de transmutation
Dual de I'opérateur de transmutation
La transformation de Weyl

Opérateur de transmutation et son dual
Inversion de la transformation de Weyl

Cas des non demi-entiers

Théoreme 2 :
Inversion de la transformation de Weyl

Wi, est un isomorphisme topologique de D(R) sur Ay, (R) et
son inverse est donné par Vi, a,. (r)
avec

+00 1 k+1
Vi) =a [ 02— (djz) (F)(sgn(x)y) y dy

Ix]

I e v
T T+ G-
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Théoreme de Paley-Wiener
Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz
Théoreme de Paley-Wiener

Théoreme de Paley-Wiener

@ Théoreme de Paley-Wiener pour a =

N

1
@ Théoréme de Paley-Wiener pour o = k + 5 avec k € N

@ Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

Selma NEGZAOUI Analyse harmonique associé

a I'opérateur de Bessel Struve




Théoréeme de Paley-Wiener
Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz
Théoreme de Paley-Wiener

1
Théoreme de Paley-Wiener pour a = >

@ Soit a > 0, H, désigne I'espace des fonctions f analytiques
vérifiant :

VneN, 3¢, >0;¥zeC,  (1+|z)"f(z)le 2" < ¢,
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Théoréeme de Paley-Wiener
Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

Théoreme de Paley-Wiener

Théoreme de Paley-Wiener pour a = >

@ Soit a > 0, H, désigne I'espace des fonctions f analytiques
vérifiant :

VneN, 3¢, >0;¥zeC,  (1+|z)"f(z)le 2" < ¢,

I'espace des fonctions g analytiques vérifiant

_ H(z) - n'(0)

dheH,VzeC* g(z) = .

@ On introduit A, 1
’2

et on note A1 = U A,z
2 2
a>0
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Théoréeme de Paley-Wiener
Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

Théoreme de Paley-Wiener

Théoreme de Paley-Wiener pour a = >

@ Soit a > 0, H, désigne I'espace des fonctions f analytiques
vérifiant :

VneN, 3¢, >0;¥zeC,  (1+|z)"f(z)le 2" < ¢,

I'espace des fonctions g analytiques vérifiant

_ H(z) - n'(0)

dheH,VzeC* g(z) = .

@ On introduit A, 1
’2

et on note A1 = U A,z
2 2
a>0

@ Ona )
Fis(D(R)) = A
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Théoréeme de Paley-Wiener
Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz
Théoreme de Paley-Wiener

1
Théoreme de Paley-Wiener pour o > 5

Pour oo > % les assertions suivantes sont équivalentes
@ g = F3s(f) where f € D,(R)
@ g est prolongeable en une fonction analytique sur C, g
vérifiant
h'(z) — H(0)

z

Jhe Fas'(Da(R)); VzeC g(z) =«
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Théoreme de Paley-Wiener
Théoréme de Paley-Wiener-Schwartz
Théoreme de Paley-Wiener

Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

@ On définit la transformation de Bessel-Struve sur £'(R) par

VT €& R), Fos(T)N\) =< T,d4(—iX)>  (7)
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Théoreme de Paley-Wiener
Théoréme de Paley-Wiener-Schwartz
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Théoreme de Paley-Wiener-Schwartz

@ On définit la transformation de Bessel-Struve sur £'(R) par

VT €& R), Fos(T)N\) =< T,d4(—iX)>  (7)

@ Pour tout T € &'(R),

Fes(T) = Foxa(T) (8)
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Théoréme

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
Q@ Tecl'(R),b>0, supp(T) C[-b,b], f = Fps(T)

@ f est prolongeable en une fonction holomorphe f sur C
vérifiant

ImeN, 3¢ >0, Vze C |f(2)] < c(1+|z]?)7 bUm(2)
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Théoreme de Paley-Wiener

Merci pour votre attention
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