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Formule du type Markov-Krein

Formule du type Markov-Krein

Cette formule relie deux mesures positives µ et ν sur R:∫
R

1

(z − t)θ
µ(dt) = exp

(
−
∫

R
log(z − u)ν(du)

)
, θ = ν(R).

On dit que µ est la transformée de Markov- Krein de la mesure ν.
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Formule pour la mesure µ

Définition.

Pour s ∈ C et z ∈ C\]−∞, 0], on définit zs comme suit: si
z = re iα, avec r > 0, α ∈]− π, π[, alors zs = r se isα.

Définition.

Une fonction f définie sur C\R est dite à croissance modérée, si
pour tout compact K de R, il existe ε > 0, une constante C > 0 et
un entier naturel N tels que pour tous x ∈ K et 0 < |y | < ε,

|f (x + iy)| ≤ C

|y |N
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Formule pour la mesure µ

Pour une fonction f holomorphe sur C\R et à croissance modérée,
on définit la distribution [f ], valeur au bord de f par: pour
ϕ ∈ D(R),

〈[f ], ϕ〉 = lim
ε→0,ε>0

∫
R

(f (t + iε)− f (t − iε))ϕ(t)dt

Pour α ∈ C
〈[zα], ϕ〉 = −2iπ

1

Γ(−α)
〈Yα+1, ϕ̌〉

où

〈Yα, ϕ〉 =
1

Γ(α)

∫ +∞

0
ϕ(t)tα−1dt.
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En particulier, pour m ∈ N∗,

[z−m] = −2iπ
1

(m − 1)!
δ(m−1).

Yα ∗ Yβ = Yα+β, Y0 = δ, Y−m = δm(m ∈ N).
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Théorème.

a) Si g(z) = exp
(
−
∫

R log(z − u)ν(du)
)

alors

[g ](x) = −2i sin(πν([x ,+∞[)) exp(−
∫

R
log(|x − u|)ν(du)

b) Si µ est à support compact

µ = − 1

2iπ
Γ(θ)Y̌(θ−1) ? [g ]. (1)

.
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Lemme.

Soit f une fonction holomorphe sur C\R à croissance modérée sur
R, et µ une mesure à support compact sur R. Alors la fonction F
définie par

F (z) =

∫
R

f (z − t)µ(dt)

est holomorphe sur C\R à croissance modérée sur R et

[F ] = [f ] ∗ µ
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Démonstration du théorème La formule de Markov-Krein peut
s’écrire ∫

R
f (z − t)µ(dt) = g(z)

où f (z) = 1
zθ , et g(z) = exp

(
−
∫

R log(z − u)ν(du)
)

donc

[f ] ? µ = [g ]

comme

[f ] = −2iπ
1

Γ(θ)
Y̌(1−θ)

par suite

Y̌θ−1 ? (Y̌1−θ ? µ) = (Y̌θ−1 ? Y̌1−θ) ? µ

µ = − 1

2iπ
Γ(θ)Y̌(θ−1) ? [g ].
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Projection des mesures orbitales

Herm(n,F) l’espace des matrices hermitiennes n × n à coefficients
dans F = R; C ou H.
Le groupe unitaire U(n,F) opère sur Herm(n,F) par:

x 7→ uxu∗ (u ∈ U(n,F)).

Soit x ∈ Herm(n,F), Ox = {uxu∗ | u ∈ U(n,F)}.
La mesure orbitale µx de support Ox est définie sur Herm(n,F) par:∫

Herm(n,F)
f (y)µx (dy) =

∫
U(n,F)

f (uxu∗)ν(du)

où ν est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire U(n,F)
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Projection des mesures orbitales

La mesure MF
x est la projection de la mesure orbitale µx sur la

droite RE11

∫
R

F (t)MF
x (dt) =

∫
Herm(n,F)

F (y11)µx (dy) =

∫
U(n,F)

F ((uxu∗)11)ν(du).

Ox contient une matrice diagonale a = diag(a1, . . . , an),où
a1, . . . , an sont les valeurs propres de x ; par conséquent Ox = Oa,∫

R
F (t)MF

x (dt) =

∫
U(n,F)

F ((uau∗)11)ν(du).
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Projection des mesures orbitales

En effectuant le produit uau∗:
u11 . . . u1n

. .

. .

. .
un1 . . . unn




a1

.
.
.

an




u11 . . . un1

. .

. .

. .
u1n . . . unn

 .

On obtient

(uau∗)11 = a1|u11|2 + · · ·+ an|un1|2.∫
R

F (t)Mx (dt) =

∫
U(n,F)

F (a1|u11|2 + · · ·+ an|un1|2)ν(du).
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Projection des mesures orbitales

On considère l’application

ψ : U(n,F)→ S(Fn), u 7→ (u11, . . . , un1)

où S(Fn) est la sphère unité de Fn et d = dimRF = 1, 2, 4 .
L’image par ψ de la mesure de Haar ν est égale à la mesure
uniforme normalisée σ sur S(Fn).∫

R
f (t)MF

x (dt) =

∫
S(Fn)

f (a1|u1|2 + · · ·+ an|un|2)σ(du).
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Projection des mesures orbitales

On considère le simplexe ∆n−1 défini par:

∆n−1 = {τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Rn/τi ≥ 0, τ1 + · · ·+ τn = 1}

Φ : Sdn−1 → ∆n−1,

u = (u1, . . . , un) 7→ τ = (τ1, . . . , τn) = (|u1|2, ..., |un|2).
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L’image de la mesure σ est la distribution de Dirichlet Dn qui est
une mesure de probabilité définie sur le simplexe ∆n−1 par:

Dn(dτ) =
Γ(n d

2 )

(n − 1)!Γ( d
2 )n

(τ1 . . . τn)
d
2
−1λ(dτ)

où λ est la mesure uniforme normalisée sur ∆n−1 et d = dimRF∫
S(Fn)

f |(u1|2, . . . , |un|2)σ(du) =

∫
∆n−1

f (τ1, . . . , τn)Dn(dτ)
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La projection de la mesure orbitale MF
x est l’image de la

distribution de Dirichlet Dn par:

∆n−1 −→ R, τ 7−→ a1τ1 + · · ·+ anτn.∫
R

f (t)MF
x (dt) =

∫
∆n−1

f (a1τ1 + · · ·+ anτn)Dn(dτ)
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Soit κ = (κ1, . . . , κn) ∈ (R∗+)n, n ≥ 2. La distribution de Dirichlet

D
(κ)
n est la mesure de probabilité définie sur ∆n−1 par

∫
∆n−1

f (τ)D
(κ)
n (dτ) =

Γ(κ1 + · · ·+ κn)

(n − 1)!Γ(κ1) . . . Γ(κn)

∫
∆n−1

f (τ1, . . . , τn)

τκ1−1
1 . . . τκn−1

n λ(dτ).
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Pour (a1, . . . , an) ∈ Rn, n ≥ 2, a1 ≤ . . . ≤ an, on définit la mesure
Mn(κ; a) sur R comme étant l’image de la distribution de Dirichlet

D
(κ)
n par l’application

τ 7→ a1τ1 + · · ·+ anτn.∫
R

F (t)Mn(κ; a; dt) =

∫
∆n−1

F (a1τ1 + ...+ anτn)D
(κ)
n (dτ).

supp(Mn(κ; a)) = [a1, an]

.
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Proposition.

Soient a1, . . . , an, les valeurs propres de x et κ1 = . . . = κn = d
2

MF
x = Mn(κ; a)

.
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Théorème.

La mesure Mn(κ; a) est la transformée de Markov- Krein de la
mesure ν =

∑n
i=1 κiδai .∫

R

1

(z − t)θ
Mn(κ; a; dt) = qκ,a(z),

où qκ,a(z) = exp
(
−
∫

R log(z − u)ν(du)
)

=
∏n

i=1

(
1

z−ai

)κi

,

θ = κ1 + · · ·+ κn et z ∈ C\]−∞, an].

Corollaire.

Mn(κ; a) = − 1

2iπ
Γ(θ)Y̌(θ−1) ? [qκ,a]. (2)
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On suppose les ai sont distincts
• Dans le cas où F = C, κi = 1, θ = n(Okounkov)

µ(x) = (n − 1)
∑
aj≥x

cj (aj − x)n−2,

cj =
∏

k 6=j
1

ak−aj
.

Pour n ≥ 3 µ est une fonction spline ayant pour nœuds a1, . . . , an

et à support [a1, an]. Sa restriction sur chacun des intervalles
[ai , ai+1] est une fonction polynome de degr ≤ n − 2, et µ est de
classe C n−3.
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qκ,a(z) =
n∏

i=1

1

(z − ai )
,

supp([qκ,a]) = {a1, . . . , an}.

qκ,a =
n∑

j=1

cj
1

z − aj
, avec cj =

∏
k 6=j

1

ak − aj
.

[qκ,a] = −2iπ
n∑

j=1

ciδaj .

µ = (n − 1)!Y̌n−1 ?
( n∑

j=1

cjδaj

)
.
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Comme

Y̌n−1 ? δa =
1

(n − 2)!
(a− x)n−2

+ ,

µ(x) = (n − 1)
∑
aj≥x

cj (aj − x)n−2.
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• F = H, κi = 2,

µ(x) = (2n − 1)
∑

{j/aj>x}

(cj (aj − x)2n−2 + (2n − 2)dj (aj − x)2n−3)

Preuve.

qκ,a(z) =
n∏

i=1

1

(z − ai )2

supp([qκ,a]) = {a1, . . . , an}.

qκ,a(z) =
n∑

j=1

cj

z − aj
+

n∑
j=1

dj

(z − aj )2
,

donc

[qκ,a] = −2iπ
n∑

j=1

cjδaj + djδ
′
aj
.

µ = (2n − 1)!Y̌2n−1 ?

n∑
j=1

(cjδaj + djδ
′
aj

).Fäıza Fourati Projection des mesures orbitales et distributions de Dirichlet
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Comme

Y̌2n−1?δa =
1

(2n − 2)!
(a−x)2n−2

+ et Y̌2n−1?δ
′
a =

1

(2n − 3)!
(a−x)2n−3

+ ,

µ(x) = (2n − 1)
∑

{j/aj>x}

(cj (aj − x)2n−2 + (2n − 2)dj (aj − x)2n−3).

La restriction de µ sur chacun des intervalles [ai , ai+1] est une
fonction polynome de degr ≤ 2n − 2, et µ est de classe C 2n−4.
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• F = R, κi = 1
2 .

[qκ,a](x) = −2i sin(
π

2
]{ak > x})

n∏
j=1

|x − ai |−
1
2

µ(x) =
n − 2

2π

∫ an

x
(s − x)

n
2
−2 sin(

π

2
]{ak > s})

n∏
j=1

|s − ai |−
1
2 ds

Si n est pair, n = 2m, n ≥ 4,

[qκ,a](x) = −2i
m∑

j=1

(−1)m−j√∏n
i=1 |x − ai |

χ]a2j−1,a2j [(x).

µ(x) =
n − 2

2π

m∑
j=1

(−1)m−j

∫ an

x

(s − x)m−2√∏n
i=1 |s − ai |

χ]a2j−1,a2j [(s)ds

.
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• Si 0 < κi < 1,

[qκ,a](x) = −2i sin(π
∑
{j |aj>x}

κj )
n∏

j=1

|x − aj |−κj

pour θ := κ1 + · · ·+ κn = 1, (Cifarelli-Regazzini)
Y̌1−θ = δ0, donc

µ(x) =
1

π
sin(π

∑
{j |aj>x}

κj )
n∏

j=1

|x − aj |−κj

Pour θ > 1, on suppose que a1, . . . , an sont distincts

µ(x) =
θ − 1

π

∫ an

x
(s − x)θ−2(sin(π

∑
{j |aj>s}

κj )
n∏

i=1

|s − ai |−κi )ds.

.
Fäıza Fourati Projection des mesures orbitales et distributions de Dirichlet


	Plan de l'exposé
	Formule du type Markov-Krein
	Projection des mesures orbitales
	projections des distributions de Dirichlet

