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Formule du type Markov-Krein

Formule du type Markov-Krein

Formule du type Markov-Krein

Cette formule relie deux mesures positives p et v sur R:

/R(Z_lt)eﬂ(dt) = exp (— /R log(z — u)y(du)>’ 0 = v(R).

On dit que p est la transformée de Markov- Krein de la mesure v.
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Formule pour la mesure p

Définition.
Pour s € C et z € C\] — 00,0], on définit z° comme suit: si
z=re'" avecr >0, a €] — m,w|, alors z° = r°e".

Définition.

Une fonction f définie sur C\R est dite a croissance modérée, si
pour tout compact K de R, il existe € > 0, une constante C > 0 et
un entier naturel N tels que pour tous x € K et 0 < |y| < ¢,

C
fF(x + iy)| < —
F(x + iyl P
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Formule pour la mesure w

Pour une fonction f holomorphe sur C\R et a croissance modérée,
on définit la distribution [f], valeur au bord de f par: pour

v € 9(R),
(1) = _tim o [ (F(e-+ i) = (e ie))olo)et
Pour o € C |
<[za]>80> = _2iﬂr(_a)<ya+1a¢>
ol

+oo .
t - dt.
(Yar @ ) /
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Formule du type Markov-Krein

En particulier, pour m € N*,

[z=™] = —2ir

(m
Yok Ys=Yars Yo=0

1
_ 1 sm
—5i0 .

. Yom=0"(meN).
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Formule du type Markov-Krein

Théoreme.

a) Sig(z) = exp<— Jz log(z — u)y(du)) alors

[g](x) = —2i'sin(mv([x, +oc[)) exp(— /R log(|x — ul)v(du)

b) Si p est a support compact
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Formule du type Markov-Krein

Lemme.

Soit f une fonction holomorphe sur C\R & croissance modérée sur
R, et v une mesure a support compact sur R. Alors la fonction F
définie par

Fz) = /R F(z — t)u(dt)

est holomorphe sur C\R a croissance modérée sur R et

[F]=[f]*p
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Formule du type Markov-Krein

Démonstration du théoreme La formule de Markov-Krein peut
s'écrire

|z = thu(de) = (2)
ol f(z) =%, et g(z) = exp(— Jg log(z — u)u(du)> donc

[f]* 1= [g]

comme

.1

par suite
Vo1 x (Yiog*p) = (Yoo1* Yi_g) *

1 .
= *ﬁr(e)y(e—l)*[g]-
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Projection des mesures orbitales

Herm(n,F) I'espace des matrices hermitiennes n x n a coefficients
dans F = R; C ou H.
Le groupe unitaire U(n,F) opere sur Herm(n,F) par:

x— uxu® (ue U(nTF)).

Soit x € Herm(n,FF), Oy = {uxu* | u € U(n,F)}.
La mesure orbitale pi, de support Oy est définie sur Herm(n,F) par:

/Herm(n,IF) f(}/),ux(dy) - / f(UXu*)V(du)

U(n,F)

ot v est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire U(n, F)

Faiza Fourati Projection des mesures orbitales et distributions de Dirichlet



Projection des mesures orbitales

Projection des mesures orbitales

La mesure MY est la projection de la mesure orbitale i, sur la
droite RE74

i = = uxu®)11)v(a
/R F(t)MF (dt) = /H o Pl = /U oy Pl

Oy contient une matrice diagonale a = diag(ay, ..., a,),ou
ai,...,an sont les valeurs propres de x; par conséquent Oy = O,,

/ F(t)ME (dt) = / F((uau*)11)v(du).
R

U(n,F)
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Projection des mesures orbitales

En effectuant le produit vau™:

ui1 . . . Uip dl uin . . . Upt
unpt . . . Upp dn uip . . . Upp
On obtient

(vau*)11 = ar|un1]® + -+ - + an|up |2

/F(t)Mx(dt) :/ F(at|uii]? + - - + an|up [*)v(du).
R

U(n,F)
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Projection des mesures orbitales

On consideére I'application
v U(n,F)— S(F"), v~ (u11,...,Un1)

ou S(F") est la sphere unité de F" et d = dimgF =1,2,4 .
L'image par 1 de la mesure de Haar v est égale a la mesure
uniforme normalisée o sur S(F").

/Rf(t)/wf(dt):/ Flar|ua]? + -+ + an|un|?)o(du).

S(F")
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Projection des mesures orbitales

On consideére le simplexe A, _1 défini par:

Apy={r=(r1,....,7) €R"/1; >0, 71+ -+ 7, =1}

o g1, Ap_1,

u=(u1,...,un)—>7=(T1,...,7n) = (]ullz,..., |u,,|2).
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Projection des mesures orbitales

L'image de la mesure o est la distribution de Dirichlet D, qui est
une mesure de probabilité définie sur le simplexe A,_1 par:

nd d
(nr(l)!2r)(‘2])”(ﬂ .Tn)2 I (dT)

ol A est la mesure uniforme normalisée sur A,_1 et d = dimgF

D,(d7) =

i : = Tlye oy T, T
/S(Fn)f|(m| vy |l )a(du)—/ F(r1,...,72)Dp(d7)

Anfl
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Projection des mesures orbitales

La projection de la mesure orbitale MY est I'image de la
distribution de Dirichlet D, par:

A, 1 — R, 7+ a1+ + a7y

/R F(E)ME (dt) = / Al 2 oo b )DL

An—1
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projections des distributions de Dirichlet

Soit k = (k1,...,kn) € (R%)", n > 2. La distribution de Dirichlet

D,(,'{) est la mesure de probabilité définie sur A,_1 par

(n— )T (k1) . T (ron)

T{“*l .. .T,’f”_l)\(dT).

/ F(r)DY (dr) = Mo b o o) / ACT
A1 A1
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projections des distributions de Dirichlet

Pour (a1,...,an) ER", n>2, a3 <... < a,, on définit la mesure
M, (k; a) sur R comme étant I'image de la distribution de Dirichlet
D par I'application

T+ aim + -+ anp7h.

/F(t)M,,(m;a; dt):/ F(armi =+ ... + anma) DS (d7).
R Anfl

supp(Mp(r; a)) = [a1, an]
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projections des distributions de Dirichlet

Proposition.

[SIIR

Soient a1, ..., a,, les valeurs propres de x et kK1 = ... = kp =

MS = M,(x; a)

X
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projections des distributions de Dirichlet

Théoreme.

La mesure M,(k; a) est la transformée de Markov- Krein de la
mesure v =Y i_; Kid,,.

/R(Z_lt)ef\/]n(/{,; a, dt) = qn,a(z)v

ol qy.a(z) = exp(— Jlog(z - u)z/(du)) =TIy (z—la,-) E
0=r1+ - +r,etzeC\]—oo,ay

Corollaire.

Mo (s 2) = —%F(G)\V’w—l) % [Gw.a]- 2)
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projections des distributions de Dirichlet

On suppose les a; sont distincts
e Dans le casou F = C, k; = 1, § = n(Okounkov)

p) = (1= 1) gila—x)" 2,

G =k =5

Pour n > 3 p est une fonction spline ayant pour nceuds as, ..., a,
et a support [a1, a,]. Sa restriction sur chacun des intervalles

[ai, aj+1] est une fonction polynome de degr < n — 2, et i est de
classe C"3.
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projections des distributions de Dirichlet

supp([qx.a]) = {a1, .., an}.

n
1 1
Qr,a = E ¢j——, avec cjzni.
Z — aj di — adj
j=1 J ktj ok T

n
[%,a] - —QiWZ C,'(Saj.

j=1

p=(n—1D1Y, 1% (chéaj).

Jj=1
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projections des distributions de Dirichlet

Comme
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projections des distributions de Dirichlet

o F = H, R = 2,
p(x)=(2n—-1) > (glaj—x)*"2+ (2n - 2)di(a; — x)*"?)
{i/aj>x}
Preuve.
d 1
9k a( ) - P (Z _ 31)2
supp([qs,a)) = {a1, ..., an}
- g ~ d
qna(z) ZZ—QJ‘_‘_Z(Z—QJ)Z’
j=1 =1

donc
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projections des distributions de Dirichlet

Comme
\V/gn_l*éa = #(Q—X)2n_2 et \\,/2,,_1*5/ = #(a—x)z"%
(2n —2)! + 2 (2n-3)! o

:U’(X) = (2[7 — 1) Z (Cj(aj _ X)2"72 4 (2” _ 2)d_/(aj _ X)2n73)‘
{j/aj>x}

La restriction de u sur chacun des intervalles [a;, a;11] est une
fonction polynome de degr < 2n — 2, et y est de classe C2"~%.
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projections des distributions de Dirichlet

OF:R, /ﬁ;:%.

[r.a](x) = =2isin(F#{ax > x}) [ ] Ix - ail 2
j=1

p(x) = n2;2 / n(s —x)272 sin(gﬁ{ak > s})H |s — a;\_%ds
X j=1

Si n est pair, n=2m, n > 4,

[qlia] - _2’2 \/T lagj— 17321( )

)m2

n—2 < an (s—x
Z m - / Xlazj 1,921( )d
j=1 I 1 |S al
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projections des distributions de Dirichlet

e Si0< k<1,

[gr,a](x) = =2isin(m > k) []1x — a2l

{j|aj>x} j:].
pour 0 := K1 + - - - + Kk, = 1, (Cifarelli-Regazzini)
\V/l,g = (50, donc

n

p() = ~sin(r 3w [ e — a7

{lai>x}  Jj=1

Pour 6 > 1, on suppose que ai, ..., a, sont distincts

) = 2 [T s =) 2 sintn S ) [T Is -l e

{jlaj>s} i=1
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