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Introduction Théorie de Dunkl

Systeme de racines

On considere I'espace euclidien R?, muni du produit scalaire

< .,.>. Pour a € R¥\{0}, on définit la réflexion par rapport a
I'hyperplan H, orthogonal au vecteur « par
< X, >

oa(x) =x —2——=—a,
¢ ler]|?

ou ||x]| = /< x,x >.

x € RY,
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Introduction Théorie de Dunkl

Systeme de racines

On considere I'espace euclidien R?, muni du produit scalaire

< .,.>. Pour a € R¥\{0}, on définit la réflexion par rapport a
I'hyperplan H, orthogonal au vecteur « par
< X, >

a, xcR4
el 7 ’

ga(x)=x—-2

ou ||x]| = /< x,x >.
Par définition un systeme de racines Z est un sous ensemble de RY
qui satisfait les conditions suivantes :

@ Z est fini, ne contient pas 0.
e ZNRa ={ta},a € Z.
0 0o(#)=Z%,a € R.
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Introduction Théorie de Dunkl

Systeme de racines

On considere I'espace euclidien R?, muni du produit scalaire

< .,.>. Pour a € R¥\{0}, on définit la réflexion par rapport a
I'hyperplan H, orthogonal au vecteur « par
< X, >

a, xcR4
el 7 ’

ga(x)=x—-2

ou ||x]| = /< x,x >.
Par définition un systeme de racines Z est un sous ensemble de RY
qui satisfait les conditions suivantes :

@ Z est fini, ne contient pas 0.
e ZNRa ={ta},a € Z.
0 0o(Z)=X, 00 € X.
Pour 8 € R? \ UaezHa, on appelle sous systeme de racines positif,

['ensemble
Ay ={ae€Z,<a,p>cR;}.
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Introduction Théorie de Dunkl

L'ensemble {0, € #Z} engendre un sous groupe fini G du
groupe orthogonal O(d), G est dit groupe de réflexion associé au
systéme de racines Z.
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Introduction Théorie de Dunkl

L'ensemble {0, € #Z} engendre un sous groupe fini G du
groupe orthogonal O(d), G est dit groupe de réflexion associé au

systeme de racines %.
Une fonction k : @ — K, définie sur & a valeurs dans C est dite

fonction de multiplicité si elle est G invariante.
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Introduction Théorie de Dunkl

Opérateurs de Dunkl

On considere les opérateurs différentiels et aux différences T;,

1 <j < d sur RY, associés au groupe de réflexion G sur R? avec
un systéme de racines positif #Z et une fonction de multiplicité x,
introduits par C. F. Dunkl en 1989 et appelés opérateurs de Dunkl.
lls sont définis pour f € €*(RY)

f(x) — f(xoq)

<a,e>, 1<j<d
< x,a > A =/=9

Tif(x) = 8f(x) + Y #a

aEA+

ol 0; désigne la dérivée partielle et e, ..., e4 la base canonique de
RY.
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Introduction Théorie de Dunkl

Opérateur d'entrelacement V,, (C. F. Dunkl 1991)

Il existe un unique isomorphisme V, de I'espace des polynémes
homogenes Z2,, sur RY de degré n dans lui méme satisfaisant la
relation de permutation

TiVe=Vedj, j=1,...d, Vg(1)=1
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Introduction Théorie de Dunkl

Représentation intégrale de V

Théoreme (M. Rosler 1999)

Pour tout x € RY, il existe une mesure de probabilité ji, sur RY
telle que

Vef() = [ )iy
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Introduction Théorie de Dunkl

Représentation intégrale de V

Théoreme (M. Rosler 1999)

Pour tout x € RY, il existe une mesure de probabilité ji, sur RY
telle que

Vef() = [ )iy

Théoreme (Y. Xu 1997)

Dans le cas ott G = 74, on a

d

quf(X) = /[ e f(Xltl, ...,thd) H Mﬁj(l e tj)(l _ tj'z)ﬂj_ldt,
_1, 1

. _ T(kj+1)
ot My, = e
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Introduction Théorie de Dunkl

Noyau de Dunkl E,

Définition

Le noyau de Dunkl E,; est le transformé par V,, du noyau
exponentiel classique. Il est donné par

Eo(x,y) = Vi(eS77)(x), x,y€ RY.
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Introduction Théorie de Dunkl

Noyau de Dunkl E,

Définition
Le noyau de Dunkl E,; est le transformé par V,, du noyau
exponentiel classique. Il est donné par

Eo(x,y) = Vi(eS77)(x), x,y€ RY.

En dimension 1, E,; s’exprime en termes des fonctions de Bessel.

Xy

Ex(x,y) = Jo—1(xy) + mjmr%("x)/)a

Ja(2)

ZGf

z 2n
= (o + 1)2(—1)"n!r( /2)

Ja(2) =2°T(a+ 1) —
= (n+a+1)

est la fonction de Bessel normalisée.
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Introduction Théorie de Dunkl

Transformation de Dunkl

La transformation de Dunkl %, est définie pour f : RY > C
convenable par

Ff(y) = ch/ f(x)Eq(x, —iy)hi(x)dx, y € Rd,
]Rd

ou h, est la fonction poids homogene de degré ~, = Z k(o)
aER+
définie sur RY par

he(x) = H | < o, x > @),
aER

et )
[Ix]]
chlz/ e” 2 h?(x)dx.
Rd
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Introduction Théorie de Dunkl

Propriétés de .%,

Théoreme (C. F. Dunkl 1992, M.F.E. De Jeu 1993)
o Pour tout f € L1(RY, h?2),

Hyfimeoo < Hmel-

oll ||.||.p est la norme usuelle de I'espace LP(R?, h2),
1< p<oo.
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Introduction Théorie de Dunkl

Propriétés de .%,

Théoreme (C. F. Dunkl 1992, M.F.E. De Jeu 1993)
o Pour tout f € L1(RY, h?2),

Hyfimeoo < Hmel-

oll ||.||.p est la norme usuelle de I'espace LP(R?, h2),
1< p<oo.

o (Formule d’inversion) Soit f et .Z,.f sont dans L*(RY, h2) on a

Fx) = / Ex(ix, ) Fof (1)R2(y)dy, p.p. x € RY.
Rd
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Introduction Théorie de Dunkl

Propriétés de .%,

Théoreme (C. F. Dunkl 1992, M.F.E. De Jeu 1993)
o Pour tout f € L1(RY, h?2),

Hyfimeoo < Hmel-

oll ||.||.p est la norme usuelle de I'espace LP(R?, h2),
1< p<oo.

o (Formule d’inversion) Soit f et .Z,.f sont dans L*(RY, h2) on a

Fx) = / Ex(ix, ) Fof (1)R2(y)dy, p.p. x € RY.
]Rd

o (Théoréme de Plancherel) La transformation de Dunkl est une
isométrie de L>(R9, h?).
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Introduction Théorie de Dunkl

Opérateur de translation de Dunkl (généralisée)

Définition

L'opérateur de translation de Dunkl T, est défini sur L?(R9, h2)
par I'équation

Fo(1,F)(x) = Euly, —ix)Fof(x), x€R
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Introduction Théorie de Dunkl

Opérateur de translation de Dunkl (généralisée)

Définition

L'opérateur de translation de Dunkl T, est défini sur L?(R9, h2)
par I'équation

Fo(1,F)(x) = Euly, —ix)Fof(x), x€R

Remarque : Pour le moment une formule explicite pour
I'opérateur de translation est connue seulement dans deux cas :

o G =79 (M. Rosler, 1994).
@ f est une fonction radiale (M. Rosler, 2003).
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Introduction Théorie de Dunkl

Propriétés de bornitude de |'opérateur 7,

Théoreme (S. Thangavelu et Y. Xu 2005)
o Pour f € LP(RY, h?) radiale, 1 < p<2ona

[7xfllsp < M lls.p-

Sallem Hassani Potentiels de Riesz et fonction maximale fractionnaire dans le cat



Introduction Théorie de Dunkl

Propriétés de bornitude de |'opérateur 7,

Théoreme (S. Thangavelu et Y. Xu 2005)
o Pour f € LP(RY, h?) radiale, 1 < p<2ona

[7xfllsp < M lls.p-

o Soit G =174. Pour f € LP(R? h2), 1< p<ocoona

I7xfllnp < €llfl.p-
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Introduction Théorie de Dunkl

Produit de convolution *,

Définition
Le produit de convolution de Dunkl %, de deux fonctions f et g
dans L2(R9, h2) est donné par

Frog() = [ nf(-y)eW)R()d, xR
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Introduction Théorie de Dunkl

Produit de convolution *,

Définition

Le produit de convolution de Dunkl %, de deux fonctions f et g
dans L2(R9, h2) est donné par

Frog() = [ nf(-y)eW)R()d, xR

Ce produit de convolution est commutatif et pour f, g € Z(RY)
on a

yﬁ(f *K g) = gﬁ(f)yﬁ(g)
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Motivation

Potentiels de Riesz et fonction maximale fractionnaire associés a la Potentiels de Riesz et fonction maximale

Potentiels de Riesz et fonction
maximale fractionnaire associés a la
transformation de Dunk
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Potentiels de Riesz et fonction
maximale fractionnaire associés a la
transformation de Dunk

Riesz Potentials and fractional maximal function
for the Dunkl transform
(Avec S. Mustapha et M. Sifi)
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Potentiels de Riesz

Pour 0 < o < 2,; + d, le potentiel de Riesz I5f est défini sur
Z(RY) par

_ f(x)
15F(x) = (d2 1/ N R2(y)dy,
(x) = (dg) re ||y||2vetd—a (y)dy

d% — 2—7R—d/2+o< r(%) )
r(’}/n + (FTQ)
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Potentiels de Riesz

Pour 0 < o < 2,; + d, le potentiel de Riesz I5f est défini sur
Z(RY) par

_ f(x)
15F(x) = (d2 1/ N R2(y)dy,
(x) = (dg) re ||y||2vetd—a (y)dy

ol N
d}({l _ 2—7R—d/2+o< r(f) )
r(’Vﬁ + (FTQ)

Comment agit /% sur les espaces LP(RY, h2) pour 1 < p < 00?
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Motivation
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Y. Xu et S. Thangavelu ont montré que la condition
1 _ 1 «

3= 5 2.7q et suffisante pour assurer une inégalité de Hardy
Littlewood Sobolev pour [ dans le cas ot G = Z§ ou dans le cas
des fonctions radiales et p < 2. Ce résultat est restreint a ces deux
cas a cause de manque d'information sur la bornitude de
I'opérateur de translation.
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Y. Xu et S. Thangavelu ont montré que la condition

1 _ 1 «Q . . "

3= 5 2.7q et suffisante pour assurer une inégalité de Hardy

Littlewood Sobolev pour [ dans le cas ot G = Z§ ou dans le cas
des fonctions radiales et p < 2. Ce résultat est restreint a ces deux
cas a cause de manque d'information sur la bornitude de

I'opérateur de translation.

Généraliser ce résultat pour tous les groupes de réflexions G.
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Théoreme

Soit a un réel tel que 0 < a < 2, + d, (p, g) une paire de réels
1 1

(0%

tellequel <p<g<ooet —=-— Alors :

g p 2v.+d

@ Sip>1, alors f — [5f se prolonge en un opérateur borné de
LP(RY, h2) dans LI(RY, h?) i.e.

[ad fllep, € LP(RY, HZ),

K,q S Ap,Oé

ou Ap o > 0 dépend seulement de p et a.
@ Sip=1, f— IFf est de type faible (1, q) i.e.

£ q
/ oo <A (1022)" e,
O [IEFGI>AY A

ou A, > 0 dépend seulement de .
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Idée de la démonstration

o Prolongement de f — I/*f pour tout f € LP(RY, h2), p>1:
Comme
1
Iy[I7% ==
)

o0 a st
/ siesIVIFZ2 ) yeR? a>0.
0 S
et

[ e P )y = [ om0 )dy
R4 Rd
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Idée de la démonstration

o Prolongement de f — I/*f pour tout f € LP(RY, h2), p>1:

Comme
1 o0 a ZdS
—a_ 3 a—slyll? 22 R
lyll r(;)/o s2e ~ YERY a>o0
et
LA Ry = [ e R
on obtient

Yetd—a  poo o
00 = T [ [ (e PR S
M) Jo Rd S

= Slf(X) + Szf(X),

e o L :
S#0) =gy | 7 e R
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27n+%*a
r(s)

le parameétre o sera choisi convenablement par la suite.

S2£(x) = [T e I 0Rma S,
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27n+%*a
r(s)

le parameétre o sera choisi convenablement par la suite.

S2£(x) = [T e I 0Rma S,

1 1 o
Soit f € LP(RY, h?) telle que ||f||xp=1et = = = — ———,
( H) q || ||/‘€7P q p 2’7%+d
. l(z’Yn‘*—dia)
Interpolation complexe = ||S1f|lcc < Ac2' p :
Lemme de Shur = |Sxf||xp < Bo~%. (1)
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Potentiels de Riesz et fonction maximale fractionnaire associés a la

27n+%*a

Sof(x) = W

[eS) o d
| [ e ).
o R4

le parameétre o sera choisi convenablement par la suite.

1 1 «
Soit f € LP(RY, h?) telle que ||f||xp=1et = = = — ———,
( H) q || ||/‘€7P q p 2,}/%_’_ d

(2’Yrc+d 704)

1
Interpolation complexe = ||S1f|lcc < Ac2' p

Lemme de Shur = |Sxf||xp < Bo~%. (1)

@ Estimation faible : les considérations précédentes permettent

d’obtenir une estimation faible. En effet, on choisit o de sorte
que

Sallem Hassani
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/ . h2(x)dx =0, A >0
{x ISif(x)1>3}

i.e.
Agz (=) _ i (2)
2
2y, +d
En combinant (1) et (2) et le fait que g = M

|[fllx,p = 1 on aboutit & I'estimation,

2 [Fllep\?
h(x)dx < Cpo | —— | -
{x: [15F()[>A} A
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/ . h2(x)dx =0, A >0
{x ISif(x)1>3}

utd ) A

Ag2 () — 2 (2)
2

p(27x + d)

En combinant (1) et (2) et le fait que g = 29 +d —ap

|[fllx,p = 1 on aboutit & I'estimation,

2 [Fllep\?
h(x)dx < Cpo | —— | -
e IEF()[>A) A

@ L'estimation forte découle du théoréeme d'interpolation de
Marcinckiewcz.
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Fonction maximale fractionnaire M,

Définition
Pour 0 < oo < 27, +d et f € LP(R?, h2), 1 < p < 0o, on définit Ia
fonction maximale fractionnaire M, o, par

— 1 2 d
My f(x) = fig merdt o /Rd [F()Imexs, (Y)h(y)dy, x eR?,
ol J
my = (ch2 3T (e + 5 + 1)),

et x B, désigne la fonction caractéristique de la boule B, de rayon r
et de centre 0.
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Corollaire

Soit a € R tel que 0 < av < 27y, + d et (p, g) une paire de réels
1 «@

1 < p < g < oo satisfaisant — = — Alors :

g p 2v.+d

o |'opérateur maximal M, , est borné de LP(RY, h2) vers
L9(RY, h2) pour p > 1.

o M, est de type faible (1, q), i.e. pour f € L}(R? h2)

q
/ ﬁMWg@<WWﬁ, A >0,
(x: Meaf(x)>A} A

ou C, > 0 dépend seulement de .
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Remarque

.1 1 a . .
La condition — = — — ————— est aussi nécessaire pour la
qg p 2 +d

bornitude de M, ,, de LP(RY, h2) dans LI(RY, h2) pour p > 1 ( le
cas ou p = 1, une estimation faible pour M, , est satisfaite).
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Merci pour votre attention ]
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