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Chapitre 1

Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert1 sont la version de dimension infinie des es-
paces euclidiens ou hermitiens, dont ils gardent beaucoup de propriétés.
En fait, ils trouvent leur origine dans la théorie des développement de fonc-
tions arbitraires en séries de fonctions orthogonales, celles-ci apparaissant
le plus souvent comme fonctions propres de certains opérateurs différentiels
linéaires (séries de Fourier, fonctions sphériques, polynômes orthogonaux).
Ils fournissent le cadre mathématique dans lequel se développe la méca-
nique quantique et jouent un rôle important dans beaucoup de branches
des mathéma-tiques, spécialement en Analyse linéaire.

1.1 Propriétés élémentaires et Exemples.

Dans tout ce chapitre K désigne ou bien le corps des nombres réels R

ou bien le corps des nombres complexes C.

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. Une forme sesquili-
néaire sur E, est toute application B de E ×E dans K vérifiant, quels que
soient α, β dans K et x, y, z dans E

(a) B(αx+ βy, z) = αB(x, z) + βB(y, z)
(b) B(x, αy + βz) = αB(x, y) + βB(x, z)

On dit que B est hermitienne si elle vérifie de plus
(c) B(x, y) = B(y, x), ∀ x, y ∈ E

Notons que dans le cas où le corps des scalaires est K = R, une forme
sesquilinéaire est simplement une forme bilinéaire, et une forme hermitienne

1Le mathématicien allemand David HILBERT (1862-1943) est l’un des plus grands
mathématiciens de son temps. Il a contribué à presque toutes les branches des mathé-
matiques, de la logique à l’algèbre en passant par l’analyse et la géométrie. Lors du
Congrés International des mathématiciens tenu à Paris en 1900, il a formulé 23 pro-
blèmes qui ont servi de référence dans la recherche mathématique et ouvert la voie à
plusieurs générations de chercheurs.
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est une forme bilinéaire symétrique. La forme quadratique associée à B est
définie par : Q(x) = B(x, x). On notera que si B est hermitienne alors Q
est réelle, c’est-à-dire que Q(x) est un réel pour tout x dans E.
On dit que la forme hermitienne B est positive si la forme quadratique Q
est positive : Q(x) ≥ 0, pour tout x dans E.

Théorème 1.1.2. (Identité de polarisation)
Toute forme bilinéaire symétrique B vérifie

4B(x, y) = B(x+ y, x+ y) −B(x− y, x− y)

Toute forme sesquilinéaire B (hermitienne ou non ), vérifie

4B(x, y) = B(x+ y, x+ y) −B(x− y, x− y)+

+ iB(x+ iy, x+ iy) − iB(x− iy, x− iy)

Ces identités, dont la preuve est immédiate, montrent que, dans tous les
cas, la forme quadratique Q associée à B caractérise entièrement celle-ci.

Théorème 1.1.3. Soit B une forme hermitienne sur E. Si B est positive
alors elle vérifie les propriétés fondamentales suivantes

(i) L’inégalité de Cauchy2-Schwarz3

|B(x, y)| ≤ B(x, x)
1

2B(y, y)
1

2

L’égalité n’a lieu que si x et y sont proportionnels.
(ii) L’inégalité de Minkowski4

B(x+ y, x+ y)
1

2 ≤ B(x, x)
1

2 +B(y, y)
1

2

Démonstration. Le point-clef est bien sûr la positivité de la forme hermi-
tienne. Etant donné deux éléments x et y, on considère la fonction φ définie
sur K par φ(α) = B(x+αy, x+αy). C’est une fonction à valeurs positives
et par développement, elle sécrit

φ(α) = |α|2B(y, y) + αB(x, y) + αB(y, x) +B(x, x)

2Augustin-Louis CAUCHY (1789-1857) compte d’importants travaux sur les inté-
grales définies, la théorie des fonctions d’une variable complexe et la théorie de l’élasti-
cité. Il a donné une nouvelle architecture à l’Analyse.

3Karl Hermann Amandus SCHWARZ (1843-1921), mathématicien allemand d’une
grande intuition géométrique, a notamment établi le théorème d’uniformisation pour les
domaines simplement connexes du plan complexe.

4Hermann MINKOWSKI (1864-1921), est un mathématicien russo-allemand à l’es-
prit original et perspicace dont Einstein avait été l’étudiant au Polytechnicum de Zürich.
Il a introduit l’idée fondamentale qui consiste à envisager l’espace et le temps comme
formant une seule et même entité : l’espace-temps à quatre dimensions.
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Supposons B(y, x) = |B(x, y)|eiθ et soit α = te−iθ, avec t dans R, et soit
φ(α) = P (t). Ce qui précède montre que, pour tout réel t,

P (t) = t2Q(y) − 2t|B(x, y)| +Q(x) ≥ 0

Si Q(y) = 0 l’inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel t que
si B(x, y) = 0 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz est dans ce cas une égalité.
Sinon, P est un polynôme du second degré qui reste positif en tout t réel ; il
en résulte que son discriminant, à savoir |B(x, y)|2 −Q(y)Q(x), est négatif
ce qui traduit précisément l’inégalité de Cauchy-Schwarz. De celle-ci on
déduit

B(x, y) +B(y, x) = 2ℜeB(x, y) ≤ 2B(x, x)
1

2B(y, y)
1

2

et en ajoutant B(x, x) +B(y, y) aux deux membres, on trouve

B(x+ y, x+ y) ≤
[

B(x, x)
1

2 +B(y, y)
1

2

]2

En prenant la racine carrée des deux membres, on obtient l’inégalité de
Minkowski.

L’inégalité de Minkowski montre que l’application x 7→ Q(x)
1

2 est une
semi-norme, et est une norme si et seulement si la forme Q est non dégé-
nérée, c’est-à-dire vérifie : Q(x) = 0 si et seulement si x = 0. On dit, dans
ce cas, que c’est une norme induite par la forme hermitienne B.

Définition 1.1.4. Un produit scalaire sur E est une forme hermitienne
positive et non dégénérée.

Définition 1.1.5. Un espace préhilbertien réel (ou complexe) est un espace
vectoriel E sur K sur lequel est défini un produit scalaire B et muni de la
norme induite par B.

On écrit 〈x, y〉 au lieu de B(x, y) et on pose ‖x‖ = Q(x)
1

2 . Avec ces
notations, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent,
pour x et y dans E,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ et ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖

Exemple 1.1.6. - Les espaces Rn et Cn sont des espaces préhilbertiens
pour le produit scalaire dit usuel

〈x,y〉 =
n
∑

i=1

xiyi, dans le cas réel

〈x,y〉 =
n
∑

i=1

xiyi, dans le cas complexe
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Exemple 1.1.7. - Soit ℓ2(N) l’ensemble des suites x = (xn), avec n dans
N et xn dans K, telles que

∞
∑

i=1

|xi|2 <∞

Soient x = (xn) et y = (yn) deux éléments de l’ensemble ℓ2(N), l’inégalité
2|xiyi| ≤ |xi|2 + |yi|2 montre que la série

∑

xiyi est absolument convergente
et on en déduit que

∞
∑

i=1

|xi + yi|2 =
∞
∑

i=1

(

|xi|2 + |yi|2 + 2ℜe(xiyi)
)

≤ 2
∞
∑

i=1

(

|xi|2 + |yi|2
)

Ces inégalités montrent que x+y est dans ℓ2(N), celui-ci est donc un espace
vectoriel. On pose, pour x et y dans ℓ2(N),

〈x,y〉 =
∞
∑

i=1

xiyi (1.1)

On vérifie que cela définit bien un produit scalaire sur ℓ2(N) et les inégalités
de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent

∣

∣

∣

∞
∑

i=1

xiyi

∣

∣

∣
≤

∞
∑

i=1

|xiyi| ≤
( ∞
∑

i=1

|xi|2
)

1

2
( ∞
∑

i=1

|yi|2
)

1

2

( ∞
∑

i=1

|xi + yi|2
)

1

2

≤
( ∞
∑

i=i

|xi|2
)

1

2

+

( ∞
∑

i=1

|yi|2
)

1

2

Soit E un espace vectoriel sur K et 〈, 〉 un produit scalaire sur E ; l’ap-

plication x 7→
√

〈x, x〉 est une norme et l’application qui au couple (x, y)
associe d(x, y) = ‖x− y‖ est une distance sur E.

Définition 1.1.8. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K

qui est complet pour la distance définie par d(x, y) = ‖x− y‖.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach5, dont la
norme provient d’un produit scalaire. Une telle norme est parfois appelée
norme de la convergence en moyenne quadratique.

5Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, a introduit les espaces qui
portent son nom et étudié les applications linéaires dans ces espaces(1920-1930). Il est
considéré comme l’un des fondateurs de l’analyse fonctionnelle.
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Exemple 1.1.9. - L’espace ℓ2(N) muni du produit scalaire usuel est un
espace de Hilbert.

Démonstration. On a vu à l’exemple 1.1.7 que ℓ2(N), muni du produit
scalaire (1.1) est un espace préhilbertien, il reste à montrer que ℓ2(N) est
complet pour la distance associée au produit scalaire usuel. Soit donc (xp)
une suite de Cauchy dans ℓ2(N), avec

xp = (xp1, x
p
2, . . .)

Par définition
∑∞

n=1 |xpn − xqn|2 tend vers zéro lorsque p et q tendent vers
l’infini ; donc a fortiori pour tout n fixé, la suite numérique (xpn), p ∈ N, est
une suite de Cauchy, notons xn sa limite et x = (xn) la suite ainsi définie.
Soit ǫ > 0, il existe un entier r tel que, pour p ≥ r et q ≥ r, on ait

∞
∑

n=1

|xpn − xqn|2 < ǫ

Pour tout entier m, on aura a fortiori
∑

n≤m

|xpn − xqn|2 ≤ ǫ

comme il s’agit ici d’une somme finie, on peut faire tendre q vers l’infini et
on obtient l’inégalité

∑

n≤m |xpn − xn|2 ≤ ǫ. Cela étant pour tout entier m,
on en déduit que

∞
∑

n=1

|xpn − xn|2 ≤ ǫ

Il en résulte que la suite x = (xn) appartient à ℓ2(N) et que lorsque p tend
vers l’infini, xp tend vers x dans ℓ2(N).

L’espace ℓ2(N) joue un rôle fondamental dans l’Analyse Hilbertienne,
c’est lui qu’on a longtemps appelé “ l’espace de Hilbert ”.

Exemple 1.1.10. - Soit C[−1, 1] l’espace vectoriel des fonctions continues
sur [−1, 1] à valeurs complexes. L’application qui à une fonction f dans
C[−1, 1] associe

‖f‖∞ = sup
|x|≤1

|f(x)|

est une norme, dite norme de la convergence uniforme, et l’espace C[−1, 1]
muni de cette norme est complet.

Considérons maintenant la forme hermitienne qui, à deux fonctions f
et g continues sur [−1, 1], associe

〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t) dt



10 Espace de Hilbert

C’est un produit scalaire sur C[−1, 1] et l’application

f 7→ ‖f‖2 =

(
∫ 1

−1

|f(t)|2 dt
)

1

2

est une norme sur C[−1, 1], dite norme de la convergence en moyenne qua-
dratique. Mais l’espace vectoriel (C[−1, 1], ‖.‖2) n’est pas complet :

En effet, considérons la suite des fonctions continues fn définies sur
l’intervalle [−1, 1] par

fn(x) =











0, si −1 ≤ x ≤ −1/n ;

nx+ 1, si −1/n ≤ x ≤ 0 ;

1, si 0 ≤ x ≤ 1.

Pour n et m dans N, avec m ≤ n, la fonction fm − fn est positive et nulle
en dehors de l’intervalle [−1/m, 0] si bien que

∫ 1

−1

|fn(x) − fm(x)|2 =

∫ 0

− 1

m

|fn(x) − fm(x)|2 dx ≤ 2

m

la suite (fn) est donc une suite de Cauchy pour la norme ‖ ‖2. Nous allons
voir qu’elle ne peut pas converger vers une fonction continue. En effet,
supposons que f soit la fonction continue sur [−1, 1], vers laquelle converge
la suite (fn) ; la quantité ‖f − fn‖2

2 est égale à
∫ − 1

n

−1

|f(x)|2 +

∫ 0

− 1

n

|nx+ 1 − f(x)|2 dx+

∫ 1

0

|1 − f(x)|2 dx

Sur l’intervalle [−1/n, 0], la fonction nx + 1 est bornée et donc, lorsque n
tend vers l’infini, l’intégrale du milieu tend vers 0. Finalement, il reste

∫ 0

−1

|f(x)|2 dx+

∫ 1

0

|1 − f(x)|2 dx = 0

c’est-à-dire que la limite f est forcément donnée par

f(x) =

{

0 si −1 ≤ x ≤ 0 ;

1 si 0 < x ≤ 1.

Ceci est en contradiction avec l’hypothèse de continuité de f . Donc aucune
fonction continue ne peut être la limite de (fn).(voir aussi l’exercice 6).

Exemple 1.1.11. - Soit X un ensemble, Ω une σ-algèbre de X et µ une
mesure positive sur Ω. Si f et g sont dans L2(X,Ω, µ), l’inégalité de Hölder
montre que fg est dans L1(X,Ω, µ) et que l’application

(f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∫

X

fg dµ
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est un produit scalaire sur L2(X,Ω, µ). Le théorème de Fischer-Riesz assure
que L2(X,Ω, µ) muni de ce produit scalaire est complet, c’est donc un
espace de Hilbert. Comme cas particulier important de cette situation, on

distingue l’espace L2(T), où T est l’ensemble des nombres complexes de
module 1 (c’est le cercle unité du point de vue ensemble) :

L2(T) =

{

g | ‖g‖2
2 =

1

2π

∫ π

−π

∣

∣g(eiθ)
∣

∣

2
dθ <∞

}

Rappelons qu’à tout élément g de L2(T), on associe la suite donnée,
pour n dans Z, par

ĝ(n) =
1

2π

∫ π

−π

g(eiθ)e−inθ dθ

C’est la suite des coefficients de Fourier6 de g et le théorème de Parseval
se traduit par l’égalité

‖g‖2
2 =

∑

n∈Z

|ĝ(n)|2

Ainsi, l’application qui à un élément g de L2(T) associe la suite de ses
coefficients de Fourier (ĝ(n)), n ∈ Z, est un isomorphisme isométrique de
l’espace L2(T) sur l’espace ℓ2(Z).

Complété d’un espace préhilbertien. Soit E un espace préhilbertien
muni du produit scalaire 〈, 〉 ; soit Ẽ son complété relativement à la métrique
induite par ce produit scalaire. Il est facile de voir que le produit scalaire
〈, 〉 se prolonge de façon unique en un produit scalaire sur Ẽ qui en fait un
espace de Hilbert. Autrement dit, tout espace préhilbertien admet un plus
petit espace de Hilbert le contenant, à savoir son complété en tant qu’espace
vectoriel normé. Ce résultat reste abstrait et la détermination pratique du
complété est un problème important pour beaucoup de questions d’Analyse
et est à la base de la théorie des espaces de Sobolev par exemple.

L’espace C[−1, 1] des fonctions continues sur [−1, 1] à valeurs com-
plexes, muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t) dt

est un espace préhilbertien qui n’est pas complet pour la norme induite
par ce produit scalaire (voir exemple 1.10), son complété est par définition
l’espace de Hilbert L2((−1, 1), dx).

6Le mathématicien français Jean-Baptiste Joseph FOURIER (1768-1830) est aussi
connu comme égyptologue et administrateur. Il a été professeur d’Analyse à l’Ecole
Polytechnique de 1796 à 1798. Son étude des séries trigonométriques et ses recherches
sur la théorie de la conduction de la chaleur ont eu un impact considérable sur l’évolution
actuelle de la Physique Mathématique.
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Sous-espaces de Hilbert. Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace
préhilbertien E, on peut évidemment le munir d’un produit scalaire, res-
triction de celui de E et F devient préhilbertien ; si de plus E est un espace
de Hilbert et F est fermé dans E, F est complet, c’est donc un espace de
Hilbert ; on dit alors que F est un sous-espace de Hilbert de E.

Exemple 1.1.12. - Prenons E = L2(X,Ω, µ) et soit Y un sous-ensemble
µ-mesurable deX ; l’ensemble des (classes de) fonctions de E qui sont nulles
µ-presque partout sur X \Y est un sous-espace vectoriel de E ; il est fermé,
car si une suite (fn) d’éléments de F converge dans E vers un élément f ,
on a

∫

X\Y

|f |2dµ =

∫

X\Y

|f − fn|2dµ ≤
∫

X

|f − fn|2dµ→ 0, (n→ ∞)

donc f = 0 presque partout sur X \ Y . De plus F s’identifie naturellement
à L2(Y, µ|Y ).

Exemple 1.1.13. - Soient n0 un entier naturel et F0 l’ensemble des suites
x = (xn) telles que xn = 0 pour n > n0. F0 est un sous-espace de Hilbert
de l’espace ℓ2(N).

L’ensemble F1 des éléments x = (xn) de ℓ2(N) tels que xn = 0 pour
tout entier n, n ≤ n0, est aussi un sous-espace de Hilbert de ℓ2(N).

Exemple 1.1.14. - Dans l’espace de Hilbert L2(0, 2π), considérons l’en-
semble F des éléments f dont les coefficients de Fourier, cn(f), sont nuls
pour tout entier n strictement négatif. F est, de façon évidente, un sous-
espace vectoriel de L2(0, 2π). Pour montrer qu’il est fermé, soit (fk) une
suite de Cauchy d’éléments de F et soit f sa limite, il s’agit de montrer
que cn(f) = 0 pour tout n < 0. Or, l’égalité de Parseval dit que

‖f − fk‖2
2 =

∑

n∈Z

|cn(f) − cn(fk)|2

Comme le premier membre tend vers 0 lorsque k tend vers l’infini, a fortiori
chaque terme du second membre tend vers 0 lorsque k tend vers l’infini,
c’est-à-dire que limk→∞ |cn(f)−cn(fk)| = 0, pour tout n ∈ Z. Mais cn(fk) =
0, pour les entiers n strictement négatifs, il en résulte que cn(f) = 0, pour
tout n < 0. �

EXERCICES

1. On munit Rn du produit scalaire usuel. En utilisant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, montrer que

(|a1| + |a2| + · · · + |an|)2 ≤ n(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n)
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Solution : L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que, pour x et y dans
Rn, on a |〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y|| ; en particulier, pour x = (1, 1, . . . , 1) et
y = (|a1|, . . . , |an|), il vient

n
∑

i=1

|ai| ≤
(

n
∑

i=1

(1)
)

1

2
(

n
∑

i=1

a2
i

)
1

2

L’inégalité voulue s’en déduit. �

2. Autre produit scalaire sur Rn : Soit A = (aij) une matrice carrée (n×
n) à coefficients réels. On suppose que A est une matrice symétrique
et définie positive c’est-à-dire que, pour tout x = (x1, . . . xn) 6= 0,

〈Ax,x〉 =
n
∑

i,j=1

aijxixj > 0

Montrer que l’application φ : (x,y) 7→ 〈Ax,y〉 est un produit scalaire
sur Rn. Montrer que tout produit scalaire sur Rn s’écrit sous la forme
précédente.

Solution : Il est facile de vérifier que l’application φ est une forme
bilinéaire sur Rn × Rn. Elle est symétrique si et seulement si aij =
aji pour tout couple d’indices i, j, c’est-à-dire si la matrice A est
symétrique. Si de plus A est définie positive, la forme φ est positive
et non dégénérée, donc un produit scalaire.
Inversement, soit ψ un produit scalaire sur Rn et soit (ei), 1 ≤ i ≤ n
la base canonique de Rn. Puisque ψ est bilinéaire, pour x =

∑n
i=1 xiei

et y =
∑n

i=1 yjej, on a

ψ(x,y) = ψ
(

n
∑

i=1

xiei,
n
∑

i=1

yjej

)

=
n
∑

i,j=1

ψ(ei, ej)xiyj

= 〈Ax,y〉
où A est la matrice de coefficient aij = ψ(ei, ej). �

3. Montrer que si B est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel
complexe E, telle que B(x, x) ∈ R pour tout x ∈ E, alors B est une
forme hermitienne.

Solution : Par hypothèse, B(x+ y, x+ y) et B(x+ iy, x+ iy) sont des
réels. Comme B est sesquilinéaire, on en déduit que B(x, y)+B(y, x)
est réel etB(y, x)−B(x, y) est imaginaire pure. Il en résulte facilement
que B(x, y) = B(y, x). �

Il faut bien noter que la conclusion n’est pas vraie si E est un espace
de Hilbert sur R, donner un exemple.
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4. Soit (E, 〈, 〉) un espace de Hilbert. Montrer que l’application qui, à
deux élements x et y associe leur produit scalaire est une fonction
continue sur E × E.

Solution : La continuité est une conséquence de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz : |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. �

5. Soit E un espace vectoriel sur C, muni d’une norme qui vérifie l’iden-
tité du parallélogramme, à savoir

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(

‖x‖2 + ‖y‖2
)

Pour x et y dans E, on pose

φ(x, y) =
1

4

(

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2
)

(a) Montrer que φ(x, y) = φ(y, x) et que φ(x, x) = ‖x‖2.
(b) Montrer que φ(x+ z, y) = φ(x, y) + φ(z, y)
(c) Montrer que φ(λx, y) = λφ(x, y), pour tout λ ∈ C.
(d) En déduire que toute norme qui satisfait l’identité du parallélo-
gramme est induite par un produit scalaire.

Indication : Le point important est (c). Pour le démontrer , on com-
mence par prouver l’égalité pour λ ∈ Z, puis pour λ ∈ Q. On en
déduit l’égalité pour λ ∈ R et on termine en remarquant que l’égalité
est satisfaite pour λ = i.)

6. Soit a un réel strictement positif et L2 (−a, a) l’espace de Hilbert des
(classes de) fonctions mesurables et de carré intégrable sur (−a, a)
pour la mesure de Lebesgue. On désigne par F l’ensemble des élé-
ments de L2 (−a, a) qui sont pairs et par G celui des éléments impairs.
Montrer que F et G sont des sous-espaces fermés de L2 (−a, a).
Solution : Pour unélément f de L2(−a, a), dx), on désigne par f̌ la
fonction définie, pour presque tout x de (−a, a), par : f̌(x) = f(−x)
et on pose

ϕ(f) = f + f̌ , ψ(f) = f − f̌ , ϕ1(f) = f, ϕ2(f) = f̌ .

Les applications ϕ1 et ϕ2 sont linéaires et continues de E dans lui-
même. C’est donc le cas des applications ϕ et ψ. Comme ϕ−1({0}) =
G et ψ−1({0}) = F , il en résulte que F et G sont deux sous-espaces
vectoriels fermés de E. �

7. Version intégrale de l’inégalité de Minkowski.
Démontrer l’inégalité suivante

[
∫

∣

∣

∣

∫

f(x, y) dx
∣

∣

∣

2

dy

]
1

2

≤
∫

[

∫

|f(x, y)|2 dy
]

1

2

dx
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Montrer que, plus généralement, pour tout q, avec 1 < q <∞,

[
∫

∣

∣

∣

∫

f(x, y) dx
∣

∣

∣

q

dy

]
1

q

≤
∫

[

∫

|f(x, y)|q dy
]

1

q

dx

Solution : Si l’on désigne par A le premier membre, on voit que A2

est majoré par

∫

(

∫

|f(x, y)| dx
)2

dy =

∫

[

∫

|f(x, y)|dx
]

[

∫

|f(z, y)|dz
]

dy

Intégrant d’abord par rapport à y et utilisant l’inégalité de Hölder, il
vient

A2 ≤
∫ ∫

(

∫

|f(x, y)|2dy
)

1

2(
∫

|f(z, y)|2dy
)

1

2

dxdz

Le second membre est exactement le carré du second membre de
l’inéga-lité annoncée. �

1.2 Projection Orthogonale

Soit E un espace métrique, x ∈ E et F une partie non vide de E.

• Existe-t-il un point a ∈ F qui soit le plus proche de x ? c’est-
à-dire tel que ∀ y ∈ F, d(x, a) ≤ d(x, y), autrement dit tel que

d(x, a) = inf
y∈F

d(x, y) ou encore d(x;F ) = d(x, a)

• Si un tel point existe, est-il unique ?
Un tel point, quand il existe, est appelé une projection de x sur F .

Si F n’est pas fermé, on peut citer des exemples triviaux où la réponse
à la première question est déjà négative (prendre par exemple E = R,
F = [0, 1[ et x = 2). Aussi supposerons-nous dans la suite que F est une
partie fermée non vide. En général, un point n’a pas forcément de projection
sur un sous-ensemble fermé, ou peut en avoir plusieurs (prendre F un cercle
et x son centre). Cependant, ce problème a une solution satisfaisante lorsque
F est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert E. Cela s’accomplit grâce
à la notion d’orthogonalité que nous introduisons maintenant.
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Définition 1.2.1. Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert E sont dits
orthogonaux si 〈x, y〉 = 0, on écrit alors x ⊥ y.
On dit que deux parties F et G de E sont orthogonales si tout élément de
F est orthogonal à tout élément de G, on écrit alors F ⊥ G.
L’orthogonal d’une partie F de E, noté F⊥, est l’ensemble des éléments de
E orthogonaux à F .

Proposition 1.2.2. Soit E un espace de Hilbert.
(1) L’orthogonal d’un sous-ensemble F de E est un sous-espace fermé

de E et on a

F ∩ F⊥ = {0}, F⊥ = (F )⊥ et F ⊂ (F⊥)⊥

(2) Si deux sous-ensembles F et G de E vérifient F ⊂ G, alors leurs
orthogonaux vérifient G⊥ ⊂ F⊥.

Démonstration. La propriété (2) est triviale. Par ailleurs, il est clair que
F⊥ est un sous-espace vectoriel de E, car si x et y sont dans F⊥ alors la
linéarité montre que, pour tout z dans F , 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 = 0.
Montrons que F⊥ est fermé : soit (xn) une suite de Cauchy d’éléments de
F⊥ et soit x sa limite. Pour tout y dans F , on a

|〈x, y〉| = |〈x− xn, y〉| ≤ ‖x− xn‖ ‖y‖
Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers
l’infini et donc 〈x, y〉 = 0. Ceci étant pour tout y ∈ F , on en déduit que x
appartient à F⊥ et donc F⊥ est un fermé.

D’autre part, puisque F ⊂ F on a l’inclusion F
⊥ ⊂ F⊥. Soit alors x un

élément de F⊥ et y un élément de F , il existe une suite (yn) d’éléments de
F telle que limn→∞ ‖y − yn‖ = 0. On a alors

|〈x, y〉| = |〈x, y − yn〉| ≤ ‖x‖ ‖y − yn‖
Le membre de droite tend vers zéro quand n tend vers l’infini et il en résulte
que 〈x, y〉 = 0. Ainsi F⊥ est inclus dans (F )⊥.

Théorème 1.2.3. (Pythagore7) Si x1, x2, . . ., xn sont des éléments de E,
deux à deux orthogonaux, alors

‖x1 + x2 + · · · xn‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + · · · + ‖xn‖2

Démonstration. Si x1 et x2 sont orthogonaux,

‖x1 + x2‖2 = 〈x1 + x2, x1 + x2〉 = ‖x1‖2 + 2ℜe(〈x1, x2〉) + ‖x2‖2

Comme 〈x1, x2〉 = 0, on en déduit le théorème lorsque n = 2. Le cas général
s’en déduit par induction.

7né vers 580av. J-C et mort vers 490av. J-C, était un mathématicien, philosophe et
astronome de la Grèce antique.
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Proposition 1.2.4. Si F et G sont deux sous-espaces fermés d’un espace
de Hilbert E et s’ils sont orthogonaux, F ⊥ G, alors l’ensemble F +G des
éléments de la forme x+ y, avec x ∈ F et y ∈ G, est un sous-espace fermé
de E.

Démonstration. Il est clair que F + G est un sous-espace vectoriel de E.
Soit (zn) une suite de Cauchy dans F +G, pour tout n il existe xn ∈ F et
yn ∈ G tels que zn = xn + yn, et on a

‖zn − zm‖2 = ‖xn − xm‖2 + ‖yn − ym‖2

‖xn − xm‖2 ≤ ‖zn − zm‖2

‖yn − ym‖2 ≤ ‖zn − zm‖2

donc (xn) et (yn) sont des suites de Cauchy dans F et G respectivement.
Comme F et G sont fermés, (xn) converge vers un élément x de F et (yn)
converge vers un élément y de G et par suite lim

n→∞
zn = x + y appartient

bien à F +G.

La norme d’un espace de Hilbert vérifie les propriétés caractéristiques
suivantes :

Théorème 1.2.5. Dans un espace de Hilbert E la norme vérifie les deux
propriétés équivalentes suivantes, valables pour tout x, a et b dans E,

(1) L’identité de la médiane :

‖x− a‖2 + ‖x− b‖2 = 2‖x− 1

2
(a+ b)‖2 +

1

2
‖a− b‖2

(2) L’identité du parallélogramme :

‖x+ a‖2 + ‖x− a‖2 = 2
[

‖x‖2 + ‖a‖2
]

Démonstration. En prenant b = −a dans l’identité de la médiane, on re-
trouve l’identité du parallélogramme.
Inversement, en appliquant l’identité du parallélogramme aux deux élé-
ments u = x− a et v = x− b, on obtient l’identité de la médiane. Il suffit
donc de démontrer l’identité du parallélogramme, ce qui se fait facilement
en développant son premier membre.

En interprétant ‖x‖ comme la longueur du vecteur x, l’identité du pa-
rallélogramme traduit la propriété bien connue en géométrie plane qui dit
que “dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale
à la somme des carrés des côtés”.

Ensembles Convexes. Rappelons qu’une partie F d’un espace vectoriel
E est dite convexe si elle possède la propriété géométrique suivante : pour
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tout a et tout b appartenant à F et pour tout α ∈ [0, 1], l’élément défini par
xα = (1− α)a+ αb appartient aussi à F . Quand α décrit l’intervalle [0, 1],
xα décrit le “segment de droite” dans E qui joint l’élément a à l’élément b.
La convexité exige donc que F contienne les segments joignant deux de ses
points.

Les convexes dans R sont les intervalles. Tout sous-espace vectoriel de
E est convexe. De même dans un espace vectoriel normé, la boule fermée
B(a, r) = {x | ‖x− a‖ ≤ r} est convexe.

Théorème 1.2.6. (projection sur une partie convexe complète). Soient E
un espace préhilbertien et F une partie non vide de E, convexe et complète
(par exemple convexe fermé si E est un espace de Hilbert). Pour tout élé-
ment x de E, il existe un unique élément a de F tel que ‖x−a‖ = d(x;F ).
De plus, a est caractérisé par la propriété suivante :

ℜe (〈x− a, b− a〉) ≤ 0, pour tout b ∈ F

Démonstration. 1) Démontrons l’existence d’un élément a ∈ F vérifiant
‖x− a‖ = d(x;F ). Par définition de la borne inférieure, il existe une suite
(an) d’éléments de F telle que ‖x − an‖ tend vers d(x;F ) lorsque n tend
vers l’infini. L’identité de la médiane donne

1

2
‖ap − aq‖2 = ‖x− ap‖2 + ‖x− aq‖2 − 2‖x− 1

2
(ap + aq)‖2

comme F est convexe, 1
2
(ap + aq) ∈ F et par suite

‖x− 1

2
(ap + aq)‖2 ≥ d2(x;F )

On en déduit que

1

2
‖ap − aq‖2 ≤ ‖x− ap‖2 + ‖x− aq‖2 − 2d2(x;F )

Le second membre de cette inégalité tend vers 0, lorsque p et q tendent vers
l’infini, et il en sera alors de même de ‖ap − aq‖2. La suite (an) est donc
une suite de Cauchy ; comme F est supposé complet, elle converge vers un
élément a de F et on a

‖x− a‖ = lim
n→∞

‖x− an‖ = d(x;F )

2) Démontrons l’unicité de l’élément a. Supposons qu’un autre élément
a′ ∈ F réalise aussi l’égalité ‖x − a′‖ = d(x;F ) ; l’élément a′′ = 1

2
(a + a′)

appartient à F et par suite ‖x− a′′‖ ≥ d(x;F ) ; mais on a aussi

‖x− a′′‖2 =
1

2

(

‖x− a‖2 + ‖x− a′‖2
)

− 1

4
‖a− a′‖2

= d2(x;F ) − 1

4
‖a− a′‖2
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L’égalité a = a′ s’en déduit.
3) Montrons maintenant que l’élément a de F est caractérisé par la

propriété
ℜe (〈x− a, b− a〉) ≤ 0, ∀ b ∈ F

Pour tout α ∈ [0, 1], le point a+ α(b− a) appartient à F , donc

‖x− a‖2 ≤ ‖(x− a) − α(b− a)‖2

≤ ‖x− a‖2 + α2‖b− a‖2 − 2αℜe (〈x− a, b− a〉)

la relation cherchée résulte alors de l’arbitraire de α.
Inversement, la propriété ℜe (〈x− a, b− a〉) ≤ 0, ∀ b ∈ F , implique

‖x− b‖2 = ‖(x− a) − (b− a)‖2

= ‖x− a‖2 + ‖b− a‖2 − 2ℜe (〈x− a, b− a〉)
≥ ‖x− a‖2

Cette inégalité étant vraie pour tout b dans F , il vient ‖x−a‖ = d(x;F ).

Théorème 1.2.7. (projection sur un sous-espace de Hilbert). Soient E un
espace de Hilbert, F un sous-espace de Hilbert et x un élément de E. Il
existe un unique élément ax ∈ F tel que

‖x− ax‖ = d(x;F )

De plus, ax est l’unique élément de F tel que x − ax soit orthogonal à F ;
il est noté PF (x) et est appelé la projection orthogonale de x sur F .

Démonstration. La première assertion est déjà démontrée. Pour la seconde,
on remarque que si b ∈ F , alors a + αb ∈ F pour tout complexe α ; le
théorème 1.2.6 implique

ℜe(〈x− a, αb〉) = ℜe(〈x− a, αb+ a− a〉) ≤ 0

Il suffit ensuite de prendre α = ±1 et α = ±i.
Réciproquement, soit a ∈ F tel que x− a ⊥ F . Pour tout b ∈ F , on a

‖x− b‖2 = ‖x− a‖2 + ‖b− a‖2 ≥ ‖x− a‖2

Il en résulte que a = PF (x).

Remarque 1.2.8. - Il faut bien noter que l’utilisation de l’identité de la
médiane a été décisive dans la preuve du théorème 1.2.6, et donc pour la
validité du théorème 1.2.7. En fait, dans un espace de Banach, ce théorème
n’est pas vrai ; par exemple dans l’espace de Banach (C[0, 1], ‖.‖∞) des
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fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme de la convergence uniforme,
l’ensemble

F = { f ∈ C[0, 1] | f(0) = 0 et 0 ≤ f ≤ 1 }

est une partie convexe femée et pour tout f ∈ F , on a

‖1 − f‖∞ = sup
0≤t≤1

|1 − f(t)| = 1

donc pour tout f ∈ F , d(1;F ) = ‖1− f‖∞ = 1. Ainsi, tous les éléments de
F minimisent la distance de 1 à F .

Remarque 1.2.9. - La réciproque de ce théorème, à savoir que si dans un
espace hilbertien E, un ensemble F est tel que pour tout x ∈ E il existe
un unique a ∈ F qui est le plus proche de x, alors F est convexe et fermé,
a été avancée depuis longtemps, mais elle n’a été ni prouvée ni réfutée.

Corollaire 1.2.10. Soient E un espace de Hilbert et F un sous-espace de
Hilbert de E. Alors les sous-espaces F et F⊥ sont supplémentaires dans E,
c’est-à-dire que : E = F ⊕ F⊥

Démonstration. Le sous-espace F ∩ F⊥ est réduit à 0 parce que le pro-
duit scalaire est non dégénéré ; de plus, pour tout élément x de E on a
évidemment x = x− PF (x) + PF (x) et x− PF (x) ∈ F⊥.

Corollaire 1.2.11. L’application PF est un opérateur linéaire de E dans
F qui vérifie, pour tout x et tout y dans E,

‖PFx‖ ≤ ‖x‖, 〈PFx, y〉 = 〈x, PFy〉 et PF (PFx) = PFx

Démonstration. Si x ∈ E, on écrit x = x − PF (x) + PF (x) et on utilise le
théorème de Pythagore

‖x‖2 = ‖x− PF (x)‖2 + ‖PF (x)‖2 ≥ ‖PF (x)‖2

De plus, comme pour tout y ∈ F , PF (y) = y, et pour tout x ∈ E, PF (x) ∈
F , on en déduit que PF

(

PFx
)

= PF (x) pour tout x ∈ E. D’autre part,
pour x et y dans E, les éléments PFx et y−PFy sont orthogonaux et il en
résulte que

〈PFx, y〉 = 〈PFx, PFy〉 et 〈x, PFy〉 = 〈PFx, PFy〉

Cela termine la preuve du corollaire.
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Remarque 1.2.12. - On doit noter que même si F est un sous-espace
vectoriel fermé dans un espace préhilbertien, son orthogonal ne lui est pas
nécessairement supplémentaire comme le montre l’exemple suivant : Soit
l’espace vectoriel C[0, 1], muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(t)g(t) dt

Soit F le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur [0, 1/2], alors son
orthogonal F⊥ est le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur [1/2, 1].
La fonction constante 1 ne peut être somme d’une fonction nulle sur [0, 1/2]
et d’une fonction nulle sur [1/2, 1] car elle s’annulerait au point 1/2.

C’est que l’hypothèse “F fermé” n’est pas la bonne hypothèse quand
l’espace E n’est pas complet (ce qui est le cas de l’espace C[0, 1] muni de
la norme induite par le produit scalaire ci-dessus). La bonne hypothèse est
que F soit complet comme c’est précisé dans le théorème 1.2.6.

Corollaire 1.2.13. Soit E un espace de Hilbert et soit F un sous-espace
vectoriel (non nécessairement fermé). F est dense dans E si, et seulement
si, F⊥ = {0}.

Démonstration. D’après la proposition 1.2.2, on a F⊥ =
(

F
)⊥

, le résultat
s’en déduit.

Un problème de Minimisation. Soit v1, v2, . . . , vk des éléments d’un
espace de Hilbert E, linéairement indépendants et soit x ∈ E. Il s’agit de
trouver un moyen pour calculer la valeur minimum de la quantité

∥

∥

∥

∥

x−
k
∑

j=1

cjvj

∥

∥

∥

∥

lorsque c1, c2, . . . , ck décrivent K, et de trouver les valeurs correspondantes
de c1, c2, . . . , ck.
Soit F l’espace vectoriel engendré par les éléments v1, v2, . . . , vk. C’est un
sous-espace fermé de E (puisque sa dimension est finie égale à k). La quan-
tité qu’on cherche à minimiser représente la distance de x à l’élément de F
donné par

∑k
1 civi. le théorème 1.2.7 précise que PF (x) est l’unique élément

de F qui rend minimum la quantité ci-dessus, cet élément répond donc à
la question posée et il s’agit de le déterminer. PF (x) s’écrit sous la forme
PF (x) =

∑k
j=1 cjvj et est aussi caractérisé par le fait que x− PF (x) ∈ F⊥,

ce qui pourrait alors être utilisé pour obtenir des renseignements sur le
calcul des coefficients c1, c2, . . . , ck. Posons pour cela

aij = 〈vj, vi〉, bi = 〈x, vi〉
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La propriété x−PF (x) ⊥ F implique que 〈x−PF (x), vi〉 = 0 pour 1 ≤ i ≤ k,
ce qui fournit k équations linéaires dont les inconnues sont c1, c2, . . . , ck :

k
∑

j=1

aijcj = bi, où 1 ≤ i ≤ k

L’existence et l’unicité de PF (x) implique que le déterminant de la matrice
(aij) n’est pas nul, et les (cj) se calculent en résolvant le système précédent.
Soit maintenant γ la valeur minimale de

∥

∥

∥

∥

x−
k
∑

j=1

cjvj

∥

∥

∥

∥

Puisque x−PF (x) est orthogonal à F , on a 〈x−PF (x), PF (x)〉 = 0 et donc

γ2 = 〈x− PF (x), x− PF (x)〉 = 〈x, x− PF (x)〉 = 〈x, x−
k
∑

j=1

cjvj〉

de sorte que

γ2 = ‖x‖2 −
k
∑

j=1

cjbj

et notre problème est ainsi résolu.
Venons en maintenant à un cas particulier : On suppose que les éléments
v1, v2, . . . , vk sont deux à deux orthogonaux. Alors

aij =

{

‖vi‖2, si i = j ;

0, sinon.

et par suite le système linéaire que vérifient les coefficients (cj) donne, pour
tout i, ci = bi/‖vi‖2 et on a alors

PFx =
k
∑

j=1

〈x, vj〉
vj

‖vj‖2
et γ2 = ‖x‖2 −

k
∑

j=1

|〈x, vj〉|2/‖vj‖
2

Si les vj, 0 ≤ j ≤ k sont orthonormés, ce qui précède se résume comme suit

Théorème 1.2.14. Soient v1, v2, . . . , vk des éléments deux à deux ortho-
gonaux et de norme 1, dans un espace de Hilbert E, soit F le sous-espace
vectoriel engendré par (vj) et soit x un élément de E. Alors, quels que
soient les scalaires λ1, λ2, . . . , λk, on a

∥

∥

∥
x−

k
∑

j=1

〈x, vj〉vj
∥

∥

∥
≤
∥

∥

∥
x−

k
∑

j=1

λjvj

∥

∥

∥



1.2 Projection Orthogonale 23

L’égalité a lieu si et seulement si λj = 〈x, vj〉 pour 1 ≤ j ≤ k. La projection

orthogonale de x sur le sous-espace F est

PFx =
k
∑

j=1

〈x, vj〉vj

La distance γ de x au sous-espace F est donnée par

γ2 = ‖x− PFx‖2 = ‖x‖2 −
k
∑

j=1

|〈x, vj〉|2

Ainsi, on a trouvé un algorithme constructif permettant de trouver la
projection orthogonale d’un élément x de E sur un sous-espace de dimen-
sion finie. Cet algorithme sera genéralisé au paragraphe 4.

Exemple 1.2.15. - Soit à calculer

min
a,b,c

∫ 1

−1

|x3 − ax2 − bx− c|2 dx

Considérons L2(−1, 1) l’espace de Hilbert des (classes de) fonctions de carré
sommable sur l’intervalle (−1, 1) relativement à la mesure de Lebesgue. Le
produit scalaire sur L2(−1, 1) est défini par

〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx

Soit F le sous-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal
à deux à coefficients réels et posons g(x) = x3. F étant un sous-espace
vectoriel de dimension finie, engendré par les polynômes

p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2

est donc un convexe fermé de L2(−1, 1).
Il s’agit de trouver le polynôme p ∈ F qui minimise la distance du

polynôme g au sous-espace F et de calculer cette distance. Posons

p = c0p0 + c1p1 + c2p2, bj = 〈g, pj〉, aij = 〈pj, pi〉

On vérifie rapidement que b0 = b2 = 0, b1 = 2/5 et que

a00 = 2, a11 = a02 = 2/3, a22 = 2/5, a01 = a12 = 0

Il en résulte que c0 = c2 = 0 et c1 = 3/5 ; la projection orthogonale du
polynôme g sur le sous-espace F est donc

PF (g)(x) = 3x/5 et ‖g − PF (g)‖2 = 8/(175)
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On en déduit que

min
a,b,c

∫ 1

−1

|x3 − ax2 − bx− c|2 dx = 8/(175)

et que ce minimum est réalisé lorsque a = c = 0 et b = 3/5.
Voyons maintenant l’avantage à disposer dans F d’une base orthogonale :
on peut vérifier facilement (voir l’exercice 8) que les polynômes

v0(x) = 1, v1(x) = x, v2(x) = 3x2 − 1

forment une base orthogonale du sous-espace F . On en déduit que

PF (g) = 〈g, v0〉
v0

‖v0‖2
+ 〈g, v1〉

v1

‖v1‖2
+ 〈g, v2〉

v2

‖v2‖2

Des raisons de parité évidentes montrent que 〈g, v0〉 = 〈g, v2〉 = 0, et que
〈g, v1〉 = 2/5 et ‖v1‖2 = 2/3. Il en résulte que PF (g) = (3/5)x.

EXERCICES

1. Soient F1 et F2 deux sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert E.
On suppose F2 ⊂ F1. Montrer que PF2

◦ PF1
= PF2

.

Solution : Puisque F1 et F2 sont des sous-espaces fermés de l’espace de
Hilbert E, on peut appliquer le théorème de la projection orthogonale
sur un sous-espace fermé. Pour tout x dans E, on pose

x1 = PF1
(x), x1

2 = PF2
(x1) et x2 = PF2

(x)

Le théorème de la projection affirme que x1 est l’unique élément de F1

tel que x−x1 ⊥ F1 ; x1
2 est l’unique élément de F2 tel que x1−x1

2 ⊥ F2

et x2 est l’unique élément de F2 tel que x − x2 ⊥ F2. Comme on a
l’inclusion F2 ⊂ F1, x−x1 étant orthogonal à F1, est aussi orthogonal
à F2. Il en résulte que (x−x1)+(x1−x1

2) = x−x1
2 est aussi orthogonal

à F2. L’unicité montre alors que x2 = x1
2, c’est-à-dire que

PF2
(x) = PF2

◦ PF1
(x). �

2. Soit E un espace de Hilbert et soit B la boule unité fermée de E,
c’est-à-dire B = {x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}. Montrer que B un convexe de E.

Solution : soient x et y des éléments de B. Pour tout réel t, 0 ≤ t ≤ 1,
on a

‖tx+ (1 − t)y‖ ≤ t‖x‖ + (1 − t)‖y‖ ≤ 1

C’est-à-dire que tx+ (1 − t)y appartient à B. �

3. Pour f dans l’espace C([0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1] à
valeurs complexes on pose

‖f‖ = |f(0)| + ‖f‖1 = |f(0)| +
∫ 1

0

|f(t)|dt
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Montrer que cela définit une norme sur C([0, 1]). Soit F le sous-espace
des fonctions qui s’annulent en 0 et soit f0 la fonction constante égale
à 1. Calculer la distance de f0 à F . Existe-t-il un élément f de F tel
que ‖f0 − f‖ = dist (f0, F ) ?

Solution : Il est facile de voir que f 7→ ‖f‖ est une norme sur C([0, 1]).
Soit d la distance associée, d(f, g) = ‖f − g‖ pour f , g ∈ C([0, 1]).
Par définition, d(F, f0) = inff∈F ||f0 − f || ; c’est-à-dire

d(F, f0) = inf
f∈F

(1 +

∫ 1

0

|1 − f(t)|dt)

Il est alors clair que d(F, f0) ≥ 1 ; nous allons montrer l’égalité
d(F, f0) = 1. A cet effet, soit (fn) la suite de fonctions définies par

∀n ≥ 2, fn(t) =

{

1, si 1/n ≤ t ≤ 1 ;

nt, si 0 ≤ t ≤ 1/n.

Pour tout n ≥ 2, fn est dans F et on a

d(f0, fn) = 1 +

∫ 1

n

0

(1 − nt)dt = 1 +
1

2n

Ce qui montre que d(f0, fn) tend vers 1, quand n tend vers l’infini. �

4. Calculer

min
a,b,c

∫ 1

−1

|x3 − ax2 − bx− c|2 dx

et trouver le maximum de l’intégrale
∣

∣

∣

∫ 1

−1

x3f(x) dx
∣

∣

∣
où f est suppo-

sée de norme 1 et soumise aux restrictions suivantes
∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

xf(x) dx =

∫ 1

−1

x2f(x) dx = 0,

Solution : Pour la première partie de l’exercice, il suffit de se reporter
à l’exemple 1.2.15. La deuxième partie peut s’énoncer sous la forme
suivante : calculer

max
‖g‖=1

f⊥F

∣

∣

∣

∫ 1

−1

x3f(x) dx
∣

∣

∣

où F est le sous-espace de L2(−1, 1) formé par les polynômes de
degré inférieur ou égal à 2. Posons g(x) = x3, la fonction g − PF (g)
appartient à L2(−1, 1) et est orthogonale au sous-espace F et pour
tout f ⊥ F , on a

|〈g, f〉| = |〈g − PF (g), f〉| ≤ ‖g − PF (g)‖‖f‖



26 Espace de Hilbert

Il en résulte que le maximum cherché est atteint pour f = c(g −
PF (g)) où c = ‖g−PF (g)‖−1. Le calcul de PF (g) a déjà été fait (voir
exemple 1.2.15), celui de la constante c ne présente pas de difficulté.
Finalement on trouve

c =
5
√

7

2
√

2
, et f(x) =

5
√

7

2
√

2
(x3 − 3

5
x) �

5. Calculer

min
a,b,c

∫ ∞

0

|x3 − ax2 − bx− c|2e−x dx

Solution : On désigne par E l’espace de Hilbert des (classes de) fonc-
tions de carré sommable sur [0,+∞[ pour la mesure de densité e−x

par rapport à la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

∀f, g ∈ E, 〈f, g〉 =

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−xdx

On désigne par F l’ensemble des polynômes sur R, de degré inférieur
ou égal à 2. C’est un sous-espace de Hilbert de E, dont la dimension
est 3. On désigne par g le monôme défini par g(x) = x3. L’intégrale

∫ ∞

0

(x3 − ax2 − bx− c)2 e−xdx

représente le carré de la distance de l’élément g au sous-espace F . Le
théorème de la projection sur un sous-espace de Hilbert assure qu’il
existe un unique polynôme PF (g) de F tel que g − PF (g) ⊥ F et tel
que

min
a,b,c

∫ ∞

0

(x3 − ax2 − bx− c)2 e−xdx = ‖g − PF (g)‖2

Il s’agit donc de trouver le polynôme PF (g) et de calculer sa distance
à g. Le polynôme PF (g) s’écrit sous la forme

PF (g)(x) = αx2 + βx+ γ

de plus, comme g − PF (g) ∈ F⊥, on a les trois équations

〈g − PF (g), 1〉 = 0, 〈g − PF (g), x〉 = 0 et 〈g − PF (g), x2〉 = 0

En utilisant la formule suivante

∀n ∈ N,

∫ ∞

0

xne−xdx = n!
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qu’on peut démontrer par récurrence, les trois équations précédentes
se traduisent par les suivantes :







3! − β − γ = 0
4! − α3! − β2! − γ = 0

5! − α4! − β3! − γ2! = 0

c’est-à-dire






2α+ β + γ = 6
6α+ 2β + γ = 24

24α + 6β + 2γ = 120

On en déduit facilement que α = 6, β = 0 et γ = −12 et par suite

PF (g)(x) = 6x2 + 12

Il reste à calculer ‖g−PF (g)‖, ce qui ne présente aucune difficulté. �

6. Soit F un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert E et soit a ∈ E.
Démontrer que

min{ ‖x− a‖ : x ∈ F} = max{|〈a, y〉| : y ∈ F⊥, ‖y‖ = 1 }

Solution : Par définition même de la projection orthogonale de a, il
est clair que le minimum de ‖x−a‖, lorsque x varie dans F , est égal à
‖a−PFa‖. D’un autre côté, pour tout élément y dans E et de norme
1, |〈a − PFa, y〉| ≤ ‖a − PFa‖ et l’égalité a lieu si, et seulement si,
y et a − PFa sont proportionnels. Dans ce cas y = c(a − PFa) où
c = ‖a− PFa‖−1 ; la relation annoncée s’en déduit. �

7. Soit C[0, 1] l’espace des fonctions continues sur [0, 1], muni de la
norme de la convergence uniforme. Soit F l’ensemble des fonctions
f ∈ C[0, 1] telles que

∫ 1

2

0

f(t) dt−
∫ 1

1

2

f(t) dt = 1

Démontrer que F est un sous-ensemble fermé convexe de C[0, 1] qui
ne contient pas d’élément de norme minimale.

8. Montrer que les polynômes définis par p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) =
3x2 − 1 et p3(x) = 5x3 − 3x sont deux à deux orthogonaux dans
l’espace L2((−1, 1), dx).

Solution : Pour des raisons de parité évidentes, on a

〈p0, p1〉 = 〈p0, p3〉 = 〈p1, p2〉 = 〈p2, p3〉 = 0

On vérifie d’autre part que

〈p0, p2〉 == [x3 − x]1−1 = 0, 〈p1, p3〉 =
[

x5 − x3
]1

−1
= 0

Donc p0,p1,p2 et p3 sont deux à deux orthogonaux. �
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1.3 Dualité et théorème de Représentation de

Riesz

La construction de l’espace dual d’un espace vectoriel topologique est
une opération importante dans la mesure où cet espace dual possède de
bonnes propriétés quand l’espace initial en possède lui-même. Nous allons
voir, comme conséquence du théorème de la projection, que tout espace de
Hilbert est isomorphe à son dual (topologique).
Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires valables dans le cadre

des espaces vectoriels normés.

Définition 1.3.1. Une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert E
est une application linéaire L : E → K telle que, quelle que soit la suite
(xn) convergente vers x dans E, la suite (L(xn)) converge vers L(x).

L’ensemble des formes linéaires continues sur E est appelé le dual
topolo-gique de E et se note souvent E ′.

Proposition 1.3.2. Une forme linéaire L sur E est continue si, et seule-
ment si, il existe une constante c telle que

|L(x)| ≤ c‖x‖, pour tout x ∈ E

Démonstration. Il est clair que s’il existe c telle que l’on ait |L(x)| ≤ c‖x‖
pour tout x ∈ E, alors L est continue puisque, si une suite (xn) converge
vers x dans E,

|L(x) − L(xn)| = |L(x− xn)| ≤ c‖x− xn‖ → 0, (n→ ∞)

Inversement, si L est continue l’image réciproque par L de la boule ouverte
centrée à l’origine et de rayon 1 est un ouvert de E contenant 0, il existe
donc η > 0 tel que ‖x‖ ≤ η implique ‖Lx‖ < 1. Soit x un élément arbitraire
de E non nul, l’élément η‖x‖−1x a une norme égale à η donc η‖x‖−1‖Lx‖ <
1 et par suite, pour tout x ∈ E,

‖Lx‖ < η−1‖x‖

Cela montre que la forme linéaire L est bornée par η−1.

Pour L ∈ E ′, on pose

‖L‖ = sup
‖x‖≤1

‖Lx‖

On vérifie facilement que l’on définit ainsi une norme sur E ′. Cette norme
se définit encore par la relation

‖L‖ = inf

{

c > 0 / ‖Ax‖ ≤ c‖x‖, ∀x ∈ E

}
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Autrement dit, pour tout x dans E, on a

‖L(x)‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖

et le réel ‖L‖ est la plus petite constante réalisant cette propriété.

Remarque 1.3.3. - Si E est de dimension finie, par exemple E est Rn ou
Cn, une application linéaire de E dans F est nécessairement continue. On
a vu au paragraphe 2 que dans un espace préhilbertien, un opérateur de
projection orthogonale est continu.

Cependant, si E n’est pas de dimension finie, il existe des formes li-
néaires qui ne sont pas continues. Par exemple sur l’espace préhilbertien
C[0, 1] muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)g(x) dx

la forme linéaire δ : f 7→ f(0) n’est pas continue. En effet la suite de
fonctions (fn) définies par fn(x) = (1 − x)n vérifie

∀n ∈ N, δ(fn) = 1 et ‖fn‖ = (2n+ 1)−
1

2 → 0, (n→ ∞)

Fixons nous un élément a de E et définissons la forme linéaire La sur E
par La(x) = 〈x, a〉. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer que
La est continue et que ‖La‖ ≤ ‖a‖ ; en fait on a l’égalité car La(a) = ‖a‖2.

Théorème 1.3.4. (de Représentation de Riesz8)
(1) Soit E un espace de Hilbert et soit L une forme linéaire continue

sur E. Alors il existe un unique élément a de E tel que

∀ x ∈ E, L(x) = 〈x, a〉 et ‖L‖ = ‖a‖

(2) Inversement, tout élément a de E définit une forme linéaire conti-
nue La sur E par la formule

La(x) = 〈x, a〉, ∀x ∈ E

Ainsi l’application qui à un élément a ∈ E associe la forme linéaire continue
La est un isomorphisme (anti-linéaire) topologique de E sur son dual E ′

Démonstration. Il suffit de considérer le cas d’une forme linéaire continue
L, non identiquement nulle. Soit alors F = ker(L), c’est un hyperplan fermé
de E (car L est continue), qui est distinct de E et le corollaire 1.2.10 nous

8Frédéric RIESZ (1880-1956), mathématicien d’origine hongroise, exerça une in-
fluence profonde sur le développement des mathématiques modernes. Il est, avec S.
Banach, l’un des principaux fondateurs de l’analyse fonctionnelle.
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dit que E = F ⊕ F⊥. Soit y0 un élément non nul de F⊥, alors L(y0) 6= 0.
Pour tout x ∈ E, on pose

u = x− L(x)

L(y0)
y0

Il est clair que L(u) = 0, c’est-à-dire que u appartient à F , et comme y0

appartient à F⊥, on a 〈u, y0〉 = 0. Cela s’écrit, en remplaçant u par son
expression, 〈x, y0〉 − ‖y0‖2L(x)/L(y0) = 0. On en déduit que

L(x) = 〈x, y0〉
L(y0)

‖y0‖2
, ∀x ∈ E

et il suffit alors de poser a = ‖y0‖−2L(y0)y0. Il est facile de voir que l’élément
a est unique.

Corollaire 1.3.5. Soit (X,Ω, µ) un espace mesuré et soit L une forme
linéaire continue sur l’espace L2(X,Ω, µ), alors il existe un unique élément
f0 ∈ L2(µ) tel que

L(g) =

∫

X

gf0dµ.

Remarque 1.3.6. - Le théorème de représentation de Riesz nous permet
donc toujours d’identifier les espaces E et E ′. Cependant il faut prendre
garde de ne pas identifier “simultanément” les espaces duaux de deux es-
paces de Hilbert dont l’un est contenu dans l’autre. Plus précisément soient
E0 et E1 deux espaces de Hilbert distincts dont les normes respectives sont
notées ‖ ‖0 et ‖ ‖1. On suppose que

E1 ⊂ E0 et ∃ c > 0 | ∀u ∈ E1, ‖u‖0 ≤ ‖u‖1

(c’est-à-dire que l’injection de E1 dans E0 est continue) et que de plus E1

est dense dans E0.
On peut donc identifier E ′

0, dual de E0, à une partie de E ′
1 dual de

E1 et écrire E ′
0 ⊂ E ′

1, avec injection continue (car E1 est dense dans E0).
Il est alors clair que si on décide d’identifier par le théorème de Riesz
E0 et E ′

0, on ne peut plus à la fois considérer E1 comme un sous-espace
vectoriel de E0 et identifier E1 avec E ′

1. Souvent, lorsque E0 est l’espace
fonctionnel L2(X,Ω, µ), on décide d’identifier E0 et E ′

0, et de ce fait on
s’interdit d’identifier un espace de Hilbert plus petit (c’est-à-dire contenu
dans L2(X,Ω, µ)) à son dual.

Topologie faible. L’espace dual E ′ d’un espace vectoriel normé E permet
d’introduire une nouvelle topologie sur E, appelée la topologie faible qui est
un bon exemple de topologie définie par une famille de semi-normes. Cette
topologie prend une grande importance dans le cas des espaces de Hilbert
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grâce à l’identification possible, par le théorème de Riesz, de l’espace et de
son dual topologique.

Rappelons que, dans un espace de Banach E, une suite (xn) converge faible-
ment vers x si pour toute forme linéaire L, continue sur E, la suite (L(xn))
converge vers L(x). Si E est un espace de Hilbert, la convergence faible
se traduit, grâce au théorème de représentation de Riesz, par la définition
suivante.

Définition 1.3.7. Une suite (xn)n∈N d’éléments d’un espace de Hilbert E
converge faiblement vers a si pour tout élément y ∈ E,

lim
n→+∞

〈xn, y〉 = 〈a, y〉.

Commentaire. Notons bien que si, pour tout y ∈ E, la suite (〈xn, y〉)
converge, alors la suite (xn) converge faiblement vers un élément a ∈ E
car, la suite de formes linéaires continues (Lxn

) étant convergente en tout
point y ∈ E, le théorème de la borne uniforme (voir l’annexe) assure que

(i) La suite (Lxn
) est uniformément bornée, c’est-à-dire qu’il existe M

telle que ‖xn‖ ≤M pour tout n ∈ N.
(ii) Il existe une forme linéaire continue L telle que, pour tout y dans
E, lim

n→+∞
〈xn, y〉 = L(y).

Le théorème de représentation de Riesz garantit alors l’existence de a ∈ E
tel que L(y) = 〈a, y〉. Notons aussi que l’assertion (i) dit que toute suite
faiblement convergente est bornée.
Evidemment si (xn) converge dans E vers a, alors (xn) converge faiblement
vers a, puisque |〈xn, y〉−〈a, y〉| ≤ ‖xn−a‖ ‖y‖. On dira que la convergence
en norme entraîne la convergence faible. Mais la réciproque n’est pas vraie,
ce que montre l’exemple de la suite de fonctions en(t) = eint, 0 ≤ t ≤ 2π
emprunté à la théorie des séries de Fourier. La suite en converge faiblement
vers 0 dans l’espace de Hilbert L2(0, 2π), mais elle ne converge pas en
moyenne quadratique puisque, pour n 6= m,

‖en − em‖L2(0,2π) = 2
√
π

En fait une différence essentielle entre “convergence en norme” et “conver-
gence faible” de (xn) vers a est que la première propriété entraîne la relation
limn→∞ ‖xn‖ = ‖a‖, tandis que cette relation ne découle pas de la seconde
propriété. Mais il y a plus, la convergence faible couplée avec la relation
précédente entraîne précisément la convergence en norme :

Théorème 1.3.8. Dans un espace de Hilbert, une suite (xn) converge vers
a si et seulement si

(a) La suite (xn) converge faiblement vers a
(b) La suite (xn) vérifie lim

n→∞
‖xn‖ = ‖a‖.
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Démonstration. Nous avons en effet

‖xn − a‖2 = ‖xn‖2 + ‖a‖2 − 〈xn, a〉 − 〈a, xn〉

Il suffit alors de passer à la limite, quand n tend vers l’infini.

Une autre différence importante entre la topologie forte et la topologie
faible est relative à la notion de compacité. Ce concept, on le sait, est lié à
l’un des plus importants théorèmes de l’Analyse élémentaire : le théorème
de Bolzano9-Weierstrass10.

Théorème 1.3.9. Si (xn) est une suite d’éléments d’un espace de Hilbert
E, telle que ‖xn‖ ≤ 1, ∀n ; alors on peut en extraire une sous-suite qui
converge faiblement dans E.

On exprime ce résultat en disant que “la boule unité fermée de E est
faiblement compacte”.

Démonstration. Par hypothèse ‖xn‖ ≤ 1. La suite
(

〈xn, x1〉
)

est donc bor-
née dans C et le théorème de Bolzano-Weierstrass assure l’existence d’une
sous-suite convergente

(

〈xn1, x1〉
)

. La suite
(

〈xn1, x2〉
)

admet à son tour
une sous-suite convergente

(

〈xn2, x2〉
)

. Répétant cet argument, on en dé-
duit l’existence d’une sous-suite (xnj) de la suite (xn) telle que

(

〈xnj, xp〉
)

converge pour tout p ≤ j

Par le procédé diagonal de Cantor11 on montre que, pour tout p ∈ N, la suite
(

〈xnn, xp〉
)

converge. On en déduit que pour tout y ∈ E, la suite
(

〈xnn, y〉
)

converge. Cela se vérifie d’abord pour tout élément y du sous-espace fermé
F engendré par la famille {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Si ce sous-espace coïncide
avec E notre assertion se trouve démontrée ; dans le cas contraire, on écrit
E = F ⊕ F⊥, et tout élément y ∈ E s’écrit y = y1 + y2 avec y1 ∈ F et
y2 ∈ F⊥, il s’ensuit que 〈xnn, y〉 = 〈xnn, y1〉. La suite (〈xnn, y〉) est dans ce
cas aussi convergente.

9Bernhard Bolzano (1781-1848), est un philosophe et mathématicien tchèque, d’ori-
gine italienne. Il est, avec Weierstrass, l’un des créateurs de la théorie des fonctions
réelles. Il a laissé une œuvre étendue et importante que ses contemporains ont presque
totalement ignorée. Il s’est notamment proposé d’établir une doctrine de l’infini à partir
de concepts ensemblistes.

10 Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS (1815-1897) est un mathématicien alle-
mand, il a été un des fondateurs de la théorie moderne des fonctions. Il a notamment
complété les travaux d’Abel et de Jacobi sur les fonctions elliptiques. Il a eu une influence
déterminante sur la Mathématique de la fin du XIXème siècle.

11 Georg Cantor (1845–1918) né à Saint-Petersbourg, a bouleversé par ses travaux
la pensée scientifique du XXème sciècle. Il s’est attaqué aux concepts de l’infini et
introduisit à cette occasion les nombres transfinis et les bases de la théorie des ensembles.
Hilbert avec son ami Minkowski étaient des partisans de Cantor à une époque où ils
étaient fort peu nombreux. A ce propos, Hilbert disait :“il ne nous chasseront pas du
paradis que Cantor a crée pour nous”.
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Ce théorème, dont une illustration est donnée à l’exercice 6, est parfois
appelé théorème de sélection et, à travers la preuve ci-dessus, on comprend
tout à fait la raison. A force d’extraire il risque d’y avoir pénurie, et c’est
pour éviter celle-ci que Cantor a inventé cet algorithme de sélection appelé
encore procédé diagonal.

Remarque 1.3.10. - Rappelons qu’en contraste avec ce théorème, un
autre théorème de Riesz nous apprend que la boule unité d’un espace normé
(et donc d’un espace de Hilbert) n’est compacte pour la topologie déduite
de la norme (topologie forte) que si l’espace est de dimension finie.

EXERCICES

1. Soit L une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert E, non
identiquement nulle. Montrer que dim(ker(L)⊥) = 1.

Solution : L est une forme linéaire continue non identiquement nulle
donc ker (L) est un sous espace vectoriel fermé de E, c’est donc un
sous espace de Hilbert de E. D’après le corollaire 2.10, on a

E = ker(L) ⊕ (ker(L))⊥

Cela veut dire que tout élément x de E s’écrit de façon unique sous
la forme x = x0 + x1 avec x0 ∈ ker(L) et x1 ∈ (ker(L))⊥. Soit y0 un
élément non nul de ker(L)⊥, tout élément x de E peut s’écrire sous
la forme :

x =

(

x− L(x)

L(y0)
y0

)

+
L(x)

L(y0)
y0

Il est facile de voir que le premier terme du second membre est dans
ker(L) et que le second terme est dans ker(L)⊥. Il en résulte, en
particulier, que (ker(L))⊥ est engendré par y0 et est donc de dimension
1. �

2. Soit E = ℓ2(N). On se fixe un entier p et on considère la forme
linéaire définie sur E par L(x) = xp, où x = (xi), i ∈ N. Trouver
l’élément a ∈ E tel que L = La.

Réponse : a = ep le pème vecteur de la base canonique de ℓ2(N).
3. Soit E = ℓ2(N).

(a) Montrer que si α = (αn) est un élément de E, la série entière
∑

αnz
n a un rayon de convergence supérieur ou égal à 1.

(b) Soit λ un nombre complexe, |λ| < 1, et L la forme linéaire définie
sur E par L(α) =

∑

αnλ
n. Trouver l’élément a ∈ E tel que L = La

(c) Quelle est la norme de la forme linéaire L ?

Réponse : a) Puisque α = (αn) appartient à ℓ2(N), le terme général αn
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Il en résulte que, pour |z| < 1,
la série

∑

αnz
n est absolument convergente.
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b)–c) On vérifie que a = (λ
n
) et que la norme de L est égale à celle

de a, c’est-à-dire

‖L‖ =

(

∑

n

|λ2n|
)

1

2

=
1

1 − |λ|2

4. Montrer que dans l’espace de Hilbert L2(0, 2π), la suite définie par
fn(x) = sin(nx), où n ∈ N, converge faiblement vers zéro lorsque n
tend vers l’infini mais ne converge en norme vers aucune limite.

Indication : Le lemme de Riemann montre que si f est dans L2(0, 2π),
alors

lim
n→∞

∫ 2π

0

f(x) sin(nx) dx = 0

Cela exprime la convergence faible de la suite (fn) vers 0. D’autre
part, il est facile de voir que ‖fn‖ =

√
π, pour tout entier n ; la suite

(fn) ne converge donc pas au sens de la norme de L2(0, 2π). �

5. Montrer que, dans un espace de Hilbert E, si (xn) converge faible-
ment vers x et si (yn) est une suite qui converge vers y, alors la suite
(〈xn, yn〉) converge vers 〈x, y〉.
Solution : On a

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn − y〉 + 〈xn − x, y〉|

≤ |〈xn, yn − y〉| + |〈xn − x, y〉|

≤ ‖yn − y‖ ‖xn‖ + |〈xn − x, y〉|

Puisque (xn) converge faiblement vers x, le deuxième terme du second
membre tend vers 0 quad n tend vers l’infini. D’autre part, la suite
(xn) est bornée, car elle est faiblement convergente, et comme ‖y−yn‖
tend vers 0 quand n tend vers l’infini, il en sera de même du premier
terme du second membre. Donc, 〈xn, yn〉 converge vers 〈x, y〉. �

6. Soient E = L2[0, 1] et (fn), n ∈ N une suite bornée d’éléments de E.
On pose

Fn(x) =

∫ x

0

fn(t) dt, où n ∈ N

Montrer que la suite (fn) converge faiblement vers 0 si, et seulement
si, la suite (Fn) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].
En déduire que (fn) converge faiblement vers un élément f de E si
et seulement si la suite (Fn) converge uniformément sur [0, 1] vers la
primitive de f qui s’annule en 0.
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Solution : Supposons d’abord que (fn) converge faiblement vers 0 et
soit C > 0 telle que ‖fn‖ ≤ C, pour tout n. La convergence faible
implique en particulier que (Fn) converge simplement vers 0, et l’in-
égalité de Cauchy-Schwarz montre que si 0 ≤ x ≤ y ≤ 1, alors
|Fn(y) − Fn(x)| ≤ C|y − x| 12 et ces deux faits entraînent la conver-
gence uniforme. En effet, pour tout ǫ > 0, soit N fixé tel que N−1 ≤
ǫ2/(2C2) et I = { 0, 1/N, 2/N, . . . , (N−1)/N }. La convergence simple
implique l’existence d’un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0 et tout x
dans I, on ait |Fn(x)| ≤ ǫ/2. Maintenant, si x est dans [0, 1], il existe
un x0 dans I, tel que |x−x0| ≤ 1/(2N), et par suite pour tout n ≥ n0

on a |Fn(x) − Fn(x0)| ≤ C|x− x0|1/2 ≤ C/
√

2N ≤ ǫ/2, et finalement
|Fn(x)| ≤ ǫ si n ≥ n0. En sens inverse, la convergence uniforme sur
[0, 1] de (Fn) vers 0 se traduit par limn→∞〈fn, g〉 où g = χ[0,x]. Par
linéarité, on aura cette propriété pour toute fonction g en escalier.
Enfin, le théorème de Banach-Steinhaus fournit le cas général. �

1.4 Bases Hilbertiennes

Dans ce paragraphe, on généralise aux espaces de Hilbert les notions de
base orthogonale ou orthonormale dans l’espace euclidien. Cela passe in-
évitablement par la considération de séries de vecteurs. Dans un espace de
Banach, un des critères généraux de convergence d’une série, dont on dis-
pose, est celui de la convergence normale (voir l’annexe). Dans le cadre des
espaces de Hilbert, et pour les séries d’éléments deux à deux orthogonaux,
il est possible d’avoir un autre critère.

Théorème 1.4.1. Soient E un espace de Hilbert et (xn) une suite d’élé-
ments de E deux à deux orthogonaux. La série

∑

i xi converge si et seule-
ment si la série numérique

∑

i ‖xi‖2 converge. Dans ce cas, on a la relation
de Pythagore généralisée

∥

∥

∥

∥

∞
∑

i=1

xi

∥

∥

∥

∥

2

=
∞
∑

i=1

‖xi‖2

Démonstration. Soit (yn) la suite des sommes partielles de la série
∑

i xi
et (αn) la suite des sommes partielles de la série

∑

i ‖xi‖2. Le théorème de
Pythagore assure que, pour deux entiers quelconques p < q ,

∥

∥

∥

∥

q
∑

p+1

xi

∥

∥

∥

∥

2

=

q
∑

p+1

‖xi‖2
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ce qui s’écrit ‖yq − yp‖2 = |αq − αp|2. Ainsi, la suite (yn) est une suite de
Cauchy si et seulement si la suite (αn) l’est aussi, et dans ce cas on a

lim
n→∞

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

xi

∥

∥

∥

∥

2

= lim
n→∞

n
∑

i=1

‖xi‖2

ce qui termine la démonstration.

On passe maintenant à la généralisation de la notion de base algébrique
d’un espace vectoriel dans le contexte des espaces de Hilbert. On rappelle
d’abord quelques définitions bien connues.

Définition 1.4.2. Soient E un espace vectoriel sur K, x1, x2, . . . , xk des
éléments de E et c1, c2, . . . , ck des scalaires, alors c1x1 + c2x2 + · · · ckxk est
appelé une combinaison linéaire de x1, x2, . . . , xk.

Soit F = {xi, i ∈ I }, une famille d’éléments de E. L’ensemble V consti-
tué de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de la famille F est
évidemment un sous-espace vectoriel de E, appelé le sous-espace vectoriel
engendré par cette famille. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant les éléments xi, i ∈ I.

Supposons maintenant E un espace de Hilbert et soit F = V l’adhérence
de V ; c’est un sous-espace complet (car fermé) de E. C’est le plus petit
sous-espace de Hilbert contenant la famille F , il est appelé le sous-espace
de Hilbert engendré par la famille {xi, i ∈ I }.

Dans un espace de Hilbert E, une famille {xi, i ∈ I } est dite or-
thogonale si ses éléments sont deux à deux orthogonaux, c’est-à-dire si
〈xi, xj〉 = 0 pour tout i 6= j. Elle est dite orthonormale (ou orthonormée)
si on a de plus ‖xj‖ = 1 pour tout i.

Le théorème suivant généralise le théorème 1.2.14.

Théorème 1.4.3. Soit E un espace de Hilbert, soit { ei, i ∈ N } une suite
orthonormée d’éléments de E et soit F le sous-espace de Hilbert qu’elle
engendre

(a) Pour tout x ∈ E, la série vectorielle
∑

i〈x, ei〉ei est convergente, sa
somme est égale à PF (x) et on a l’inégalité de Bessel12

∞
∑

i=1

|〈x, ei〉|2 = ‖PF (x)‖2 ≤ ‖x‖2

12 L’astronome allemand Friedrich Wilhelm BESSEL (1784-1846) a beaucoup corres-
pondu avec Gauss. Il a contribué à la théorie du Potentiel et son étude des perturbations
des trajectoires des planètes l’a conduit à développer les fonctions spéciales qui portent
son nom.
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(b) Quels que soient x et y dans E, la série numérique
∑

i〈x, ei〉〈y, ei〉
est absolument convergente et on a

∞
∑

i=1

〈x, ei〉〈y, ei〉 = 〈PF (x), PF (y)〉

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par Fn le sous-espace
vectoriel engendré par les éléments {e1, . . . en} dont ils forment par hy-
pothèse une base orthonormée. Il suit du théorème 1.2.14 que, pour tout
élément x de E,

PFn
(x) =

n
∑

i=1

〈x, ei〉ei et ‖PFn
(x)‖2 =

n
∑

i=1

|〈x, ei〉|2

L’inégalité ‖PFn
(x)‖ ≤ ‖x‖ assure la convergence de la série

∑

i |〈x, ei〉|2 et,
tenant compte du théorème 1.4.1, celle de la série

∑

i〈x, ei〉ei. La somme
de cette dernière est un élément a de F qui vérifie par construction

〈x− a, ei〉 = 0, pour i ≥ 1

Mais nous savons bien que cela est une propriété caractéristique de PF (x).
On a donc a = PF (x) et de nouveau le théorème 1.4.1 donne

∞
∑

i=1

|〈x, ei〉|2 = ‖PF (x)‖2 ≤ ‖x‖2

Cela prouve l’assertion (a). Quant à l’assertion (b), elle se démontre en
remarquant que pour y ∈ E

〈PFn
(x), PFn

(y)〉 =
n
∑

i=1

〈x, ei〉〈y, ei〉

et par passage à la limite quand n tend vers l’infini.

Définition 1.4.4. On dit qu’une famille {xi, i ∈ I } d’éléments d’un espace
de Hilbert E, est totale dans E si le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre
est égal à E.
Une suite orthonormée et totale dans E est appelée une base hilbertienne
de E.

Définition 1.4.5. Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension
dénombrable, s’il contient une famille dénombrable totale.

Un espace de Hilbert qui possède une base hilbertienne est évidemment
séparable. Inversement, on a
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Théorème 1.4.6. Si un espace de Hilbert est séparable, alors il possède
une base hilbertienne.

Démonstration. Soit E un espace de Hilbert séparable et (fn), n ∈ N, une
suite totale. Nous allons construire à partir de cette suite une base hilber-
tienne.

En enlevant, par récurrence, les fi qui sont combinaisons linéaires de
ceux qui les précèdent, on peut supposer que la suite est formée d’éléments
linéairement indépendants.

Pour orthogonaliser cette suite, il suffit alors de procéder à une nouvelle
récurrence en définissant une suite (en), n ∈ N, par

e1 = f1, e2 = f2 − PF1
(f2), . . . , en = fn − PFn−1

(fn)

où Fn désigne bien sûr le sous-espace de E engendré par les n premiers
vecteurs de la suite (fn). Par construction même, la suite (en), (n ≥ 1), est
formée de vecteurs deux à deux orthogonaux et, pour tout entier n, le sous-
espace vectoriel engendré par { e1, e2, . . . , en } est égal à Fn. Les éléments
(en) forment donc une suite totale dans E. En divisant chacun d’eux par
sa norme, on obtient une base hilbertienne de E.

Le théorème suivant caractérise les bases hilbertiennes.

Théorème 1.4.7. Soient E un espace de Hilbert et (en) une suite ortho-
normée dans E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) La suite { en, n ≥ 1 } est une base hilbertienne de E.

(b) Tout élément x de E s’écrit sous la forme x =
∞
∑

n=1

〈x, en〉en

(c) Quels que soient x et y dans E, on a

〈x, y〉 =
∞
∑

n=1

〈x, en〉〈y, en〉

(d) Pout tout x ∈ E, on a l’égalité de Parseval

‖x‖2 =
∑

n≥1

|〈x, en〉|2

Démonstration. Soit F le sous-espace de Hilbert engendré par la suite (en)
et soit PF l’opérateur de projection orthogonale sur F . La suite (en) est
une base hilbertienne si et seulement si F = E, c’est-à-dire PF = I, et le
théorème 1.4.3 montre que (a) est équivalent à (b) et implique (c) et (d).

L’assertion (d) traduit le fait que pour tout x dans E, on a l’égalité
‖x‖2 = ‖PFx‖2 et par suite ‖x−PF (x)‖ = 0. Cela veut dire que PF = I et
donc F = E.
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Corollaire 1.4.8. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie
est isomorphe à ℓ2(N).

Démonstration. En effet, l’application qui, à un élément x de E, associe la
suite de ses composantes (〈x, ei〉), suivant la base hilbertienne (ei), est un
isomorphisme de E sur ℓ2(N).

Exemple 1.4.9. - Dans l’espace ℓ2(N), considérons la famille { en, n ∈ N }
où en est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le nième qui vaut 1.
Cela veut dire que en représente la suite (δnk), k ∈ N, où δnk est l’indice de
Kronecker13 qui vaut 1 si k = n et 0 sinon. Il suit directement du théorème
précédent que cette famille forme une base hilbertienne de l’espace ℓ2(N),
dite la base canonique de ℓ2(N). De même, dans l’espace de Hilbert L2[0, 2π]

muni du produit scalaire

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

la suite définie par en(t) = eint, n ∈ Z, est une base hilbertienne. Nous
reviendrons sur cet exemple et sur d’autres au chapitre II.

Remarque 1.4.10. -
• Il ressort du corollaire précédent que l’exemple fondamental d’espace

de Hilbert qu’est ℓ2(N), est le modèle des espaces de Hilbert possédant
une base dénombrable. Dans de tels espaces, les formules de la géométrie
euclidienne, telle que l’écriture d’un vecteur comme la somme de ses com-
posantes dans une base orthonormée, restent valables. Cependant, cela n’a
pu se faire qu’en se préoccupant de questions de convergence.

• Soit (ei) une base hilbertienne de E. Pour tout x dans E, on a

∥

∥

∥

∥

x−
n
∑

i=1

〈x, ei〉
∥

∥

∥

∥

2

=
∞
∑

i=n+1

|〈x, ei〉|2

Le second membre de cette égalité est le reste d’une série convergente, et
donc tend vers zéro quand n tend vers l’infini. Ainsi,

∑n
i=1〈x, ei〉ei repré-

sente une approximation de l’élément x, d’autant plus précise que n est
grand.

• A travers la preuve du théorème 4.6, nous reconnaissons dans le pro-
cédé qui a permis de construire la suite orthonormée (ei)i∈N à partir de
la suite (fi)i∈N , une extension d’un procédé bien connu dans le cadre des

13 Leopold KRONECKER (1823-1891) est un mathématicien allemand. Il s’est inté-
ressé principalement à la théorie des Equations Algébriques et à la Théorie des Nombres.
Il a demandé avec insistance que toutes les mathématiques puissent être fondées sur les
nombres entiers. Il disait à ce propos : “Dieu a créé les nombes entiers, tout le reste est
l’œuvre de l’Homme”.
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espaces euclidiens ou hermitiens de dimension finie, appelé procédé d’ortho-
gonalisation de Gram14- Schmidt15.

Nous utiliserons ce procédé pour construire quelques exemples (clas-
siques) de bases hilbertiennes et analyser des exemples de problèmes d’ap-
proximation qui s’y rattachent.

Somme directe hilbertienne.

Soient F1 et F2 deux sous-espaces de Hilbert d’un espace de Hilbert E
sur K. Leur somme directe F1⊕F2 est l’ensemble des éléments de la forme :
x = x1+x2, où xi appartient à Fi, 1 ≤ i ≤ 2. C’est un sous-espace vectoriel.
Pour deux élements x = x1 + x2 et y = y1 + y2 de F1 ⊕ F2, on vérifie que

〈x, y〉 = 〈x1, y1〉 + 〈x2, y2〉

On vérifie que cela fait de F1 ⊕ F2 un sous-espace de Hilbert. Il est appelé
la somme directe hilbertienne des sous-espaces F1 et F2.

On veut généraliser cette construction à une suite de sous-espaces de
Hilbert de E, deux à deux orthogonaux.

Proposition 1.4.11. Soient {Fn, n ∈ N }, une suite de sous-espaces de
Hilbert de E et soit F l’ensemble des suites (xn), où xn est dans Fn pour tout
n, telles que

∑∞
n=1 ‖xn‖2 < ∞. Pour deux éléments x = (xn) et y = (yn)

dans F , on pose

〈x,y〉 =
∞
∑

i=1

〈xi, yi〉

Alors, 〈, 〉 est un produit scalaire sur F , la norme associée étant

‖x‖ =

[ ∞
∑

i=1

‖xi‖2

]
1

2

Muni de ce produit scalaire, F est un espace de Hilbert.

Démonstration. On remarque d’abord que, si x = (xn) et y = (yn) sont
deux éléments de F , la série

∑〈xi, yi〉 est absolument convergente, car

∣

∣

∣

∑

〈xi, yi〉
∣

∣

∣
≤
∑

‖xi‖ ‖yi‖ ≤
(

∑

‖xi‖2
)

1

2
(

∑

‖yi‖2
)

1

2

<∞

On vérifie ensuite, rapidement, que E est complet.

14Jorgen Pedersen GRAM (1850-1916), mathématicien allemand, a étudié la théorie
de la fonction gamma et les systèmes orthogonaux.

15 Ehrard SCHMIDT (1876-1959) est un mathématicien d’origine allemande, il a dé-
veloppé l’Algèbre linéaire et a participé à la fondation de la théorie des Equations Inté-
grales.
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Définition 1.4.12. Soit (Fn) une suite de sous-espaces de Hilbert de E.
L’espace de Hilbert F , construit ci-dessus, est appelé la somme directe hil-
bertienne des sous-espaces Fn et on note

F = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fn ⊕ · · ·

Remarque. Si pour tout entier n on prend En = K, l’espace E somme
hilbertienne des (En) est tout simplement ℓ2(N).

EXERCICES

1. Soit L2(0, 1) muni du produit scalaire 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx. Pour

tout entier relatif n, on pose φn(x) = e2iπnx.
(a)Montrer que la suite (φn)n∈Z est une base hilbertienne de L2[0, 1].
Soit F0 l’ensemble de tous les éléments f =

∑

cnφn de L2[0, 1] tels
que c2n+1 = 0 pour tout n ∈ Z. Soit F1 l’ensemble des éléments
g =

∑

cnφn de L2(0, 1) tels que c2n = (1+ |n|)c2n+1 pour tout n ∈ Z.
(b) Montrer que F0 et F1 sont deux sous-espaces fermés de L2(0, 1).
(c) Montrer que F0 + F1 est dense dans L2(0, 1) et que de plus si
h =

∑

cnφn appartient à F0 + F1 alors
∑

n∈Z

n2|c2n+1|2 <∞

(d) Conclure que la somme de deux sous-espaces fermés d’un espace
de Hilbert n’est pas nécessairement fermée.

2. Soit D le disque unité ouvert de C, soit O(D) l’ensemble des fonc-
tions holomorphes dans D et soit E l’ensemble des fonctions f ∈
O(D) telles que

‖f‖2 =

∫ ∫

D

|f(z)|2dxdy <∞, où z = x+ iy

Pour f et g dans E, on pose : 〈f, g〉 =
∫∫

D
f(z)g(z)dxdy.

(a) Montrer que, pour tout z0 ∈ D et f ∈ E, on a

|f(z0)| ≤
1

√

πr2
0

‖f‖, où r0 = dist(z0, ∂D)

(b) En déduire que E est un espace de Hilbert.
On pose, pour tout entier n ≥ 0, en(z) =

√

(n+ 1)/πzn.
(c) Vérifier que (en) est une suite orthonormée dans E. Calculer le
produit scalaire 〈f, en〉, pour f ∈ E.
(d) Soit f ∈ E et 0 < r < 1 et soit D(0, r) le disque centré à l’origine
et de rayon r. En considérant l’intégrale

∫ ∫

D(0,r)

|f(z)|2dxdy
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montrer que

‖f‖2 = π
∑

n≥0

|f (n)(0)|2
(n+ 1)(n!)2

et en déduire que (en) est une base hilbertienne de E.
3. Soit O(C) l’ensemble des fonctions holomorphes dans C, et soit E

l’ensemble des fonctions f ∈ O(C) telles que

‖f‖2 =
1

π

∫ ∫

|f(z)|2 exp(−|z|2)dxdy <∞

Pour f et g dans E, on pose

〈f, g〉 =
1

π

∫ ∫

f(z)g(z) exp(−|z|2)dxdy

(a) Montrer que si (an) sont les coefficients du développement en
série entière d’une fonction f ∈ E alors, ‖f‖2 =

∑

n≥0 |an|2(n!) et
pour tout z ∈ C, on a |f(z)| ≤ ‖f‖ exp(|z|2/2).
(b) Soit (an) une suite de nombres complexes tels que

∞
∑

n=0

|an|2(n!) <∞

Montrer que la série
∑

anz
n définit une fonction f de E.

(c) Montrer que E est un espace de Hilbert et que la suite (φm) définie
par φm(z) = zm/

√
m!, m ≥ 0, est une base hilbertienne de E.

(d) Montrer que, pour tout a complexe, l’application f 7→ f(a) est
une forme linéaire continue sur E. Soit ea l’unique élément de E tel
que f(a) = 〈f, ea〉. Montrer que la famille (ea), où a varie dans C, est
totale dans E. Déteminer ea.

4. Soit (φn) une suite orthonormée d’éléments de L2([a, b]; dx).
(a) Montrer que la suite (φn) est totale si, et seulement si, pour tout
x dans l’intervalle [a, b]

∑

n∈N

(
∫ x

a

φn(t)dt

)2

= x− a (∗)

(b) Montrer que (φn) est totale si et seulement si

∑

n∈N

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

φn(t)dt

∣

∣

∣

∣

2

dx =
(b− a)2

2
(∗∗)

Solution : (a) Si (φn) est une base hilbertiennes le théorème 1.4.7, ap-
pliqué à χx la fonction caractéristique de [0, x] (a ≤ x ≤ b), implique
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que x− a = ‖χx‖2 =
∑∞

i=1 |〈χx, φi〉|2 ce qui est la relation (∗). Inver-
sement, supposons que (φi) est une suite orthonormée satisfaisant à
la relation (∗), pour tout x ∈ [a, b]. Le théorème projec :ei assure que
la série

∑∞
i=1〈χx, φi〉φi est convergente et a pour somme la fonction

χx et ce pour tout x dans [a, b]. Il en résulte que si une fonction f
dans C[a, b] est orthogonale à la suite (φi), alors elle est orthogonale
à χx, c’est-à-dire que F (x) = 〈f, χx〉 = 0. Ceci étant pour tout x dans
[a, b], on en déduit que F est identiquement nulle sur l’intervalle et il
en sera de même de sa dérivée f . La suite (φn) est donc totale dans le
sous-espace C[a, b], qui lui-même est dense dans L2[a, b]. Il en résulte
que (φn) est une base hilbertienne.
D’autre part, par intégration terme à terme, la relation (∗) implique
la relation (∗∗), pour montrer (b) il suffit donc de prouver que cette
dernière implique la relation (∗). Or, le théorème projec :ei, appliqué
à la fonction χx, montre que la série

∑

i |〈χx, φi〉|2 est convergente et
que sa somme est inférieure ou égale à ‖χx‖2 = (x− a). La fonction
définie sur l’intervalle [a, b] par A(x) = (x − a) −∑i |〈χx, φi〉|2 est
continue et positive, et la relation (∗∗) se traduit par

∫ b

a
A(y) dy = 0.

Il en résulte que A(x) = 0, ∀x ∈ [a, b], ce qui est la relation (∗). �





Chapitre 2

Exemples de bases hilbertiennes

Dans ce chapitre nous allons passer en revue quelques exemples des
plus classiques de bases hilbertiennes. Ce sont des fonctions spéciales qui
interviennent dans la résolution d’un grand nombre de problèmes de la
physique théorique et mathématique. Elles jouent aussi un rôle important
dans la théorie de l’approximation et l’analyse numérique.

2.1 Approximation uniforme

Nous rappelons d’abord le remarquable théorème d’approximation de
Weierstrass qui établit la densité de l’espace des polynômes dans l’espace
C[0, 1] pour la norme uniforme. En d’autres termes, la suite des fonctions

1, x, x2, . . . , xn, . . .

est totale dans C[0, 1] muni de la norme uniforme. Soit Pn l’espace vectoriel
des polynômes de degré inférieur ou égal à n sur R.

Théorème 2.1.1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné et f une fonction
dans C[a, b]. Alors pour tout ǫ > 0, il existe un entier n ∈ N et un polynôme
p ∈ Pn tels que

‖f − p‖∞ < ǫ

Ce théorème a fasciné les mathématiciens qui lui ont donné plusieurs
démonstrations. La démonstration originale de Weierstrass ne donne pas un
procédé d’approximation pratique et ne fournit pas une majoration com-
mode de la quantité ‖f − p‖∞. On doit à F. Bernstein un procédé explicite
d’approximation uniforme d’une fonction f continue sur [0, 1] par des po-
lynômes appelés polynômes de Bernstein1.

1Félix Bernstein (1878–1956) fut élève de Cantor, puis de Hilbert et Klein. Il devint
professeur de statistique mathématique en 1911 à l’Université de Göttingen. A partir de
1934, il immigra aux Etats Unis d’Amérique où il enseigna dans plusieurs Universités.
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Définition 2.1.2. On appelle polynôme de Bernstein d’ordre n d’une fonc-
tion f de C[0, 1] et on note Bnf , le polynôme de degré inférieur ou égal à
n défini par

Bnf(x) =
n
∑

i=0

f(i/n)

(

n

i

)

xi(1 − x)n−i, n = 1, 2, . . .

Démonstration. Quitte à faire le changement t = (x− a)/(b− a), on peut
supposer dans la suite que a = 0 et b = 1. Désignons par qni le polynôme
défini par

qni(x) =

(

n

i

)

xi(1 − x)n−i, où i ≤ n

Les polynômes qni vérifient les relations
n
∑

i=0

qni(x) = 1 (1) (1)

n
∑

i=0

iqni(x) = nx (2)

n
∑

i=0

i(i− 1)qni(x) = n(n− 1)x2 (3)

Pour le voir on considère la formule de Newton2

(x+ y)n =
n
∑

i=0

(

n

i

)

xiyn−i

En prenant y = 1 − x, on obtient (1). Si l’on dérive la formule de Newton
par rapport à x et on multiplie par x, on obtient

nx(x+ y)n−1 =
n
∑

i=0

i

(

n

i

)

xiyn−i

et la relation (2) s’en déduit en prenant y = 1 − x. En dérivant deux fois
la formule de Newton par rapport à x et en multipliant par x2, on obtient
la relation

n(n− 1)x2(x+ y)n−2 =
n
∑

i=0

i(i− 1)

(

n

i

)

xiyn−i

2La contribution de Isaac Newton (1642–1727) en mathématiques et en physique
est très importante. Il généralisa la formule du binôme, inventa le calcul des fluxions
(“Calcul Différentiel”) et proposa le principe de la gravitation universelle. Voilà ce qu’il
écrivait à la fin de sa vie : “J’ignore sous quel aspect je puis apparaître au monde ; mais, à
moi-même, je me fais l’effet de n’avoir été autre chose qu’un garçon jouant sur le rivage,
et m’accusant de temps à autre à trouver un cailloux plus poli ou un coquillage plus joli
qu’à l’ordinaire, tandis que le grand océan de la Vérité se déroulait devant moi sans que
je ne le connusse."
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qui implique (3) lorsque l’on prend y = 1 − x. Les formules (1), (2) et (3),
ainsi prouvées, impliquent la suivante

n
∑

i=n

(i− nx)2qni(x) = nx(1 − x) (4)

La relation (1) permet d’écrire

f(x) −Bnf(x) =
n
∑

i=0

[

f(x) − f(i/n)
]

qni(x)

et il vient donc, pour tout x ∈ [0, 1],

|f(x) −Bnf(x)| ≤
n
∑

i=0

∣

∣f(x) − f(i/n)
∣

∣qni(x) (5)

Ceci étant, la fonction f est uniformément continue sur [0, 1], donc pour
tout ǫ > 0 il existe un réel δ > 0 tel que |f(x) − f(i/n)| < ǫ/2 et ce pour
tout x tel que |x − (i/n)| < δ. Considérons alors pour tout x ∈ [0, 1] les
deux ensembles

N ′ = {i ∈ N : | x− (i/n) |< δ}
N ′′ = {i ∈ N : | x− (i/n) |≥ δ}

On a

∑

i∈N ′

∣

∣f(x) − f(i/n)
∣

∣qni(x) ≤
ǫ

2

∑

i∈N ′

qin(x) ≤
ǫ

2

n
∑

i=0

qin(x) =
ǫ

2

En désignant par M le maximum de f sur l’intervalle [0, 1] et sachant que
pour n dans N ′′, (nx− i)2 ≥ n2δ2, on a aussi d’après (4)

∑

i∈N ′′

∣

∣f(x) − f(i/n)
∣

∣qni(x) ≤ 2M
∑

i∈N ′′

qni(x)

≤ 2M

n2δ2

n
∑

i=0

qni(x)(i− nx)2 ≤ 2M

nδ2
x(1 − x) ≤ M

2nδ2

Il existe un entier N(ǫ) tel que le dernier terme de l’inégalité ci-dessus
soit inférieure à ǫ/2 dès que n ≥ N(ǫ). Donc, pour tout ǫ > 0, et pour n
plus grand que N(ǫ),

| f(x) −Bnf(x) |< ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

pour tout x ∈ [0, 1], ce qui établit la convergence uniforme sur [0, 1] de la
suite (Bnf) vers f .
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Remarques

• Si l’on examine de près la démonstration précédente, on s’aperçoit
que l’estimation de la somme (5) dépend essentiellement de l’estimation
de (5) pour les fonctions particulières f0(x) = 1, f1(x) = x et f2(x) = x2.
Cela suggère que la convergence uniforme de la suite des polynômes de
Bernstein d’une fonction continue sur [a, b] dépend de la manière dont se
comportent les polynômes de Bernstein pour les trois fonctions f0, f1 et
f2. Cette constatation, jointe au fait que l’opérateur qui à une fonction
continue f associe son polynôme de Bernstein Bnf est positif, est à l’origine
des généralisations du théorème par P. P. Korovkin.

• Les polynômes de Bernstein Bnf ne constituent pas une bonne ap-
proximation uniforme de f pour n petit. Leur succès vient du fait que, pour
n petit, ils conservent les propriétés géométriques globales de f (monoto-
nie, convexité). La figure 2.1, qui représente les graphes de f(x) = x3 et
des polynômes de Bernstein B2f et B5f , montre que la converge de (Bnf)
est lente .

• Notons aussi que la méthode d’approximation la plus naturelle, à
savoir l’interpolation polynomiale, ne donne pas nécessairement de suite
de polynômes convergente vers f . Par exemple, Bernstein a montré que
si les points d’interpolation sont équidistants dans l’intervalle [−1, 1], avec
x0 = −1 et xn = 1, alors pour f(x) = |x|, les polynômes d’interpolation de
Lagrange divergent en chaque point de [−1, 1] excepté en x = 0, x = −1 et
x = 1 ! Cette situation est connue sous le nom de phénomène de Runge3.

• Rappelons enfin, que si (pn) est une suite de polynômes qui converge
uniformément sur un intervalle non borné vers une fonction f , alors f est
un polynôme. Ainsi, l’idée d’approcher uniformément une fonction continue
par des polynômes sur un intervalle non borné est dépourvue d’intérêt. Le

cas des fonctions périodiques

On appelle polynôme trigonométrique de degré inférieur ou égal à n en
la variable réelle x, toute combinaison linéaire (à coefficients complexes) de
la forme

P (x) =
n
∑

m=−n

cme
imx, avec cm ∈ C

En décomposant eimx en partie réelle et partie imaginaire, il revient au
même de dire qu’un polynôme trigonométrique de degré inférieur ou égal

3Carl David Tolmé Runge (1856–1927) était le premier à occuper la chaire de mathé-
matiques appliquées, crée à l’Université de Göttingen sous l’impulsion de Félix Klein.
Il a été influencé surtout par Weierstrass. Ses travaux ont porté sur la géométrie diffé-
rentielle, l’algèbre, la théorie des fonctions et surtout les méthodes numériques. Il est
considéré parmi ceux qui ont construit un pont entre les mathématiques et les Sciences
Techniques.
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2
5

1

1

Fig. 2.1 –

à n est une fonction de la forme

P (x) =
n
∑

m=0

(am cosmx+ bm sinmx)

Un polynôme trigonométrique est évidemment une fonction continue et
périodique de période 2π. En outre, les coefficients cm sont bien déterminés
par les valeurs de P , en effet les relations d’orthogonalité

1

2π

∫ 2π

0

eimxe−ikx dx = δkm

donnent les formules

cm =
1

2π

∫ 2π

0

P (x)e−imx dx, −n ≤ m ≤ n

Plus généralement, soit f une fonction à valeurs complexes, 2π-périodique
et continue dans l’intervalle [0, 2π] (et par suite, en vertu de la périodi-
cité, continue dans R). On appelle coefficients de Fourier de f les nombres
complexes

cm(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−imx dx, m ∈ Z
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On est naturellement amené, par analogie avec ce qui a été vu plus
haut, à associer à f les polynômes trigonométriques

Snf(x) =
n
∑

m=−n

cm(f)eimx, n ∈ N

où les cm(f) sont les coefficients de Fourier de f . On dit que Snf est le
polynôme de Fourier de f ; il est de degré n si l’un au moins des coefficients
cn ou c−n est non nul. C’est aussi la somme partielle de la série

∑

m∈Z

cm(f)eimx

dite série de Fourier de f . On peut voir à l’exercice 1 que Snf s’écrit à
l’aide du noyau de Dirichlet4 Dn, sous la forme

Snf =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)Dn(x− t) dt, où Dn(t) =
sin((2n+ 1) t

2
)

sin( t
2
)

On pourrait espérer que Snf converge uniformément sur [0, 2π] (ou
au moins simplement) vers f , mais on connaît des exemples de fonctions
périodiques continues, dont la série de Fourier est divergente en certains
points. Cela provient du fait que

sup
n

∫ 2π

0

|Dn(t)| dt = +∞

Ce problème peut être surmonté en considérant les sommes de Césaro,
(E. Césaro : 1859–1906). La somme de Césaro d’ordre n ≥ 1 est par dé-
finition la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite (Snf),
C’est-à-dire

σn(f) : =
S0f + S1f + · · · + Sn−1f

n
Il est plus commode d’écrire σn(f) sous forme intégrale. La relation

sin
(

j +
1

2

)

u− sin
(u

2

)

=
1

2
[cos ju− cos(j + 1)u]

permet d’écrire

n−1
∑

j=0

sin
(

j +
1

2

)

u sin
(u

2

)

=
1

2

n−1
∑

j=0

[cos ju− cos(j + 1)u]

=
1

2
(1 − cosnu) = sin2

(nu

2

)

4Peter-Gustave Lejeune Dirichlet (1805–1859) forme, avec ses amis Jacobi et Kum-
mer, la première génération des mathématiciens allemands après Gauss. Le sujet de
prédilection de Dirichlet, pendant toute sa carrière, a été la théorie des nombres. On lui
doit deux outils puissants : le célèbre “principe des tiroirs” et les “séries de Dirichlet”.
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et on en déduit alors

σn(f)(x) =
1

2πn

∫ 2π

0

f(t)

[n−1
∑

j=0

sin((2j + 1)x−t
2

)

sin(x−t
2

)

]

dt

=
1

2πn

∫ 2π

0

f(t)
sin2(n(x− t)/2)

sin2(x−t
2

)
dt

Ainsi, σn(f) apparaît comme le produit de convolution de la fonction f
avec la fonction

Fn(x) =
1

n

sin2(nx
2

)

sin2(x
2
)

appelée parfois noyau de Féjer, du nom du mathématicien L. Féjer (1880–
1959). En vertu de la périodicité, on peut écrire aussi

σn(f)(x) =
1

2πn

∫ π

−π

f(x− t)
sin2(nt

2
)

sin2( t
2
)
dt

Contrairement au noyau de Dirichlet, le noyau de Féjer Fn est positif, il
possède de plus les deux propriétés suivantes (voir exercice 2)

1

2π

∫ 2π

0

Fn(x) dx = 1, et pour δ > 0, lim
n→0

∫ π

δ

Fn(x) dx = 0

Théorème 2.1.3. Toute fonction continue, 2π-périodique, est limite uni-
forme sur [0, 2π] d’une suite de polynômes trigonométriques.

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (σn(f)) des sommes de
Césaro converge uniformément sur [0, 2π] vers f . En effet, compte tenu des
propriétés du noyau de Féjer, on a

σn(f)(x) − f(x) =
1

2π

∫ π

−π

[f(x− t) − f(x)]Fn(t) dt

Puisque f est uniformément continue sur [−π, π], pour tout ǫ > 0, il existe
δ > 0 tel que pour |t| < δ, on ait

sup
−π≤x≤π

| f(x− t) − f(x) |< ǫ

le nombre δ étant ainsi choisi, il existe un entier n0 tel que
∫ −δ

−π

Fn(t) dt+

∫ π

δ

Fn(t) dt <
ǫ

2‖f‖∞
, pour n ≥ n0

Il en résulte alors que, pour tout n ≥ n0 et tout x ∈ [0, 2π] ,

|f(x) − σn(f)(x)| ≤ ǫ

∫ δ

−δ

Fn(t) dt+ ǫ ≤ 2ǫ
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La preuve du théorème est ainsi terminée. �

On s’intéresse maintenant à la question de séparabilité d’un espace de
Hilbert. Plus précisément, considérons un espace de Hilbert de la forme E =
L2(I, µ) où I est un intervalle de R et µ une mesure absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue5 et dont la densité ω est supposée continue
et strictement positive sur I. On supposera que les intégrales

∫

I
x2nω(x)dx

sont finies pour tout entier n ∈ N. Cette hypothèse assure que les fonctions
polynômes sont dans l’espace L2(I, µ).

Théorème 2.1.4. Si l’intervalle I est borné, alors l’espace L2(I, µ) est
séparable.

Démonstration. En effet, le théorème de Weierstrass dit que toute fonction
continue sur l’adhérence de I est limite uniforme de polynômes ; ensuite
la convergence uniforme entraîne la convergence au sens L2(I, µ) car pour
toute fonction continue sur I on a

‖f‖2
L2(I,µ) =

∫

I

|f(x)|2ω(x)dx ≤ ‖f‖2
∞

∫

I

ω(x)dx

enfin, les fonctions continues sont partout denses dans L2(I, µ).

Dans ce cas, on peut appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt à la suite (fn) définie par fn(x) = xn et il est clair que les éléments
(pn) ainsi construits sont des polynômes de degré n qui constituent une base
orthogonale de L2(I, µ). Dans le cas général (I non borné), on a le résultat

suivant

Théorème 2.1.5. Supposons qu’il existe un réel r > 0 tel que
∫

I

er|x|ω(x)dx <∞

Alors, la suite (fn), définie par fn(x) = xn, n ∈ N, est totale dans L2(I, µ).

Démonstration. Soit f une fonction de L2(I, µ) telle que, pour tout n ∈ N,
on ait

∫

I

f(x)xnω(x)dx = 0

Il s’agit de vérifier que f = 0. Posons

F (z) =

∫

I

f(x)e−izxω(x)dx

5Henri LEBESGUE (1875-1941) a été l’auteur de nombreux travaux d’Analyse des
fonctions d’une variable réelle. Sa Théorie de l’Intégration reste aujourd’hui la référence
en ce domaine.
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La fonction F est bien définie sur Or = {z ∈ C | |ℑm(z)| < r/2}. Le théo-
rème de convergence dominée montre qu’elle est holomorphe sur l’ouvert
Or et pour tout n ∈ N,

F (n)(z) =

∫

I

f(x)(−ix)ne(−izx)ω(x)dx

On en déduit que toutes les dérivées de F sont nulles en 0, ce qui implique
que F est identiquement nulle. Mais F n’est autre que la transformée de
Fourier de la fonction f.ω prolongée à R par 0 en dehors de I ; on en déduit
que f est identiquement nulle.

Conséquence. Soit ω une fonction vérifiant l’hypothèse du théorème 2.1.5.
Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, appliqué à la suite définie
par fn(x) = xn, donne naissance à une suite de polynômes (pn), deg pn = n,
qui constituent une base orthogonale de l’espace L2(I, ω(x)dx). En fait,
cette base est déterminée de façon unique (à une constante multiplicative
près) par le poids ω, plus précisémment on a

Théorème 2.1.6. Soit (qn) une suite de polynômes deux à deux orthogo-
naux dans L2(I, ω(x)dx) et tels que deg qn = n, pour tout n. Alors

(a) Tout polynôme de degré n peut être représenté sous la forme d’une
combinaison linéaire des polynômes qm, avec 0 ≤ m ≤ n, et on a

(b)
∫

I

qn(x)x
m ω(x)dx = 0, pour m < n.

(c) Si pn est une autre suite de polynômes, deux à deux orthogonaux
dans L2(I, ω(x)dx), telle que deg pn = n pour tout n, il existe une
constante cn telle que pn = cnqn.

Démonstration. La propriété (a) est en fait vraie même si les polynômes
qn ne sont pas deux à deux orthogonaux. En effet, il est clair qu’il existe
des constantes c0 et c1 telles que

x = c0q0(x) + c1q1(x)

Supposons par récurrence que tout polynôme de degré inférieur ou égal à
m peut être représenté par une combinaison linéaire des polynômes (qj),
avec 0 ≤ j ≤ m. Le polynôme qm+1, étant de degré m + 1, s’écrit sous la
forme

qm+1(x) = cm+1x
m+1 +Qm(x), avec cm+1 6= 0 et degQm ≤ m

l’hypothèse de récurrence montre que Qm est combinaison linéaire des poly-
nômes qj, 0 ≤ j ≤ m, et il en résulte que le monôme

cm+1x
m+1 = [qm+1(x) −Qm(x)]
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est une combinaison linéaire des polynômes qj, avec 0 ≤ j ≤ m + 1. Ainsi
l’assertion (a) est vraie pour les monômes xm et on en déduit facilement
qu’elle est vraie pour tout polynôme.

Montrons la relation (b). D’après (a), pour tout m < n on peut écrire
le monôme xm sous la forme

xm = c0q0(x) + c1q1(x) + · · · + cmqm(x)

En multipliant les deux membres de cette égalité par qn et en intégrant, on
en déduit immédiatement la propriété (b) et ce grâce à l’orthogonalité des
polynômes (qj).

Démontrons l’assertion (c). Le polynôme pn est de degré n, donc d’après
la propriété (a), il peut s’écrire sous la forme

pn(x) = c0q0(x) + c1q1(x) + · · · + cnqn(x)

mais pn est orthogonal à tout polynôme de degré inférieur ou égal à n− 1,
en particulier, pour tout j ≤ n− 1

0 =

∫

I

pn(x)qj(x)ω(x) dx = cj

∫

I

q2
j (x)ω(x)dx

Il en résulte que pn = cnqn.

Remarque 2.1.7. - La relation (c) traduit le fait que les polynômes (qn),
obtenus par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué à la
suite des monômes xn, n ∈ N, sont définis (à une constante multiplicative
près) de façon unique par le poids ω. On en déduit notamment la propriété
de parité suivante

Corollaire 2.1.8. Si l’intervalle I est symétrique par rapport à l’origine
et si la fonction ω est paire, alors les polynômes qn ont la parité de n,
c’est-à-dire qn(−x) = (−1)nqn(x), pour tout n.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout n, la fonction q̃n définie
par q̃n(x) = qn(−x) est un polynôme de degré n et que, pour n 6= m

∫

I

q̃n(x)q̃m(x)ω(x) dx =

∫

I

qn(x)qm(x)ω(x)dx = 0

la relation (c) du théorème précédent montre alors qu’il existe une constante
cn telle que q̃n = cnqn. En examinant les termes de plus haut degré on trouve
que cn = (−1)n.

Les paragraphes qui suivent sont consacrés à la présentation de quelques
exemples classiques de bases hilbertiennes.
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EXERCICES

1. On désigne par Dp le noyau de Dirichlet : Dp(x) =
∑p

n=−p e
inx.

(a) Montrer queDp est 2π-périodique, paire dont l’intégrale sur [0, 2π]
vaut 2π.
(b) Montrer que Dp peut s’écrire sous la forme

Dp(x) =
sin(p+ 1

2
)x

sin(x
2
)

(c) Soit f une fonction continue et 2π-périodique. Montrer que son
polynôme de Fourier de degré p, Spf =

∑p
−p cn(f)einx, s’écrit

Spf(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)Dp(x− t) dt

Spf(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)Dp(t) dt

(d) En appliquant l’inégalité sin(t/2) ≤ t/2, (0 ≤ t ≤ π), montrer
que

∫ π

−π

|Dp(t)| dt ≥
2

π

∫ π

0

| sin(p+ 1
2
)t|

t
dt

≥ 2

π

∫ (p+ 1

2
)π

0

| sin(t)|
t

dt

et en déduire que cette dernière quantité croît indéfiniment lorsque
l’entier n tend vers l’infini.

2. Montrer que le noyau de Féjer Fn est égal à la moyenne arithmétique
des n premiers noyaux de Dirichlet

Fn(x) =
D0(x) +D1(x) + · · · +Dn−1(x)

n

En déduire que :
∫ 2π

0
Fn(x) dx = 2π.

Soit δ > 0, montrer que

∫ π

δ

Fn(x) dx ≤ 1

n sin2( δ
2
)

et en déduire que

lim
n−→∞

∫ π

δ

Fn(x) dx = 0
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3. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, calcu-
ler les quatre premiers éléments de la base orthogonale dans chacun
des cas suivants
(a) L’ensemble {xn, n ≥ 0} dans l’espace L2((−1, 1),

√

|x|dx)
(b) L’ensemble {e−nx, n ≥ 1} dans l’espace L2((0,∞), dx)
(c) L’ensemble {xn, n ≥ 0} dans l’espace L2(R, e−|x|dx).

4. Soit ω une fonction continue sur l’intervalle [a, b] et strictement po-
sitive. Soit (pn) une suite de polynômes orthogonaux sur l’intervalle
[a, b] relativement à la mesure de densité ω par rapport à la mesure
de Lebesgue

∫ b

a

pn(x)pm(x)ω(x) dx = 0, ∀m 6= n

(a)Montrer que les racines de pn sont simples.
(b)Montrer que si x 6∈ [a, b], on a

∫ b

a

p2
n(s)

s− x
ω(s) ds = pn(x)

∫ b

a

pn(s)

s− x
ω(s) ds (*)

(c)En déduire que toutes les racines de pn sont dans [a, b].
Solution. (a) Soient x1, x2, . . . , xm les racines de p qui sont de multi-
plicité impaire et posons P (x) =

∏m
i=1(x− xi). Alors,

∫ b

a

pn(x)P (x)ω(x) dx > 0

Mais si m < n, P et pn seraient orthogonaux et le premier membre
de l’inégalité ci-dessus serait alors nul. cela est impossible et donc
m = n, c’est-à-dire que les racines de pn sont toutes simples.
(b) Soit x en dehors de l’intervalle [a, b]. Le premier membre de (∗)
peut sécrire sous la forme

∫ b

a

pn(s)
pn(s) − pn(x)

s− x
ω(s) ds+ pn(x)

∫ b

a

pn(s)

s− x
ω(s) ds

L’expression [pn(s) − pn(x)/(s − x)] est un polynôme en s de degré
(n− 1), ce polynôme est donc orthogonal à pn. On a donc obtenu la
formule annoncée.
(c) Si x est un réel en dehors de [a, b], le premier membre de (∗) garde
un signe constant et par suite pn(x) 6= 0. Si x = σ + iτ , avec τ 6= 0,
la partie imaginaire du premier membre de (∗) s’écrit

τ

∫ b

a

p2
n(s)ω(s)

(s− σ)2 + τ 2
ds

et est donc non nulle. Il s’ensuit, dans ce cas aussi, que pn(x) 6= 0. �
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5. Considérons dans l’espace de Hilbert L2((a, b);w(x)dx), une base
orthogonale formée de polynômes (pn). Montrer que le poids ω est
déterminé de façon unique par la suite (pn).

2.2 Séries de Fourier

Notons E l’espace vectoriel L2[0, 2π] des (classes de) fonctions de carré
sommables sur [0, 2π] pour la mesure de Lebesgue. Une classe de fonctions
qui appartient à E est représentée par une fonction f : [0, 2π] → C mesu-
rable et de carré intégrable sur [0, 2π]. Il sera commode de prolonger f en
une fonction f̃ , 2π-périodique et mesurable ; il suffit de modifier éventuelle-
ment f en un point pour que f(0) = f(2π), et de poser f̃(x+ 2kπ) = f(x)
pour x ∈ [0, 2π] et k ∈ Z. Inversement, une fonction g : R → C, 2π-
périodique mesurable et de carré intégrable sur [0, 2π] définit, par restric-
tion, un élément de E. Sur E le produit scalaire et la norme sont donnés
par

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

‖f‖2
2 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt, pour f, g ∈ E

Pour tout n ∈ Z, on désigne par en la fonction définie sur R à valeurs dans
C par en(x) = einx. Les fonctions (en) constituent une famille orthonormale
et nous allons montrer que c’est une base hilbertienne de L2[0, 2π].

En effet, on sait que les fonctions 2π-périodiques et continues sur [0, 2π]
constituent un sous-espace vectoriel dense de L2[0, 2π], cela veut dire que
pour tout élément f de L2[0, 2π] et tout ǫ > 0, il existe une fonction g, 2π-
périodique et continue sur [0, 2π] telle que ‖f − g‖2 ≤ ǫ. Le théorème 1.3
montre qu’il existe un polynôme trigonométrique P tel que ‖g− P‖∞ ≤ ǫ.
A fortiori, on a ‖g − P‖2 ≤ ǫ (c’est ce qu’on exprime en disant que la
convergence uniforme implique la convergence en moyenne quadratique).
On en déduit, en utilisant l’inégalité triangulaire, que

‖f − P‖2 ≤ 2ǫ

Les polynômes trigonométriques sont donc denses dans l’espace L2[0, 2π],
ce qui traduit le fait que la suite (en), n ∈ Z, est totale dans L2[0, 2π] et
en est donc une base hilbertienne. En vertu du théorème 1.4.7, chapitre I,
on peut énoncer

Théorème 2.2.1. La suite (en), n ∈ Z, est une base hilbertienne de l’espace
L2[0, 2π]. La série de Fourier d’une fonction f de L2[0, 2π] est convergente
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dans L2[0, 2π] et sa somme est égale à f , c’est-à-dire

lim
n→+∞

∥

∥

∥
f −

∑

|k|≤n

ck(f)ek

∥

∥

∥
= 0 où cn(f) = 〈f, en〉

De plus, pour deux fonctions f et g dans L2[0, 2π], on a les formules de
Parseval

‖f‖2
2 =

∑

n∈Z

|cn(f)|2 et
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt =
∑

n∈Z

cn(f)cn(g)

Lorsque l’on s’occupe de fonctions réelles et que l’on utilise les coefficients
de Fourier an(f) et bn(f), où l’on a posé

a0(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt,

et pour n > 0

an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cosnt dt et bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sinnt dt

les relations précédentes s’écrivent :

‖f‖2
2 = |a0(f)|2 +

1

2

∑

n≥1

[

|an(f)|2 + |bn(f)|2
]

〈f, g〉 = a0(f)a0(g) +
1

2

∑

n≥1

[

an(f)an(g) + bn(f)bn(g)
]

Une conséquence de ce théorème est donnée par le corollaire suivant

Corollaire 2.2.2. Soit f un élément de L2[0, 2π]. Dans l’ensemble des
polynô-mes trigonométriques P de degré inférieur ou égal à n, le polynôme
de Fourier Snf =

∑

|k|≤n ck(f)ek réalise le minimum de ‖f − P‖2, et il est
le seul à avoir cette propriété.

Démonstration. L’ensemble Pn des polynômes trigonométriques de degré
inférieur ou égal à n est un sous-espace vectoriel de L2[0, 2π] engendré
par la famille {ek, |k| ≤ n}. Le polynôme de Fourier Snf est la projection
orthogonale de f sur Pn, d’où le résultat.

Remarque 2.2.3. - En ce qui concerne la convergence des séries de Fou-
rier, comme séries de fonctions, on peut citer le résultat de Carlson (1965)
qui dit que la série de Fourier d’une fonction f ∈ L2[0, 2π] converge et a
pour somme f(x) pour presque tout x ∈ [0, 2π]. Ce résultat est valable
pour une fonction f dans Lp[0, 2π], pour 1 < p < ∞ (R. A. Hunt, 1967).
On sait par ailleurs qu’il existe des fonctions f intégrables sur [0, 2π] dont
la série de Fourier diverge en tout point (Kolmogorov, 1925).
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Exemple 2.2.4. - Considérons la fonction f définie par

f(x) =











−1, pour −π ≤ x < 0 ;

0, pour x = 0 ;

1, pour 0 < x < π.

et par f(x + 2π) = f(x). C’est une fonction périodique de période 2π
et impaire, donc an(f) = 0 pour n ≥ 0 et un calcul simple donne

bn(f) =
2

π

∫ π

0

sin(nx) dx =

{

4/(πn), pour n impair ;

0, pour n pair.

Le polynôme de Fourier de degré 2n− 1 de f est donné par

S2n−1f(x) =
4

π

n
∑

m=1

sin(2m− 1)x

2m− 1

Il représente la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par
des polynômes trigonométriques de degré inférieur ou égal à 2n − 1. La
formule de Parseval donne dans ce cas

π2

8
=

∞
∑

n=1

1

(2n− 1)2

Sur la figure 2.2 on a représenté les graphes de f et des polynômes Snf ,
pour n = 1, 2 et 3.

Exemple 2.2.5. - Soit f la fonction 2π-périodique, paire et égale à π − x
dans l’intervalle [0, π]. On vérifie que f est continue sur R et la parité fait
que bm(f) = 0, pour tout m ≥ 1. Justement, en tenant compte de la parité
et après une intégration par parties, on trouve que a0(f) = π/2 et pour
m ≥ 1

am(f) =
2

π

∫ π

0

(π − x) cosmxdx

=
2

πm2
(1 − cosmπ) =

{

0, si m est pair ;

4/(πm2), si m est impair.

On a donc

f(x) =
π

2
+

4

π

∞
∑

1

cos(2m− 1)x

(2m− 1)2

où la convergence est, cette fois-ci, non seulement en moyenne quadratique,
mais aussi uniforme sur R. La formule de Parseval donne

π4

96
=

∞
∑

m=1

1

(2m− 1)4
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1
23

1

-1

3

-3

Fig. 2.2 –

Sur la figure 2.3 on a représenté les graphes de f et de son polynôme de
Fourier d’ordre 5 (ce qui correspond à m = 3).

EXERCICES

1. En utilisant l’exemple 2.5, démontrer que, si 0 ≤ x ≤ π,

x(π − x) =
8

π

∞
∑

m=1

sin(2m− 1)x

(2m− 1)3

Que donne cette relation au cas où x = π/2 ?
Appliquer la formule de Parseval au développement précédent et en
déduire que

π6

960
=

∞
∑

m=1

1

(2m− 1)6

2. Soit f la fonction 2π-périodique égale à (π − x)/2 pour 0 < x < 2π
et telle que f(0) = f(2π) = 0.
Calculer les coefficients de Fourier de f et les coefficients de Fourier
de la primitive de f qui s’annule en 0.
En utilisant la formule de Parseval, montrer les formules suivantes

∞
∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞
∑

n=1

1

n4
=
π4

90
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-3 -2 -1 1 2 3

3

Fig. 2.3 –

Solution : Puisque f est impaire, sa série de Fourier ne contient que
des termes en sin(nx). Une intégration par parties donne

bn(f) =
2

π

∫ π

0

1

2
(π − x) sin(nx) dx =

1

n
, n ≥ 1

La formule de Parseval dit que

1

2

∑

n≥1

1

n2
=

1

2π

∫ 2π

0

|f(x)2| dx =
π2

12

D’autre part, on vérifie facilement que la primitive de f qui s’annule
en 0 et sa série de Fourier sont données par

π2

4
− (π − x)2

4
∼
∑

n≥1

1 − cosnx

n2

On en déduit que la série de Fourier de x 7→ (π − x)2/4 est

π2

12
+
∑

n≥1

cosnx

n2

La deuxième relation résulte de la formule de Parseval. �
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3. Soit 0 < h < π/2 et soit f la fonction 2π-périodique , continue et
paire définie par f(0) = 1, f(x) = 0 pour 2h ≤ x ≤ π et f est linéaire
sur [0, 2h]. Déterminer la série de Fourier de f et écrire la formule de
Parseval.

4. Montrer que chacune des suites (cosnx) et (sinnx), n ∈ N, forme
un système orthogonal et complet dans l’espace de Hilbert L2 (0, π).

5. Soient f et g deux éléments de L2[0, 2π], montrer que h = fg est
dans L1[0, 2π] et que ses coefficients de Fourier sont donnés par par

cn(h) =
∑

k∈Z

ck(f)cn−k(g), quadn ∈ Z

où la série est absolument convergente.
Interpréter cette relation lorsque n = 0.

6. Soit f ∈ L2[0, 2π]. Pour chaque entier relatif n, on pose

γn =
∑

k 6=n

ck(f)
1

n− k

Montrer que la suite (γn) appartient à ℓ2(Z) et que

∑

n∈Z

|γn|2 ≤ π2
∑

k∈Z

|ck(f)|2

Les nombres γn sont l’analogue discret de
∫

[f(t)/(x− t)] dt.
Solution : Soit g(x) = i(π − x). Compte tenu de l’exercice 2, on peut
écrire

g(x) ∼
∑

n6=0

einx

n
, pour 0 < x < 2π

Les nombres γn sont les coefficients de Fourier de la fonction fg ;
celle-ci étant dans L2(0, 2π), la suite (γn) est dans ℓ2(Z) et on a

∑

n∈Z

|γn|2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)g(x)|2 dx

≤ π2

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx = π2
∑

k∈Z

|ck(f)|2



2.3 Polynômes de Chebyshev 63

2.3 Polynômes de Chebyshev

L’application θ 7→ cos θ est une bijection continue de (0, π) sur (−1, 1)
et donc à chaque fonction F continue sur (0, π) on associe de façon univoque
la fonction f continue sur (−1, 1) par la relation

F (θ) = f(x) avec x = cos θ

De plus
∫ π

0

|F (θ)|2 dθ =

∫ 1

−1

|f(x)|2 dx√
1 − x2

On en déduit, (voir le théorème de prolongement en annexe), que l’applica-
tion qui à une fonction F de C(0, π) fait corres-pondre la fonction f de
C(−1, 1), se prolonge en une bijection isométrique de l’espace de Hilbert
L2((0, π), dθ) sur l’espace de Hilbert L2((−1, 1), ω(x)dx) des (classes de)
fonctions de carré sommables sur (−1, 1) pour la mesure de densité ω(x) =
1/
√

1 − x2 par rapport à la mesure de Lebesgue, c’est-à-dire vérifiant

‖f‖2
ω =

∫ 1

−1

|f(x)|2 dx√
1 − x2

<∞

Le produit scalaire associé sera noté 〈, 〉ω :

〈f, g〉ω =

∫ 1

−1

f(x)g(x)√
1 − x2

dx, pour f, g ∈ L2((−1, 1), ω(x)dx)

On est en situation d’appliquer les résultats du paragraphe 1. La famille
{1, x, . . . , xn, . . .} est totale dans l’espace L2((−1, 1), ω(x)dx) et le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet d’en fabriquer une base hil-
bertienne. Cependant, l’isomorphisme mis en évidence plus haut permet de
retrouver rapidement cette base hilbertienne, en effet les fonctions définies
par φn(θ) = cosnθ forment une base orthogonale de L2((0, π), dθ) et on a

∫ π

0

φn(θ)φm(θ) dθ =

{

(π/2)δnm, si n,m 6= 0 ;

πδ0n, sinon.

Il en résulte que les fonctions Tn(x) = cos(n arccos x) forment une base
orthogonale de L2((−1, 1), ω(x)dx) et on a

〈Tn, Tm〉ω =
π

2
δnm si n,m 6= 0

〈Tn, T0〉ω = πδ0n n ≥ 0
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On sait que cosnθ s’exprime par un polynôme en cos θ. Il en résulte que
Tn(x) est en fait un polynôme de degré n en x, appelé polynôme de Che-
byshev6. On a par exemple

T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = cos(2θ) = 2x2 − 1,

T3(x) = cos(3θ) = 4x3 − 3x, T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, etc...

La figure 2.4 représente les graphes des polynômes Tn, pour 0 ≤ n ≤ 5.
Le développement d’une fonction f de L2((−1, 1), ω(x)dx) suivant cette
base s’écrit

1

π
〈f, T0〉ωT0 +

2

π

∞
∑

n=1

〈f, Tn〉ωTn

où la série converge vers f dans L2((−1, 1), ω(x)dx). En vertu du théorème
1.4.7 (chapitre I), on peut énoncer :

Théorème 2.3.1. La suite des polynômes de Chebyshev (Tn) est une base
orthogonale de l’espace L2((−1, 1), ω(x)dx) et pour tout f dans cet espace,
on a

lim
n→+∞

∥

∥

∥
f − 1

π
〈f, T0〉ωT0 +

2

π

n
∑

k=1

〈f, Tk〉ωTk
∥

∥

∥

ω
= 0

et

‖f‖2
ω =

1

π

∣

∣〈f, T0〉
∣

∣

2
+

2

π

∞
∑

n=1

∣

∣〈f, Tn〉
∣

∣

2

On peut en déduire la propriété de minimisation suivante.

Corollaire 2.3.2. Soit f ∈ L2((−1, 1), ω(x)dx). Dans l’espace vectoriel
des polynômes P d’une variable réelle et de degré inférieur ou égal à n ≥ 0,
le polynôme

Tnf =
1

π
〈f, T0〉ωT0 +

2

π

n
∑

k=1

〈f, Tk〉ωTk

réalise le minimum de ‖f − P‖ω, et il est le seul à avoir cette propriété.

Démonstration. Les polynômes Tn étant deux à deux orthogonaux, avec
deg Tn = n pour tout n, on en déduit que {T0, T1, . . . Tn} est une base de
l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Le polynôme
Tnf n’est autre que la projection orthogonale de f sur cet espace vectoriel.

6Le mathématicien russe Pafnoutiy Lvovitch CHEBYSHEV (1821-1894) a contribué
à la Théorie Constructive des Fonctions et l’étude des Probabilités. Ses travaux sur la
Théorie de l’Approximation restent des classiques de ce sujet.
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Fig. 2.4 –

Exemple 2.3.3. - Soit f la fonction définie pour x dans (−1, 1) par f(x) =√
1 − x2. Considérons l’approximation de f par des sommes partielles de

son développement suivant les polynômes de Chebyshev. Après changement
de variables, on trouve 〈f, T0〉 = 2 et pour n ≥ 1

〈f, Tn〉ω =

∫ π

0

sin θ cosnθ dθ =

{

2/(1 − n2), si n est pair ;

0, sinon.

Le développement de f en série suivant les polynômes de Chebyshev est
donc

2

π
− 4

π

∞
∑

n=1

1

4n2 − 1
T2n(x)

Une application de la formule de Parseval donne dans ce cas

π2

8
= 1 + 2

∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2

Les premières approximations de f dans L2((−1, 1), ω(x)dx) sont :

T0f(x) =
2

π
, T2f(x) =

2

3π
(5 − 4x2),

T4f(x) =
2

15π
(23 − 4x2 − 16x4), etc...
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-1 1

1

Fig. 2.5 –

Nous avons représenté sur la figure 2.5 les graphes de f , de T2f et de T4f .

Exemple 2.3.4. - Considérons maintenant la fonction f définie par

f(x) =











−1, pour −1 ≤ x < 0 ;

0, pour x = 0 ;

1, pour 0 < x < 1.

Il est facile de voir que pour tout entier n ≥ 0,

〈f, T2n〉 = 0 et 〈f, T2n+1〉 = (−1)n
2

2n+ 1

Le développement en série de f suivant les polynômes de Chebyshev est
donc

4

π

∞
∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
T2n+1(x)

La figure 2.6 représente le graphe de f et les graphes de T5f et T11f indi-
qués respectivement par 5 et 11. On remarque que dans l’exemple 3.3, le
développement en série ne contient que les polynômes de Chebyshev d’in-
dice pair, alors que celui de l’exemple 3.4 ne contient que ceux d’indice
impair. Cela tient au fait que les fonctions considérées sont respectivement
paire et impaire et au fait que Tn a la parité de n.
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A présent, nous allons dégager les principales propriétés des polynômes
de Chebyshev, dont certaines ont un caractère général (voir le paragraphe
1 de ce chapitre).

Proriétés des Polynômes de Chebyshev

(1) Parité. Pour tout n ∈ N, on a :

Tn(1) = 1 et Tn(−x) = (−1)nTn(x)

(2) Relation de récurrence. De l’identité trigonométrique

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cosnθ

on déduit que les polynômes de Chebyshev vérifient la relation de récurrence
suivante

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x)

Cette relation montre que le coefficient de xn dans l’expression de Tn(x) est
2n−1. Elle permet aussi de calculer Tn par récurrence à partir de T0(x) = 1
et T1(x) = x.

(3) Fonction génératrice. On cherche une fonction de deux variables
(x, z) telle que

G(x, z) =
∞
∑

n=0

Tn(x)z
n
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En posant x = cos θ, on a

G(x, z) =
1

2

∞
∑

0

(

eimθ + e−imθ
)

zm, |z| < 1

=
1

2

[

1

1 − eiθz
+

1

1 − e−iθz

]

G(x, z) =
1 − xz

1 − 2xz + z2

(4) Équation différentielle. Pour tout n ∈ N, le polynôme de Chebyshev
Tn vérifie l’équation différentielle du second ordre suivante

(1 − x2)T ′′
n − xT ′

n + n2Tn = 0

Pour le voir, il suffit de poser x = cos θ et d’utiliser le fait que la fonction
cosinus vérifie cos′′(nθ) + n2 cosnθ = 0.

(5) Racines et extremums de Tn. Les racines de Tn se calculent facile-
ment. En effet, puisque cos(nx) = 0 si x = (2k − 1)π/(2n),

xk = cos

(

2k − 1

2n

)

π, avec 1 ≤ k ≤ n

sont les n racines de Tn. Elles sont toutes réelles, simples, distinctes et
appartiennent à l’intervalle [−1, 1]. D’autre part, la relation

T ′
n(x) =

n√
1 − x2

sin(narc cosx)

montre que T ′
n(x) = 0 si x = x′k = cos(kπ/n), où 1 ≤ k ≤ n − 1. On en

déduit rapidement que Tn atteint ses extremums sur l’intervalle [−1, 1], aux
points x′k et qu’en ces points

Tn(x
′
k) = cos kπ = (−1)k, 1 ≤ k ≤ n− 1

de plus

Tn(x
′
0) = Tn(1) = 1 et Tn(x

′
n) = Tn(−1) = (−1)n

On peut remarquer que les racines de Tn sont symétriques par rapport à 0
et que pour n grand, elles sont plus denses aux extrémités qu’au centre de
l’intervalle [−1, 1]. Ces racines sont souvent utilisées comme points d’inter-
polation pour des fonctions continues sur [−1, 1]. �

(6) Propriété de minimisation. Les polynômes de Chebyshev jouent un
rôle important en théorie de l’approximation. Cela tient à ce que, comme
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l’a montré Chebyshev, ce sont là les polynômes s’écartant le moins de zéro
sur le segment [−1, 1]. Autrement dit, si l’on désigne par Pn l’ensemble des
polynômes de degré n unitaires (c’est-à-dire dont le terme de plus haut
degré est xn), on a

∀ q ∈ Pn, sup
|x|≤1

|q(x)| ≥ sup
|x|≤1

1

2n−1
|Tn(x)| =

1

2n−1

EXERCICES

1. En se reportant aux expressions des polynômes T0, T2 et T4, montrer
par substitution que le monôme f(x) = x4 s’écrit

x4 = (3/8)T0(x) + (1/2)T2(x) + (1/8)T4(x)

En déduire sans calcul les quantités 〈f, Tn〉, pour 0 ≤ n ≤ 4. Trouver
la combinaison linéaire P = c0T0 + c1T1 + c2T2 + c3T3 qui réalise
la meilleure approximation en moyenne quadratique du monôme x4

dans l’espace L2((−1, 1), (1 − x)−1/2dx).
2. Soit f la fonction définie parf(x) = |x|. Montrer que 〈f, T0〉 = 2 et

que pour n ≥ 1,

〈f, Tn〉 =

{

(−1)k 2
4k2−1

, si n = 2k ;

0, si n = 2k + 1.

En déduire le développement en série de |x| suivant les polynômes de
Chebyshev et montrer que la convergence vers f a lieu non seulement
dans l’espace de Hilbert L2((−1, 1), ω(x)dx), mais aussi uniformément
sur (−1, 1).

3. Soit f(x) = xn. Calculer le produit scalaire 〈f, Tk〉. Montrer que

xn =
1

2n−1

[

Tn(x) +

(

n

1

)

Tn−2 +

(

n

2

)

Tn−4 + · · ·
]

le dernier terme dépendant de la parité de n.
Solution. On part de la relation (cos θ)n = (eiθ+e−iθ)n et on développe
le second membre grâce à la formule du binôme.

4. Démontrer la relation suivante (dite relation de Dirichlet)

1

2
+ T1(x) + · · · + 1

2
Tn(x) =

T ′
n(x)(1 + x)

2n

Solution. Posons x = cos θ et désignons le premier membre par S(x),
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il vient

S(x) =
1 + cosnθ

2
+ ℜe

(

eiθ
1 − ei(n−1)θ

1 − eiθ

)

=
1 + cosnθ

2
+

(cos θ − 1 − cosnθ + cos(n− 1)θ)

2(1 − cos θ)

=
cos(n− 1)θ − cos θ cosnθ

2(1 − cos θ)
=

(1 + cos θ) sinnθ

2 sin θ

D’autre part, en tenant compte de la relation x = cos θ, on voit
que T ′

n(x) = n sinnθ/ sin θ. La relation cherchée s’en déduit alors
immédiatement. �

5. Soit T n le polynôme donné par T n = (1/2n−1)Tn, n ≥ 1.
(a) Montrer que T n est un polynôme unitaire de degré n.
(b) Montrer que le maximum de | T n(x) | sur [−1, 1] est égal à 1/2n−1

et que ce maximum est atteint (n+ 1) fois aux points x′k = cos kπ/n,
k = 0, 1 . . . , n.
(c) Montrer que pour tout polynôme p unitaire et de degré n

sup
|x|≤1

|p(x)| ≥ sup
|x|≤1

1

2n−1

6. Les polynômes de Chebyshev de second espèce sont définis par

Un(x) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, x = cos θ, n = 0, 1 . . .

Démontrer que Un(x) est un polynôme de degré n et que l’on a

∫ 1

−1

Um(x)Un(x)
√

1 − x2 dx =
π

2
δmn

Un+1(x) + Un−1(x) = 2xUn(x), n ≥ 1.

Solution. Compte tenu du changement de variables x = cos θ, on
peut voir que T ′

n(x) = n sinnθ/ sin θ. En développant le numérateur
de l’expression définissant Un, on voit que

Un(x) =
sinnθ

sin θ
cos θ + cosnθ =

1

n
xT ′

n(x) + Tn(x)

Il est alors évident que Un est un polynôme de degré n. Les autres
propriétés se démontrent facilement. �
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2.4 Polynômes de Legendre

Prenons I = (−1, 1) et ω = 1. La famille {xn; 0 ≤ n } est totale dans
l’espace de Hilbert L2(I; dx) et le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt donne

p0(x) = 1,

p1(x) = x, car 〈1, x〉 = 0

p2(x) = x2 − 1/3, car 〈1, x2〉 = 1/3, ‖1‖2 = 2 et 〈x, x2〉 = 0

p3(x) = x3 − (3/5)x, car 〈x, x3〉 = 2/5 et ‖x‖2 = 2/3

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne l’expression de pn
pour tout entier n ≥ 0.

Théorème 2.4.1. Pour tout entier n, pn est un polynôme unitaire de degré
n et on a

pn(x) =
n!

(2n)!

dn

dxn
(

(x2 − 1)n
)

Démonstration. Il est clair que la formule de Rodrigues est vraie pour p0

et p1. D’autre part, comme (x2 − 1)n est un polynôme de degré 2n, sa
dérivée d’ordre n est un polynôme de degré n, qui a la même parité que
n et on vérifie facilement que le coefficient n!/(2n)! a été choisi de façon
que son terme de plus haut degré soit xn. Compte tenu de l’unicité, il
reste à démontrer que les polynômes définis par le second membre sont
orthogonaux deux à deux, ce que l’on vérifie par intégrations par parties
successives. En effet, pour deux entiers n > m,

〈pn, pm〉 =
(n!)(m!)

(2n)!(2m)!

∫ 1

−1

dn

dxn
(

(x2 − 1)n
) dm

dxm
(

(x2 − 1)m
)

dx

= (−1)n
(n!)(m!)

(2n)!(2m)!

∫ 1

−1

(x2 − 1)
dn+m

dxn+m

(

(x2 − 1)m
)

dx

= 0, car n+m > 2m

La formule de Rodrigues est ainsi prouvée. �

Notons que pour tout n, pn(1) = 2n(n!)2/(2n!).

Les polynômes de Legendre7, que nous désignerons dans la suite par une
7Adrien Marie Legendre (1752-1833), mathématicien français né et mort à Paris. Le

premier ouvrage qui rendit célèbre Adrien Marie Legendre a pour titre “Eléments de
géométrie” (1794). Il représente un des premiers essais de formalisation rigoureuse de
la géométrie, et il devait exercer une très grande influence sur les mathématiciens de
son temps (vingt éditions de son vivant). Mais Legendre n’est pas uniquement connu
comme géomètre et les domaines de ses recherches furent des plus variés : équations
différentielles, calcul numérique, théorie des fonctions, théorie des nombres. Il a introduit
les polynômes qui portent son nom en 1785, pour résoudre l’équation de Laplace en
coordonnées sphériques.
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lettre majuscule Pn, sont proportionnels aux polynômes pn et normalisés
de façon que Pn(1) soit égal à 1. Ils sont donc donnés, grâce à la formule
de Rodrigues, par

Pn(x) =
1

2n(n!)

dn

dxn

(

(x2 − 1)n
)

=
(2n)!

2n(n!)2
pn(x), n = 0, 1, . . .

Ainsi, le coefficient de xn dans l’expression de Pn est égal à (2n)!
2n(n!)2

. On a
par exemple

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = (1/2)(3x2 − 1),

P3(x) = (1/2)(5x3 − 3x), P4(x) = (1/8)(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) = (1/8)(63x5 − 70x3 + 15x)

P6(x) = (1/16)(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5)

La figure 2.7 représente les graphes de P0, P1, P4, P5 et P6.

Théorème 2.4.2. Pour tout entier n ≥ 0, on a ‖Pn‖2 = 2/(2n+ 1).

Démonstration. En effet, un calcul simple d’intégrales donne
∫ 1

−1

Pn(x)x
n dx =

1

2n

∫ 1

−1

(1 − x2)n dx = 2n+1 (n!)2

(2n+ 1)!

Comme on sait que Pn est de la forme :

Pn(x) =
(2n)!

2n(n!)2
xn +Rn(x)

où Rn est un polynôme de degré strictement plus petit que n, on en déduit
que 〈Pn, Rn〉 = 0 et par suite

∫ 1

−1

Pn(x)
2 dx =

(2n)!

2n(n!)2

2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
=

2

2n+ 1

Le théorème 1.4.7 (chapitre I) s’énonce comme suit

Théorème 2.4.3. La suite des polynômes de Legendre (Pn) est une base
orthogonale de l’espace L2((−1, 1), dx). Toute fonction f de L2((−1, 1), dx)
se développe de façon unique sous la forme

f =
∞
∑

n=0

cn(f)Pn avec cn(f) =
2n+ 1

2
〈f, Pn〉

où la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

lim
N→∞

∥

∥

∥

∥

f −
N
∑

n=0

cn(f)Pn

∥

∥

∥

∥

= 0
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On a de plus l’égalité de Parseval

∫ 1

−1

|f(x)|2 dx = 2
∞
∑

n=0

|cn(f)|2
2n+ 1

On notera que le polynôme de Legendre de f , de degré n, donné par

Lnf(x) =
n
∑

k=0

ck(f)Pk(x)

réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des
polynômes de degré inférieur ou égal à n.

On notera aussi que si f est paire (resp. impaire), son développement ne
fera intervenir que les polynômes de Legendre d’indice pair (resp. impair).

Exemple 2.4.4. - Considérons la fonction f(x) = |x|. C’est une fonction
paire. Son développement ne fera intervenir que les polynômes de Legendre
d’indice pair et est donc de la forme

∑∞
n=0 c2nP2n. En utilisant la parité et
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la formule de Rodrigues, on a

c2n =
(4n+ 1)

2
〈f, P2n〉 = (4n+ 1)

∫ 1

−1

|x|P2n(x) dx

=
(4n+ 1)

22n(2n)!

∫ 1

0

x
d2n

dx2n
((x2 − 1)2n) dx

=
(4n+ 1)

22n(2n)!

∫ 1

0

d

dx

[

x
d2n−1

dx2n−1
(x2 − 1)2n)

]

dx−

− (4n+ 1)

22n(2n)!

∫ 1

0

d2n−1

dx2n−1
(x2 − 1)2ndx

La première intégrale du dernier membre est nulle alors que la deuxième
donne

c2n =
(4n+ 1)

22n(2n)!

d2n−2

dx2n−2
(x2 − 1)2n

∣

∣

∣

∣

x=0

En développant (x2 − 1)2n suivant la formule du binôme, on montre que le
seul terme qui contribue dans le calcul de c2n est celui pour lequel k = n+1,
d’où

c2n =
(4n+ 1)(−1)n+1

22n(2n)!

(2n)!(2n− 2)!

(n+ 1)!(n− 1)!

=
(4n+ 1)(−1)n+1

22n

(2n− 2)!

(n− 1)!(n+ 1)!
, n ≥ 1, c0 =

1

2

Par exemple la meilleure approximation en moyenne quadratique de |x| par
des polynômes de degré inférieur ou égal à 6 est donnée par le polynôme

L6f(x) =
1

2
+

5

8
P2(x) −

3

16
P4(x) +

13

128
P6(x)

La figure 2.8 représente le graphe de f et L6f .

Exemple 2.4.5. - Considérons la fonction f définie par

f(x) =











−1, pour −1 ≤ x < 0 ;

0, pour x = 0 ;

1, pour 0 < x < 1.

C’est une fonction impaire et son développement ne fera intervenir que
les polynômes de Legendre d’indice impair. Calculons son polynôme de
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Legendre de degré 5 :

c1(f) =
3

2

∫ 1

−1

f(x)P1(x) dx = 3

∫ 1

0

x dx =
3

2

c3(f) =
7

2

∫ 1

−1

f(x)P3(x) dx =
7

2

∫ 1

0

(5x3 − 3x) dx = −3

2

c5(f) =
11

2

∫ 1

−1

f(x)P5(x) dx =
11

8

∫ 1

0

(63x5 − 70x3 + 15x) dx =
11

16

On en déduit que L5 est donné par

L5f(x) =
3

2
P1(x) −

7

8
P3(x) +

11

16
P5(x)

Sur la figure 2.9 on a représenté les graphes de f , de L5f et de L7f .

Nous dégageons maintenant les principales propriétés des polynômes de
Legendre.

Proriétés des polynômes de Legendre

(1) Parité. Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a

Pn(−x) = (−1)nPn(x), en particulier Pn(−1) = (−1)n

C’est une conséquence du corollaire 1.8. �
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Fig. 2.9 –

Ainsi pour n pair, Pn(x) ne contient que des puissances paires de x et
pour n impair, Pn(x) ne contient que des puissances impaires de x.

(2) Représentation intégrale et majoration de Pn. Pour tout entier n,
on a

Pn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

(x+ i
√

1 − x2 sin θ)n dθ,

en particulier |Pn(x)| < 1 pour tout x dans l’intervalle ] − 1, 1[.
Ce résultat, souvent employé dans les applications, est une conséquence

de la formule de Rodrigues que l’on écrit, grâce à la formule de Cauchy,
sous la forme

Pn(x) =
1

2n
1

2πi

∫

γ

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

où γ désigne le cercle de centre x et de rayon
√

1 − x2. La représentation in-
tégrale s’obtient alors en faisant, dans l’intégrale précédente, le changement
de variable z = x+ i

√
1 − x2eiθ. De plus, puisque

|x+ i
√

1 − x2 sin θ|2 =
[

x2 + (1 − x2) sin2 θ
]2 ≤ 1

on en déduit la majoration |Pn(x) ≤ 1, pour tout −1 ≤ x ≤ 1. �

(3) Relation de récurrence.

n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x) +

n

2n+ 1
Pn−1(x) = xPn(x)
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Pour démontrer cette relation on remarque que xPn(x) est un polynôme de
degré n+ 1 et admet donc un développement sous la forme

xPn(x) =
∑

j≤n+1

anjPj(x) avec anj‖Pj‖2 = 〈xPn, Pj〉

Comme anj‖Pj‖2 = ajn‖Pn‖2, il en résulte que anj = 0 pour j < n− 1 (et
pour j > n + 1). En posant ann+1 = αn, ann = βn et ann−1 = γn, on en
déduit que

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x)

En examinant la parité des deux membres, on voit que βn = 0 et en faisant
x = 1, il vient αn + γn = 1. Enfin, en comparant les termes de plus haut
degré dans chacun des deux membres, on trouve

(2n)!

2n(n!)2
= αn

(2n+ 2)!

2n+1((n+ 1)!)2

d’où il résulte que

αn =
n+ 1

2n+ 1
et par suite γn =

n

2n+ 1

ce qui termine la preuve. �

(4) Fonction génératrice.

1√
1 − 2xt+ t2

=
∞
∑

n=0

Pn(x)t
n, |t| < 1, |x| ≤ 1

On désigne le premier membre par u(x, t) et le second membre par v(x, t).
On a

ut(x, t) = −1

2
(1 − 2xt+ t2)−

3

2 (−2x+ 2t) = (x− t)(1 − 2xt+ t2)−
3

2

où ut désigne la dérivée partielle de u par rapport à t. Il en résulte que

(1 − 2xt+ t2)ut(x, t) = (x− t)u(x, t)

D’autre part, puisque |Pn(x)| ≤ 1, pour tout n ∈ N et tout x ∈ [−1, 1], on
peut dériver par rapport à t terme à terme la série du second membre. Il
vient

vt(x, t) =
∞
∑

n=1

nPn(x)t
n−1
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On en déduit que

(1 − 2xt+ t2)vt(x, t) =
∞
∑

n=1

nPn(x)t
n−1 −

∞
∑

n=1

2xnPn(x)t
n

+
∞
∑

n=1

nPnt
n+1

Le coefficient de tn dans le second membre de l’égalité ci-dessus est (n +
1)Pn+1(x) − 2xnPn(x) + (n − 1)Pn−1(x), il est justement égal à xPn(x) −
Pn−1(x) d’après la formule de récurrence. Par suite

(x− t)v(x, t) = (1 − 2xt+ t2)vt(x, t)

Ainsi, les fonctions u et v vérifient, par rapport à t, la même équation
différentielle (de degré 1) ; comme elles coïncident en t = 0, elles sont donc
égales. �

(5) Équation différentielle. Pour tout entier naturel n, on a

(1 − x2)P ′′
n (x) − 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

On peut établir cette équation de la manière suivante ; on part de l’égalité

d

dx
{(1 − x2)P ′

n(x)} = (1 − x2)P ′′
n (x) − 2xP ′

n(x)

Le deuxième membre est un polynôme de degré n, on peut donc le décom-
poser suivant la base {Pi; i ≤ n }

d

dx
{(1 − x2)P ′

n(x)} =
n
∑

j=0

αiPi(x) (⋆)

La propriété d’orthogonalité implique

αi‖Pi‖2 =

∫ 1

−1

Pi(x)
d

dx
{(1 − x2)P ′

n(x)}dx

deux intégrations par parties successives donnent

αi‖Pi‖2 =

∫ 1

−1

Pn(x)
d

dx
{(1 − x2)P ′

i (x)}dx

Or la dérivée de (1 − x2)P ′
i (x) est un polynôme de degré i, on en déduit

que αi = 0, ∀ i < n et la relation (⋆) peut maintenant s’écrire

(1 − x2)P ′′
n (x) − 2xP ′

n(x) = αnPn(x)



2.4 Polynômes de Legendre 79

En comparant les coefficients des termes de plus haut degré dans chacun
des membres, on trouve immédiatement αn = −n(n+ 1). L’équation diffé-
rentielle cherchée s’en déduit.

(6) Propriété de minimisation. Les polynômes de Legendre sont carac-
térisés par la propriété de minimum suivante : Parmi tous les polynômes
unitaires de degré n, pn (défini au théorème 4.1) est l’unique qui réalise le
minimum de la distance quadratique à 0, c’est-à-dire que pour tout poly-
nôme unitaire q de degré n,

∫ 1

−1

|pn(x)|2 dx ≤
∫ 1

−1

|q(x)|2 dx

et l’égalité a lieu si et seulement si q = pn.
Cela résulte du fait que tout polynôme unitaire q de degré n s’écrit sous

la forme q(x) = pn(x) +
∑n−1

k=0 akpk, donc

∫ 1

−1

|q(x)|2 dx =

∫ 1

−1

|pn(x)|2 dx+
n−1
∑

k=0

|ak|2
∫ 1

−1

|pk(x)|2 dx

Il est alors clair que le second membre atteint son minimum lorsque ak = 0
pour 0 ≤ k ≤ n− 1. �

EXERCICES

1. Soit f ∈ L2(−1, 1) et soit fN(x) =
∑N

0 anx
n telle que ‖f − fN‖2 est

minimale. Montrer que

〈f, Pm〉 = 0, ∀m > N

2. Montrer que 〈xPn, Pn〉 = 0 pour tout entier n.

Solution. Comme Pn a la parité de n, le polynôme xP 2
n(x) est impair

et son intégrale sur [−1, 1] est donc nulle.
3. Trouver la constante an de façon que

xn = anPn(x) +Qn−2(x)

où Qn−2 est un polynôme de degré inférieur ou égal à n− 2.
En déduire que

〈xn, Pn〉 =
2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
, 〈xPn−1, Pn〉 =

2n

(2n+ 1)(2n− 1)

Solution. L’expression de xn résulte du fait que le coefficient du terme
de plus haut degré dans l’expression de Pn(x) est (2n)!/(2n(n!2)), et
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des considérations de parité. Compte tenu de l’orthogonalité, on en
déduit que

〈xn, Pn〉 =
2n(n!)2

(2n)!
‖Pn‖2 =

2n+1(n!)2

(2n+ 1)!

La relation de récurrence que vérifient les polynômes de Legendre,
permet d’écrire

〈xPn−1, Pn〉 = 〈Pn−1, xPn〉 =
n

2n− 1
‖Pn‖2

Le résultat se déduit alors du théorème 4.2. �

4. Soit f une fonction de L2(−1, 1) et désignons par cn(f) ses coeffi-
cients de Legendre. Montrer que

xf(x) =
∞
∑

n=0

( n+ 1

2n+ 3
cn+1(f) +

n

2n− 1
cn−1(f)

)

Pn(x)

5. Par intégration par parties, montrer que

〈P ′
n+1, x

m〉 = 1 + (−1)m+n, m− 1 < n+ 1

En déduire que

〈P ′
n+1 − xP ′

n, x
m〉 = 0, 0 ≤ m < n

et conclure qu’il existe cn, que l’on calculera, tel que

P ′
n+1 − xP ′

n = cnPn

6. En utilisant l’expression de la fonction génératrice des polynômes de
Legendre, montrer l’égalité suivante

2√
5 − 4x

=
∞
∑

0

1

2n
Pn(x)

Solution. Il suffit de poser t = 1/2 dans l’expression de la fonction
génératrice des polynômes de Legendre.

7. Montrer que les relations suivantes ont lieu pour tout |t| < 1 :

∫ 1

−1

dx√
1 − 2xt+ t2

= 2,

∫ 1

−1

xdx√
1 − 2xt+ t2

=
2

3
t

∫ 1

−1

x4dx√
1 − 2xt+ t2

=
1

315
(16t4 + 72t2 + 126)
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8. En utilisant la formule de récurrence vérifiée par les polynômes de
Legendre, montrer la formule suivante dite de Christoffel-Darboux

n
∑

k=0

(2k + 1)Pk(x)Pk(y) = (n+ 1)
Pn+1(x)Pn(y) − Pn+1(y)Pn(x)

x− y

On pose Kn(x, y) = 1
2

∑n
k=0(2k + 1)Pk(x)Pk(y) . Montrer que la

fonction y 7→ Kn(x, y) est d’intégrale 1. Le noyau Kn est à rappro-
cher du noyau de Dirichlet. Montrer que pour toute fonction f ∈
L2((−1, 1), dx), le polynôme de Legendre de degré n de f est donné
par

Lnf(x) =

∫ 1

−1

f(y)Kn(x, y) dy

2.5 Polynômes d’Hermite

Prenons I = R, ω(x) = (2π)−
1

2 exp(−x2/2) et soit L2(R, ω(x)dx) l’es-
pace des (classes de) fonctions de carré sommables pour la mesure de den-
sité ω par rapport à la mesure de Lebesgue. Le produit scalaire et la norme
seront notés respectivement 〈, 〉 et ‖ ‖2. Pour f et g dans L2(R, ω(x)dx),

〈f, g〉 =
1√
2π

∫ ∞

−∞

f(x)g(x) e−x
2/2dx

La densité ω a été choisie de façon que
∫ ∞

−∞

ω(x)dx = 1

La famille {xn;n ∈ N } est totale dans l’espace L2(R, ω(x)dx) (théo-
rème 2.1.5, chapitre II) et le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
fournit une base orthogonale formée de polynômes unitaires, appelés poly-
nômes d’Hermite, que nous noterons dans la suite par (Hn).

Théorème 2.5.1. Les polynômes d’Hermite8 sont donnés par la formule
de Rodrigues

Hn(x) = (−1)nex
2/2 d

n

dxn
(e−x

2/2)

8Charles HERMITE (1822-1901), professeur d’Analyse à l’Ecole Polytechnique de
1869 à 1876, a été une des figures dominantes dans le développement de la Théorie
des Formes Algébriques, de la Théorie Arithmétique des Formes Quadratiques et de la
Théorie des fonctions elliptiques. Il a prouvé que le nombre e est transcendant et a donné
la première solution de l’équation générale du cinquième degré grâce à l’utilisation de
fonctions elliptiques.
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Démonstration. Désignons par Qn(x) le second membre de la formule ci-
dessus. Il s’écrit sous la forme

Qn(x) =
(−1)n

ω(x)

dn

dxn
ω(x)

Il est facile de vérifier que pour tout n,Qn est un polynôme unitaire de degré
n. On montre maintenant l’orthogonalité 〈Qn, Qm〉 = 0 lorsque n 6= m.
Pour cela il suffit de montrer que 〈xn, Qm〉 = 0 lorsque n < m. Or

∫ ∞

−∞

xnQm(x)ω(x)dx =

∫ ∞

−∞

xn(−1)m
dm

dxm
(ω(x))dx

Donc après n intégrations par parties, on obtient
∫ ∞

−∞

xnQm(x)ω(x)dx = (n!)(−1)m−n

∫ ∞

−∞

dm−n

dxm−n
(ω(x)) dx

Si n < m le second membre de cette égalité est nul, il en résulte que les
polynômes (Qn) sont deux à deux orthogonaux et compte tenu de l’unicité
(voir théorème 1.6), on a bien Hn = Qn.

Si n = m, la dernière relation devient

〈xn, Hn〉 = n!

∫ ∞

−∞

ω(x)dx = n!

ce qui permet de calculer la norme de Hn.

Corollaire 2.5.2. Pour tout entier n, ‖Hn‖2 = n!

Voici les sept premiers polynômes d’Hermite

H0(x) = 1, H1(x) = x, H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3x, H4(x) = x4 − 6x2 + 3,

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x,H6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

En vertu du théorème 1.4.7 (chapitre I), on peut énoncer

Théorème 2.5.3. La suite (Hn) des polynômes d’Hermite est une base or-
thogonale de l’espace de Hilbert L2(R, ω(x)dx). Tout f dans L2(R, ω(x)dx)
s’écrit

f =
∞
∑

n=0

cn(f)Hn avec cn(f) =
〈f,Hn〉
n!

où la série converge vers f en moyenne quadratique

lim
N→∞

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
f(x) −

N
∑

n=0

cn(f)Hn(x)
∣

∣

∣

2

e−x
2/2 dx = 0
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On a de plus l’égalité de Parseval ‖f‖2
2 =

∑∞
n=0 n!|cn(f)|2.

Avant de traiter quelques exemples, dégageons d’abord les principales
propriétés des polynômes d’Hermite.

Proriétés des polynômes d’Hermite

(1) Parité. Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a

Hn(−x) = (−1)nHn(x)

C’est une conséquence du corollaire 1.8 et du fait que la densité ω est une
fonction paire. �

Ainsi pour n pair, Hn(x) ne contient que des puissances paires de x et
pour n impair, Hn(x) ne contient que des puissances impaires de x.

(2) Relation de récurrence. Les polynômes d’Hermite vérifient la rela-
tion de récurrence suivante, valable pour tout entier n ≥ 1.

Hn+1(x) + nHn−1(x) = xHn(x)

Démonstration. Pour le voir, on part de l’identité suivante, dont la preuve
ne présente aucune difficulté

dn

dxn
(xF ) = x

dn

dxn
F + n

dn−1

dxn−1
F

et on écrit

Hn+1 =
(−1)n+1

ω

dn+1

dxn+1
(ω) =

(−1)n

ω

dn

dxn
(xω)

=
(−1)n

ω

[

x
dn

dxn
(ω) + n

dn−1

dxn−1
(ω)

]

ce qui est la relation cherchée. �

(3) Fonction génératrice. On a l’égalité suivante

G(x, t) = exp(tx− t2/2) =
∞
∑

n=0

tn

n!
Hn(x)

où la convergence a lieu dans L2(R, ω(x)dx).

Démonstration. On peut écrire G(x, t) = 1
ω(x)

ω(t − x). La fonction ω est
développable en série de Taylor convergente dans R, il vient alors

G(x, t) =
1

ω(x)

∞
∑

n=0

ω(n)(−x) t
n

n!

Tenant compte de la définition de Hn et de la parité de ω, on en déduit la
relation voulue.
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(4) Équation différentielle. Pour tout entier naturel n, on a

H ′′
n(x) − xH ′

n(x) + nHn(x) = 0

Démonstration. De la formule de Rodrigues on déduit l’égalité

H ′
n(x) = xHn(x) −Hn+1(x)

qui, comparée à la relation de récurrence, donne

H ′
n = nHn−1

En dérivant la relation de récurrence membre à membre et en tenant compte
de cette dernière égalité (écrite avec n + 1 à la place de n), on en déduit
que Hn vérifie l’équation différentielle annoncée.

Remarque 2.5.4. - L’équation différentielle vérifiée par Hn peut s’écrire
sous la forme

L(Hn) : = ex
2/2

(

e−x
2/2dHn

dx

)′

= −nHn

L’opérateur différentiel d’ordre deux, ainsi mis en évidence, est parfois ap-
pelé “opérateur d’Hermite”. Son importance vient du fait que, si f et L(f)
sont dans L2(R, e−x

2/2dx), les coefficients du développement en série suivant
la base (Hn), de L(f) sont liés à ceux de f par l’égalité

cn(Lf) = −ncn(f)

Une application de cette remarque est donnée dans l’exercice 5.

Exemple 2.5.5. - Reprenons la fonction paire définie par f(x) = |x|. Son
développement ne fera intervenir que des polynômes d’Hermite d’indice
pair. On peut calculer facilement les premiers coefficients du développement
de f , par exemple c0(f) = 2/

√
2π, c2(f) = 1/

√
2π et

c4(f) = − 1

12
√

2π
, c6(f) =

1

120
√

2π

Un calcul direct et fastidieux, mais qui peut être évité (voir exercice 2),
montre que pour tout n ≥ 1,

H2n(0) =
(−1)n(2n)!

n!2n
, d’où c2n(f) =

(−1)n−1

2n−1(2n− 1)(n!)
√

2π

Nous avons représenté sur le figure 2.10 les graphes de f et de ses polynômes
d’Hermite H4f , H6f et H8f .
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Exemple 2.5.6. - Considérons la fonction f définie par

f(x) =











−1, pour x < 0 ;

0, pour x = 0 ;

1, pour 0 < x.

C’est une fonction impaire et son développement ne fera intervenir que les
polynômes d’Hermite d’indice impair, c’est-à-dire que c2n(f) = 0 pour tout
entier n. Calculons c2n+1(f) :

c2n+1(f) =
〈f,H2n+1〉
(2n+ 1)!

=
−2

(2n+ 1)!
√

2π

∫ ∞

0

d2n+1

dx2n+1
(e−x

2/2) dx

=
2

(2n+ 1)!
√

2π

d2n

dx2n
(e−x

2/2)
∣

∣

∣

x=0
=

2

(2n+ 1)!
√

2π
H2n(0)

=
2

(2n+ 1)!
√

2π

(−1)n(2n)!

n!2n
=

(−1)n

(2n+ 1)(n!)2n−1
√

2π

Par exemple c1(f) = 2/
√

2π, c3(f) = −1/(3
√

2π), c5(f) = 1/(20
√

2π). Les
graphes de f et de ses polynômes d’Hermite H3f et H5f sont représentés
sur la figure 2.11.

EXERCICES

1. Montrer les égalités suivantes :
∫ ∞

−∞

xk exp(−x2/2) dx =

{

(2n)!/(n!2n), si k = 2n ;

0, sinon.

2. En utilisant la fonction génératrice des polynômes d’Hermite, mon-
trer que

exp(−t2/2) =
∞
∑

n=0

Hn(0)
tn

n!

En déduire que pour tout entier n, on a

H2n+1(0) = 0, et H2n(0) =
(−1)n(2n)!

(n!)2n

Solution. En faisant x = 0 dans l’expression de la fonction génératrice
des polynômes d’Hermite, on trouve la première relation . Comme son
premier membre est une fonction paire, le second membre l’est aussi
et donc H2n+1(0) = 0, pour tout n. En posant t2 = s, on en déduit
que

e−s =
∞
∑

n=0

H2n(0)
sn

(2n)!

Le développement en série entière de la fonction e−s permet d’obtenir
imédiatement l’expression de H2n(0). �
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3. A l’aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, trouver
les quatre premiers polynômes d’Hermite.

4. Montrer, par substitution, que

x2 = H0(x) +H2(x)

x3 = 3H1(x) +H3(x)

x4 = 3H0(x) + 6H2(x) +H4(x)

Déterminer le développement en série suivant les polynômes d’Her-
mite des fonctions f(x) = x2r et g(x) = x2r+1, où r ∈ N.

5. En utilisant la fonction génératrice des polynômes d’Hermite, mon-
trer que

ex =
√
e

∞
∑

n=0

Hn(x)

n!

(x− 1)ex =
√
e

∞
∑

n=1

Hn(x)

(n− 1)!

Solution. En faisant t = 0 dans l’expression de la fonction généra-
trice des polynômes d’Hermite, on obtient la première relation. Pour
la seconde relation, on considère l’opérateur différentiel défini par
L(u) = u′′ − xu′ qui sécrit sous la forme

L(u) = ex
2/2
(

e−x
2/2u′

)′

L’équation différentielle que satisfait Hn s’écrit L(Hn) = −nHn. Pour
la fonction définie par f(x) = ex, Lf(x) = (1 − x)f(x) appartient à
l’espace L2(R, e−x

2/2dx) et par suite se développe dans la base (Hn).
Deux intégrations par parties permettent de calculer les coefficients
du développement de Lf :

〈L(f), Hn〉 = 〈f, L(Hn)〉 = −n〈f,Hn〉, pour tout n

On en déduit immédiatement la relation cherchée. �

6. En utilisant la formule de Rodrigues et la relation de récurrence
montrer les relations

H ′
n = xHn −Hn+1 et H ′

n(x) = nHn−1(x)

En déduire (de deux manières) que

〈H ′
n, Hm〉 =

{

0, si m 6= n− 1 ;

n!, si m = n− 1.
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7. En utilisant l’exercice 6, montrer que si f =
∑∞

0 cnHn, alors

xf = c1H0 +
∞
∑

n=1

[cn−1 + (n+ 1)cn+1]Hn

8. Écrire la formule de Parseval pour le développement de la fonction
génératrice des polynômes d’Hermite.

9. Montrer la formule suivante dite de Christoffel-Darboux

n
∑

k=0

1

k!
Hk(x)Hk(y) =

1

n!

Hn+1(x)Hn(y) −Hn+1(y)Hn(x)

x− y

On pose Kn(x, y) =
∑n

k=0 1/k!Hk(x)Hk(y), c’est l’analogue du noyau
de Dirichlet. Montrer que

1√
2π

∫ ∞

−∞

Kn(x, y) e
−y2/2dy = 1

Soit f dans L2(R, e−x
2/2dx) et soit Hnf le polynôme d’Hermite de

degré n de f . Montrer que

Hnf(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

f(y)Kn(x, y)e
−y2/2 dy

2.6 Polynômes de Laguerre

Considérons l’espace L2((0,∞), e−xdx) des (classes de) fonctions de
carré sommable pour la mesure de densité ω(x) = e−x par rapport à la me-
sure de Lebesgue sur l’intervalle (0,+∞). Le produit scalaire et la norme
sur L2((0,∞), e−xdx) sont donnés par

〈f, g〉 =

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−x dx, ‖f‖2 =
(

∫ ∞

0

|f(x)|2e−x dx
)

1

2

L’espace de Hilbert L2((0,∞), e−xdx) est séparable, puisque la famille
{ 1, x, . . . , xn, . . . } y est totale (théorème 2.1.5). Le procédé d’orthogonali-
sation de Gram-Schmidt appliqué à cette famille fournit une base ortho-
gonale formée de polynômes L̃n, avec deg L̃n = n. Les calculs dans ce cas
sont particulièrement simples et utilisent l’égalité suivante

∫ ∞

0

xne−x dx = n!
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Ainsi, on trouve par exemple que

L̃0(x) = 1, L̃1(x) = x− 1, L̃2(x) = x2 − 4x+ 2,

L̃3(x) = x3 − 9x2 + 18x− 6, L̃4(x) = x4 − 16x3 + 72x2 − 96x+ 24

Ce qui est convenu d’appeler polynômes de Laguerre9 sont obtenus à partir
des L̃n par la relation

Ln(x) = ((−1)n/n!)L̃n(x)

Les polynômes de Laguerre forment donc une base orthogonale de l’espace
L2((0,∞), e−xdx). On peut les exprimer à l’aide de la formule de Rodrigues
suivante

Théorème 2.6.1. Pour tout entier n, on a :

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x)

Démonstration. Le second membre de l’égalité ci-dessus est un polynôme
de degré n, dont le terme de plus haut degré est (−1)n/(n!). Il suffit ensuite
de montrer que ces polynômes sont deux à deux orthogonaux, ce qui résulte
des égalités suivantes où n > k

∫ ∞

0

xk
dn

dxn
(xne−x) dx = −k

∫ ∞

0

xk−1 d
n−1

dxn−1
(xne−x) dx

= k(k − 1)

∫ ∞

0

xk−2 d
n−2

dxn−2
(xne−x) dx

= (−1)kk!

∫ ∞

0

dn−k

dxn−k
(xne−x) dx = 0

Le théorème est ainsi prouvé.

En appliquant la formule de Leibniz, on obtient le développement du
polynôme Ln suivant les puissances de x

Ln(x) =
1

n!

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

n(n− 1) · · · (n− k + 1)xk

On peut remarquer alors que Ln(0) = 1 pour tout entier n.

9Edmon Nicolas Laguerre (1834–1886) est un mathématicien français.
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Les calculs précédents permettent de trouver la norme de Ln, en effet

‖Ln‖2 = 〈Ln, Ln〉 =
(−1)n

(n!)
〈xn, Ln〉

=
(−1)n

(n!)2

∫ ∞

0

xn
dn

dxn
(xne−x) dx

=
(−1)2n

n!

∫ ∞

0

xne−x dx = 1

Par suite les polynômes de Laguerre (Ln) constituent une base hilbertienne
de l’espace L2((0,∞), e−xdx).

Soit f un élément de L2((0,∞), e−xdx) et soit cn(f) = 〈f, Ln〉 les coeffi-
cients de son développement suivant les polynômes de Laguerre. La formule
de Parseval s’écrit

∫ ∞

0

|f(x)|2e−x dx =
∞
∑

n=0

|cn(f)|2

Exemple 2.6.2. - Soit a > 0 et soit fa la fonction définie par

fa(x) = e−ax

Par des intégrations par parties, on a

cn(fa) =
1

n!

∫ ∞

0

e−ax
dn

dxn
(xne−x) dx

=
a

n!

∫ ∞

0

e−ax
dn−1

dxn−1
(xne−x) dx = · · ·

=
an

n!

∫ ∞

0

xne−(a+1)x dx

=
an

(a+ 1)n+1

Nous en déduisons que

e−ax =
1

1 + a

∞
∑

n=0

( a

1 + a

)n

Ln(x) pour x > 0

où la série converge au sens de la norme de L2((0,∞), e−xdx).
Les calculs qui suivent montrent qu’en fait, la convergence a lieu en tout
point x > 0.

Fonction génératrice. On a

e−xt/(1−t)

1 − t
=

∞
∑

n=0

Ln(x)t
n
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où la série converge, non seulement dans L2((0,∞), e−xdx), mais aussi en
tout point t, |t| < 1, et x ≥ 0.

En effet, en utilisant le développement de Ln(x) suivant les puissances
de x (voir plus haut), on peut écrire

∞
∑

n=0

Ln(x)t
n =

∞
∑

n=0

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

xktn

k!

=
∞
∑

k=0

(−1)kxk

k!

∞
∑

n=k

(

n

k

)

tn

=
∞
∑

k=0

(−1)kxk

k!

tk

(1 − t)k+1
=
e−xt/(1−t)

1 − t

Les manipulations utilisées ici se justifient par la convergence absolue des
séries qui interviennent. �

Remarque 2.6.3. - En faisant t/(1− t) = a dans l’expression de la fonc-
tion génératrice, on retrouve la formule que nous avons établie à l’exemple
6.2 en utilisant la formule de Rodrigues. L’avantage que nous avons tiré
est la convergence ponctuelle de la série. Cela étant, il faut bien noter que
pour une fonction de L2((0,∞), e−xdx) quelconque, nous n’avons que la
convergence en moyenne quadratique.

Relation de récurrence. Les polynômes de Laguerre vérifient la relation
de récurrence suivante

(n+ 1)Ln+1(x) − (2n+ 1)Ln(x) + nLn−1(x) = −xLn(x)
Démonstration. Désignons par G(x, t) la fonction génératrice des poly-
nômes de Laguerre

G(x, t) =
e−xt/(1−t)

1 − t

On vérifie facilement que (1 − t)2G′
t = (1 − t− x)G, ce qui donne

(1 − 2t+ t2)
∞
∑

n=0

nLn(x)t
n−1 = (1 − t− x)

∞
∑

n=0

Ln(x)t
n

En identifiant les termes de même degré en t, on en déduit la relation de
récurrence cherchée.

Équation différentielle. Les polynômes de Laguerre vérifient l’équation
différentielle du second ordre suivante :

xL′′
n(x) + (1 − x)L′

n(x) + nLn = 0

Cette équation peut s’écrire sous la forme L(Ln) = nLn, où on a noté par L
l’opérateur différentiel de Laguerre défini, pour une fonction u dans C2(R),
par L(u) = ex(xe−xu′)′.
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Démonstration. En effet, P (x) = xL′′
n(x)+(1−x)L′

n(x) étant un polynôme
de degré n, il s’écrit sous la forme

P (x) =
n
∑

k=0

ckLk(x), où ck = 〈P,Lk〉

Pour calculer les coefficients ck, on note que P (x) = ex(xe−xL′
n)

′, et une
intégration par parties donne

ck = −
∫ ∞

0

L′
k(x)L

′
n(x)xe

−x dx

Or les polynômes (L′
n) sont deux à deux orthogonaux dans L2((0,∞), xe−x)

(voir exercice 2), on en déduit que ck = 0 pour tout k 6= n et par suite
P (x) = cnLn(x). En identifiant les termes de plus haut degré des deux
membres, on trouve cn = −n.

EXERCICES

1. Montrer, à l’aide de la formule de Rodrigues, que la relation suivante
est satisfaite pour tout entier r

xr = (r!)2

r
∑

n=0

(−1)n

n!(r − n)!
Ln(x)

2. Montrer que pour tout m < n
∫ ∞

0

xm−1(1 − x)Ln(x)e
−x dx = 0

En remarquant que (1 − x)e−x = (xe−x)′, montrer que
∫ ∞

0

xm−1L′
n(x)xe

−x dx+ (m− 1)

∫ ∞

0

xm−2Ln(x)e
−x dx = 0

Montrer que la deuxième intégrale est nulle et en déduire que
∫ ∞

0

xm−1L′
n(x)xe

−x dx = 0, pour m < n

En déduire que les polynômes (L′
n) forment une base orthogonale de

l’espace de Hilbert L2((0,∞), xe−xdx).
Solution. Comme (1 − x)xm−1 est un polynôme de degré m, il est
orthogonal à Ln(x) pour tout n > m, ce qu’on peut traduire par la
relation

∫ ∞

0

(xe−x)′xm−1Ln(x) dx = 0, pour n > m
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Faisons une intégration par parties, il vient
∫ ∞

0

xm−1L′
n(x)xe

−x dx+ (m− 1)

∫ ∞

0

xm−2Ln(x)e
−x dx = 0

La deuxième intégrale est nulle parce que les polynômes xm−2 et Ln(x)
sont orthogonaux et il s’en suit que pour n > m,

∫ ∞

0

xm−1L′
n(x)xe

−x dx = 0

Comme pour tout n, L′
n(x) est un polynôme de degré n−1, la relation

précédente traduit le fait que la suite (L′
n) est une base orthogonale

de L2((0,∞), xe−xdx).
3. Montrer, en utilisant la formule de Rodrigues et la formule de Cau-

chy, que

Ln(x) =
ex

2iπ

∫

Cx

tne−t

(t− x)n+1
dt

où Cx est un cercle centré en x > 0 et de rayon suffisamment petit.
En faisant le changement de variable z = t−x

t
, montrer que l’on a

aussi

Ln(x) =
1

2iπ

∫

C0

e−xz/(1−z)

(1 − z)zn+1
dz

Interpréter le second membre de cette égalité à l’aide du théorème de
Cauchy et retrouver la relation

e−xz/(1−z)

(1 − z)
=

∞
∑

n=0

Ln(x)z
n, |z| < 1

4. On désigne par G la fonction génératrice des polynômes de Laguerre.
Montrer les égalités suivantes, où N est un entier positif,

∫ ∞

0

∣

∣

∣
G(x, t) −

N
∑

n=0

Ln(x)t
n
∣

∣

∣

2

e−x dx =
1

1 − t2
−

N
∑

n=0

t2n

∫ ∞

0

∣

∣G(x, t)
∣

∣

2
e−x dx =

1

1 − t2

Solution. C’est une application directe de la formule de Parseval et
de l’égalité évidente 1/(1 − t2) =

∑∞
0 t2n, valable pour |t| < 1. Bien

sûr, la deuxième égalité peut se démontrer par un calcul direct très
simple.

5. Pour α > −1, on définit les polynômes de Laguerre Lαn, d’indice α,
par

Lαn(x) =
xαex

n!

dn

dxn
(xn−αe−x)



94 Exemples de bases hilbertiennes

(a) Montrer que Lαn est un polynôme de degré n, dont le coefficient
du terme de plus haut degré est (−1)n/(n!).
(b) Montrer que

∫ ∞

0

Lαn(x)L
α
m(x)xαe−x dx =

Γ(n+ α+ 1)

n!
δnm

et en déduire que les polynômes (Lαn) forment une base orthogonale
de l’espace de Hilbert L2((0,∞);xαe−xdx).
(c) Montrer que le polynôme Lαn vérifie une équation différentielle que
l’on explicitera.
(d) Soit a > 0 et fa(x) = e−ax. Montrer que fa appartient à l’espace
L2((0,∞);xαe−xdx) et que son développement suivant la base (Lαn)
est donné par

e−ax =
∞
∑

n=0

an

(a+ 1)n+α+1
Lαn(x)

(e) En déduire la relation

(1 − t)−α−1e−xt/(1−t) =
∞
∑

n=0

Lαn(x)t
n,

valable quel que soit t, |t| < 1.





Chapitre 3

Endomorphismes continus d’un

espace de Hilbert

L’étude des opérateurs linéaires continus occupe une partie importante
en analyse hilbertienne. Dans ce chapitre on donne les propriétés générales
des opérateurs linéaires continus dans un espace de Hilbert : inversibilité,
spectre, adjoint, opérateurs auto-adjoints, opérateurs unitaires, opérateurs
de projection orthogonale.
Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires valables dans le cadre
des espaces vectoriels normés sur K (K = R ou C).

3.1 Généralités sur les opérateurs continus

Proposition 3.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K

et A un opérateur linéaire de E dans F . Il y a équivalence entre :
(a) l’opérateur linéaire A est continu
(b) l’opérateur linéaire A est continu en 0.
(c) l’opérateur linéaire A est continu en un point.
(d) Il existe une constante c > 0 telle que ‖Ax‖ ≤ c‖x‖, pour x ∈ E.

Démonstration. Il est clair que (a) =⇒ (b) =⇒ (c) et (d) =⇒ (b). D’autre
part la démonstration de (b) =⇒ (d) est en tout point identique à celle de la
proposition 3.2 (chapitre I). Il reste à prouver que (c) =⇒ (a) : Supposons
A continu en x0 et soit x ∈ E et (xn) une suite qui converge vers x. La
suite (xn−x+x0) converge vers x0 donc A(xn−x+x0) converge vers Ax0.
Comme A est linéaire on en déduit immédiatement que Axn converge vers
Ax.

Notons que l’assertion (d) traduit le fait que A est un opérateur linéaire
borné. Ainsi un opérateur linéaire de E dans F est continu si, et seulement
si, il est borné.
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Notations. On notee par L(E,F ) l’ensemble des opérateurs linéaires conti-
nus de E dans F . Lorsque F = K, L(E,K) est le dual topologique de E,
il est noté E ′. Enfin, si E = F on écrira L(E) au lieu de L(E,E). Pour un
élément A de L(E,F ), on pose

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖

Proposition 3.1.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
(a) Si A et B sont dans L(E,F ), alors A+B est dans L(E,F ) et

‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖

(b) Si α ∈ K et A ∈ L(E,F ), alors αA est dans L(E,F ) et

‖αA‖ = |α| ‖A‖

(c) Si A et B sont dans L(E), leur composé AB est dans L(E) et

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ et ‖An‖ ≤ ‖A‖n, avec n ∈ N

De cette proposition, dont la preuve est évidente, on déduit que l’applica-
tion qui à un élément A de L(E,F ) associe ‖A‖ est une norme qui fait de
L(E,F ) un espace vectoriel normé.

Notons que cette norme peut se définir encore par les relations

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1

‖Ax‖

= inf
{

c > 0 | ‖Ax‖ ≤ c‖x‖; x ∈ E
}

Démonstration. En utilisant la linéarité, on démontre facilement les deux
premières relations. Pour la dernière, posons

α = inf{ c > 0 / ‖Ax‖ ≤ c‖x‖, x ∈ E}

Pour tout ǫ strictement positif, il vient
∥

∥A
(

(‖x‖+ǫ)−1x
)∥

∥ ≤ ‖A‖, donc pour
tout x dans E, on a ‖Ax‖ ≤ ‖A‖(‖x‖ + ǫ) et par suite ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖,
ce qui se traduit par l’inégalité α ≤ ‖A‖. D’un autre côté, si ‖Ax‖ ≤ c‖x‖
pour tout x ∈ E, alors ‖A‖ ≤ c, et par suite ‖A‖ ≤ α, d’où résulte l’égalité
‖A‖ = α. Ainsi ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, pour tout x ∈ E et ‖A‖ est la plus petite
constante qui réalise cette inégalité.

Notons que la convergence dans L(E,F ) d’une suite (An) vers A signifie
que ‖A− An‖ tend vers 0, lorsque n tend vers l’infini.

Proposition 3.1.3. Si F est complet alors L(E,F ) est complet.
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Démonstration. Supposons F un espace de Banach et soit (An) une suite
de Cauchy de L(E,F ) :

∀ ǫ > 0,∃N | n ≥ N et m ≥ N =⇒ ‖An − Am‖ ≤ ǫ

On en déduit que, pour tout élément x de E, et n,m ≥ N , on a

‖Anx− Amx‖ ≤ ‖An − Am‖ ‖x‖ ≤ ǫ‖x‖

de sorte que les éléments Anx forment une suite de Cauchy dans F ; celui-ci
étant complet, cette suite converge vers un élément y de F . Posons y = Ax ;
on vérifie facilement que A est linéaire, de plus, par passage à la limite
quand m tend vers l’infini dans l’inégalité précédente, on obtient

n ≥ N =⇒ ‖Anx− Ax‖ ≤ ǫ‖x‖

Comme An est continu, cette inégalité montre que A est continu et que,
pour n ≥ N , on a ‖An − A‖ ≤ ǫ. Il en résulte que la suite (An) converge
en norme vers A.

Remarque 3.1.4. -
• Il arrive qu’une suite (An) d’éléments de L(E,F ) possède la propriété

suivante : (Anx) converge vers Ax, pour tout x dans E, mais ‖A−An‖ ne
tend pas vers 0, quand n tend vers l’infini. En voici un exemple simple :
sur l’espace ℓ2(N), muni de sa base canonique, on considère les opérateurs
An définis par

Anek =

{

e1, si k = n

0, si k 6= n

Cela veut dire que pour tout x dans ℓ2(N), Anx = xne1. Il est clair que
‖An‖ = 1, pour tout n, alors que la limite de Anx, quand n tend vers
l’infini, est nulle pour tout élément x de ℓ2(N).

• Insistons sur le fait suivant, qui n’est autre qu’une traduction du
théorème de Banach-Steinhaus (voir Annexe) :

(a) Si une suite (An) de L(E,F ) est telle que, pour tout x ∈ E, la suite

(Anx) est bornée, alors il existe une constante M telle que, pour tout

n, ‖An‖ ≤M .

(b) Si une suite (An) de L(E,F ) est telle que, pour tout x ∈ E, la

suite (Anx) a une limite dans F , alors l’application A, qui à x associe

limn→∞Anx, est un opérateur linéaire continu de E dans F .

Nous allons voir maintenant que, si l’espace de Hilbert E est séparable, tout
élément de L(E) admet, dans une base hilbertienne donnée, une “représen-
tation matricielle” tout à fait analogue à celle, bien connue, lorsque E est
de dimension finie.
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Soient (en) une base hilbertienne de E et A un élément de L(E). Tout
x ∈ E s’écrit de manière unique

x =
∞
∑

1

xjej avec
∞
∑

j=1

|xj|2 <∞

Comme A est continu, il vient Ax =
∑∞

j=1 xjAej. L’opérateur A est ainsi
bien déterminé par son action sur les vecteurs de base et les composantes
(yi) de Ax, dans la base (ei), sont données par

yi = 〈Ax, ei〉 =
∞
∑

j=1

xj〈Aej, ei〉

Si l’on pose aij = 〈Aej, ei〉, on aura

Aej =
∞
∑

i=1

aijei, avec ‖Aej‖2 =
∞
∑

i=1

|aij|2

et

Ax =
∞
∑

i=1

yiei, avec yi =
∞
∑

j=1

aijxj

Ainsi, dans ℓ2(N) muni de la base canonique, A est représenté par l’appli-
cation qui à la suite (xj) fait correspondre la suite (yi), avec yi =

∑∞
j=1 aijxj.

L’opérateur A est donc représenté par la matrice infinie (aij), i, j ∈ N.

EXERCICES

1. Soit L2(0, 1) l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrables sur
(0, 1), relativement à la mesure de Lebesgue. Soit l’opérateur défini
sur L2(0, 1) par Af = xf .
Montrer que A est un opérateur linéaire continu et calculer sa norme.

Solution : Il est clair que l’opérateur défini sur L2(0, 1) par Af = xf
est linéaire. D’autre part, pour tout f dans L2(0, 1), on a :

‖Af‖2 =

∫ 1

0

x2|f(x)|2dx ≤
∫ 1

0

|f(x)|2dx = ‖f‖2

Cela montre que l’opérateurA est continu sur L2(0, 1) et que ‖A‖ ≤ 1.
Pour n ∈ N∗, on désigne par fn la fonction caractéristique de l’inter-
valle [1 − 1/n, 1]. On a

‖Afn‖2 =

∫ 1

1−1/n

x2dx ≥
∫ 1

1−1/n

(

1 − 1

n

)2

dx =
(

1 − 1

n

)2

‖fn‖2
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Il en résulte que, pour tout entier n > 0, on a

‖Afn‖
‖fn‖

≥ 1 − 1

n

On en déduit que ‖A‖ = 1. �

2. Soit E un espace de Hilbert sur C et soit a(, ) une forme sesquilinéaire
et continue sur E ×E, c’est-à-dire qu’il existe une constante M telle
que : |a(x, y)| ≤M‖x‖‖y‖, pour x, y ∈ E.
En utilisant le théorème de représentation de Riesz, montrer qu’il
existe A ∈ L(E) tel que, pour tout x et tout y dans E, on ait

〈x,Ay〉 = a(x, y)

Solution : Les hypothèses montrent que, pour tout y, l’application
x 7→ a(x, y) est une forme linéaire continue. D’après le théorème de
représentation de Riesz, il existe un unique élément qui dépend de y
et que nous notons w(y) tel que

a(x, y) = 〈x,w(y)〉, ∀x ∈ E

et tel que ‖w(y)‖ ≤ M‖y‖. Cette inégalité montre que l’application
qui à y associe w(y) est continue. On vérifie qu’elle est linéaire :

∀x ∈ E, a(x, y + z) = 〈x,w(y + z)〉
Comme a est sesquilinéaire, on a aussi

∀x ∈ E, a(x, y + z) = a(x, y) + a(x, z) = 〈x,w(y)〉 + 〈x,w(z)〉
c’est-à-dire

∀x ∈ E, 〈x,w(y + z)〉 = 〈x,w(y)〉 + 〈x,w(z)〉
On en déduit que w(y + z) = w(y) + w(z). D’autre part, pour tout
scalaire α, on a

a(x, αy) = αa(x, y)

Le premier membre de cette égalité vaut 〈x,w(αy)〉 et le second vaut
α〈x,w(y)〉 = 〈x, αw(y)〉. Il en résulte que w(αy) = αw(y). Ainsi, on
a prouvé que l’application y 7→ w(y) est linéaire et continue. Il suffit
donc de poser w(y) = Ay. �

3. Montrer que si (An) est une suite de Cauchy d’éléments de L(E),
alors (‖An‖) est elle aussi une suite de Cauchy.

Solution : L’inégalité triangulaire montre que, pour deux éléments
A et B de L(E), on a ‖A‖ ≤ ‖A − B‖ + ‖B‖. On en déduit alors

l’inégalité
∣

∣

∣
‖An − Am‖

∣

∣

∣
≤ ‖An − Am‖. Par conséquent, si (An) est

une suite de Cauchy, il en sera de même de la suite (‖An‖). �
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4. Soit (An) une suite d’éléments de L(E) qui converge vers A et soit
(xn) une suite d’éléments de E qui converge vers x. Montrer que la
suite (Anxn) converge vers Ax.

Solution : L’inégalité triangulaire permet d’écrire

‖Ax− Anxn‖ ≤ ‖A‖ ‖x− xn‖ + ‖xn‖ ‖A− An‖

Lorsque n tend vers l’infini, le premier terme du second membre tend
vers 0 et le second terme fait de même car la suite (xn), étant conver-
gente, est bornée et par hypothèse ‖A− An‖ → 0 (n→ ∞). �

5. Soient E un espace de Hilbert et (An) une suite d’éléments de L(E).
On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que ‖An‖ ≤ C pour
tout entier n. On suppose qu’il existe une partie F dense dans E telle
que, pour tout x ∈ F , la suite (Anx) possède une limite. Montrer
que, pour tout x ∈ E, la suite (Anx) a une limite et que l’application
x 7→ limn→∞Anx définit un élément de L(E).

Solution : Soit x un élément de E, on va montrer que la suite (Anx)
est une suite de Cauchy. Puisque F est dense dans E, il existe une
suite (xp) d’éléments de F qui converge vers x. Pour tous les entiers
n,m et p, on a

‖Anx− Amx‖ ≤ ‖Anx− Anxp‖ + ‖Anxp − Amxp‖ + ‖Amxp − Amx‖

≤ 2C‖x− xp‖ + ‖Anxp − Amxp‖

Pour tout ǫ > 0, il existe un entier p tel que ‖x−xp‖ ≤ ǫ/2C. Puisque
xp appartient à F , la suite n 7→ Anxp est convergente. Il existe donc
un entier N tel que

∀n,m ≥ N, ‖Anxp − Amxp‖ ≤ ǫ

On en déduit que, pour n,m ≥ N , ‖Anx − Amx‖ ≤ 2ǫ ; (Axn) est
donc une suite de Cauchy. Si l’on désigne par Ax sa limite, on vérifie
que x 7→ Ax est linéaire, de plus, pour tout entier n ≥ N , on a

‖Ax‖ ≤ ‖Ax− Anx‖ + ‖Anx‖ ≤ ǫ+ C‖x‖

Il en résulte que l’opérateur A est continu et que ‖A‖ ≤ C. �

6. Sur l’espace de Hilbert ℓ2(N), muni de sa base canonique (en), on
définit les opérateurs An par

Anek =

{

en, si k = n ;

0, si k 6= n.
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Montrer que pour tout x dans ℓ2(N), la suite (Anx) converge vers 0,
que ‖An‖ = 1, pour tout n ∈ N et que la suite (An) ne converge pas en
norme. Y a-t-il contradiction avec le résultat de l’exercice précédent ?

Solution : Pour tout élément x de ℓ2(N), on a

x =
∞
∑

n=0

〈x, en〉en et ‖x‖2 =
∞
∑

n=0

|〈x, en〉|2

On en déduit en particulier que la suite (〈x, en〉) tend vers 0. Par
définition de l’opérateur An, on a

∀x ∈ ℓ2(N), Anx = 〈x, en〉en

On en déduit que la suite (Anx) converge vers 0, elle y converge donc
simplement ; on en déduit aussi que

∀x ∈ ℓ2(N), ‖Anx‖ ≤ ‖x‖

Cela montre que la norme de An est plus petite que 1. Comme pour
x = en, on a Anen = en, il en résulte que, pour tout entier n, ‖An‖ =
1. Cependant, si la suite (An) convergeait vers un opérateur A, on
aurait d’un côté ‖A‖ = 1 et d’un autre côté

∀x, Ax = lim
n→+∞

Anx = 0

Ce qui est impossible. �

7. Soit E un espace de Hilbert sur C et soit A un élément de L(E).
(a) Montrer que

‖A‖ = sup
‖x‖,‖y‖≤1

|〈Ax, y〉|

(b) Montrer que si deux éléments A et B de L(E) vérifient la relation
〈Ax, y〉 = 〈Bx, y〉 quels que soient x et y dans E, alors ils sont égaux.
(c) Prouver l’identité de polarisation suivante :

〈Ax, y〉 =
1

4

3
∑

n=0

in〈A(x+ iny), x+ iny〉

(d) En déduire que A = B si, et seulement si, 〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉, pour
tout x dans E.
(e) Ce dernier résultat reste-t-il encore vrai pour les espaces de Hilbert
réels ?

8. Sur l’espace de Hilbert L2(]0,∞[, dx), on définit l’opérateur A par

Af(x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt
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Montrer que A est borné.

Solution : Pour f définie sur (0,∞), on associe la fonction Af définie
sur R par Af(s) = f(es)es/2, on a donc f(t) = Af(log t)t−1/2, t > 0.
On vérifie que A est une bijection de L2(]0,∞[, dx) sur L2(R, dx)
isométrique c’est-à-dire que ‖f‖L2(0,∞) = ‖Af‖L2(R) :

∫ ∞

0

|f(t)|2 dt =

∫

R

|Af(s)|2 ds

On vérifie ensuite que A(Tf) = Af ∗E où E(s) = e−s/2χ(s) et χ est
la fonction caractéristique de (0,∞). Cela veut dire que l’opérateur
T se transforme par A en l’opérateur de convolution par E ; celui-ci
est borné et a pour norme 2, car ‖E‖1 = 2, il en résulte que T est
borné et sa norme vaut 2. �

3.2 Exemples d’opérateurs linéaires continus

Voyons maintenant quelques exemples d’opérateurs linéaires continus
d’un espace de Hilbert dans lui-même.

Opérateurs de multiplication et de translation

Exemple 3.2.1. - Prenons E = ℓ2(N) et soit (λn), n ∈ N, une suite
bornée de nombres complexes. Pour une suite x = (xn) dans ℓ2(N), on
pose Tx = (λnxn). On vérifie immédiatement que

‖Tx‖2 =
∞
∑

n=0

|λnxn|2 ≤ sup
n

|λn|2 ‖x‖2

L’opérateur T est donc continu sur ℓ2(N) et ‖T‖ ≤ supn |λn|. En fait (voir
exercice 1) on a l’égalité ‖T‖ = supn |λn|. T est appelé opérateur de multi-
plication par la suite λ = (λn).

Exemple 3.2.2. - Prenons E = L2(X,Ω, µ), où (X,Ω, µ) est un espace
mesuré σ-fini et soit φ une fonction mesurable sur X à valeurs complexes.
On suppose que φ est essentiellement bornée, c’est-à-dire qu’il existe une
constante c ≥ 0 telle que |φ(x)| ≤ c pour presque tout x de X. La plus
petite de ces constantes c, notée ‖φ‖∞, est appelée la borne supérieure
essentielle de φ. Pour f dans L2(X,Ω, µ), on pose Tf = φf . On définit
ainsi l’opérateur de multiplication par φ et on vérifie que sa norme vaut
‖φ‖∞.
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Par exemple sur L2([0, 1], dx) l’application qui à f fait correspondre xf est
un opérateur linéaire continu et sa norme est égale à 1.
Remarquons que l’égalité ‖T‖ = ‖φ‖∞ tombe en défaut si l’espace X n’est
pas σ-fini, comme le montre l’exemple suivant : X = [0, 1] muni de la tribu
borélienne Ω et de la mesure

∆ ∈ Ω 7→ µ(∆) =

{

m(∆) si 0 /∈ ∆ ;

+∞ si 0 ∈ ∆.

où m est la mesure de Lebesgue. La mesure µ n’est pas σ-finie, puisque
µ({0}) = +∞. Prenons φ la fonction caractéristique de 0 ; elle est essen-
tiellement bornée et ‖φ‖∞ = 1. Pour tout f ∈ L2(µ), l’inégalité

∫

|f |2dµ ≥ |f(0)|µ({0})

implique nécessairement f(0) = 0 et donc φf = 0. L’opérateur de multipli-
cation par φ est donc nul alors que φ n’est pas nulle presque-partout.

Exemple 3.2.3. - Pour tout réel a, on désigne par Ta l’opérateur qui, à
une fonction f de L2(R), associe la fonction Taf définie presque-partout
par

Taf(x) = f(x− a)

C’est un opérateur linéaire continu sur L2(R) et sa norme est égale à 1 ; il
est appelé opérateur de translation.

Exemple 3.2.4. - Pour un entier relatif p, on désigne par Tp l’opérateur
qui, à une suite x = (xn) de ℓ2(Z), fait correspondre la suite

Tpx = (xn−p)

On a là un opérateur linéaire continu sur ℓ2(Z) et de norme 1. Il est de
même appelé opérateur de translation.

Opérateur intégral de Fredholm1

Considérons un intervalle fermé borné [a, b] et une fonction k continue
sur [a, b]× [a, b] à valeurs dans C. A une fonction f de L2([a, b], dx), on fait
correspondre la fonction Kf définie sur l’intervalle [a, b] par

Kf(x) =

∫ b

a

k(x, y)f(y) dy

1Ivar Fredholm (1866-1927), est un mathématicien suédois dont le nom reste attaché
à la théorie des équations intégrales. Ses travaux sont à l’origine des travaux de Hilbert,
sur le même sujet, ce qui allait conduire celui-ci à la notion fondamentale d’espace de
Hilbert.
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Nous allons montrer queK est un opérateur linéaire continu de L2([a, b], dx)
dans lui-même. En effet, une application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz
permet d’écrire

|Kf(x)|2 ≤
(
∫ b

a

|k(x, y)|2dy
)

‖f‖2

Par intégration, on en déduit que ‖Kf‖ ≤ M(b − a)‖f‖, où M désigne
le maximum de la fonction k sur [a, b] × [a, b]. Ainsi, on a montré que
l’opérateur K est continu et que ‖K‖ ≤M(b− a). K est appelé opérateur
intégral de Fredholm et la fonction k est appelée le noyau de l’opérateur K.
Il faut préciser que, pour f dans L2([a, b], dx), la fonction Kf est continue
sur [a, b]. En effet, la fonction (x, y) 7→ k(x, y)f(y) est continue en x et
pour presque tout y elle peut être majorée indépendamment de x par une
fonction intégrable sur [a, b], à savoir M |f | ; le théorème de convergence
dominée s’applique donc et permet de conclure. Il arrive souvent que l’in-
tervalle dans lequel on travaille ne soit pas borné ou que le noyau k ne soit
pas continu. Le théorème suivant permet d’envisager des exemples de cette
situation.

Théorème 3.2.5. Soit (X,Ω, µ) un espace mesuré σ-fini et soit k une
fonction mesurable, définie sur X × X à valeurs complexes. On suppose
qu’il existe deux constantes c1 et c2 telles que

∫

X

|k(x, y)|dµ(y) ≤ c1, µ− presque partout

et
∫

X

|k(x, y)|dµ(x) ≤ c2, µ− presque partout

Alors pour toute f dans L2(X,Ω, µ), la fonction

Kf(x) =

∫

X

k(x, y)f(y)dµ(y)

est définie presque-partout, appartient à L2(X,Ω, µ) et l’opérateur K qui
à f fait correspondre Kf est continu dans L2(X,Ω, µ) et sa norme vérifie
‖K‖ ≤ (c1c2)

1

2 .

Démonstration. On doit démontrer que Kf appartient à L2(µ), mais ceci
découlera de la démonstration du fait que K est borné. Si f ∈ L2(µ),
l’inégalité de Hölder montre que, pour presque tout x,

|Kf(x)| ≤
∫

|k(x, y)| |f(y)|dµ(y)

≤
[

∫

|k(x, y)|dµ(y)
]

1

2
[

∫

|k(x, y)| |f(y)|2dµ(y)
]

1

2

≤ √
c1

[

∫

|k(x, y)| |f(y)|2dµ(y)
]

1

2
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donc
∫

|Kf(x)|2dµ(x) ≤ c1

∫ ∫

|k(x, y)| |f(y)|2dµ(y)dµ(x)

≤ c1

∫

|f(y)|2
∫

|k(x, y)|dµ(x)dµ(y)

≤ c1c2‖f‖2.

Cela montre que la fonction Kf est définie µ-presque partout, appartient
à L2(X,Ω, µ) et que ‖Kf‖2 ≤ c1c2‖f‖2.

L’opérateur décrit par ce théorème est aussi appelé opérateur intégral
de noyau k. Le corollaire suivant en fournit plusieurs exemples intéréssants.

Corollaire 3.2.6. Soit ϕ une fonction mesurable sur Rn et soit la fonction
k définie sur Rn×Rn par k(x, y) = ϕ(x−y). On suppose que ϕ est intégrable
sur Rn muni de la mesure de Lebesgue, alors l’application

f 7→ ϕ ∗ f(x) =

∫

Rn

ϕ(x− y)f(y) dy

définit un opérateur linéaire Kϕ, borné de L2(Rn) dans lui-même. De plus,
on a ‖Kϕ‖ ≤ ‖ϕ‖L1(Rn).

Les opérateurs de ce type, appelés opérateurs de convolution, interviennent
dans beaucoup de questions d’analyse. En voici quelques exemples bien
connus.

Exemple 3.2.7. - Opérateur de Poisson2 sur R : C’est l’opérateur de
convolution associé à la fonction

ϕ(x) =
1

π

1

(1 + x2)

Le coefficient 1/π a été ajusté pour que ‖ϕ‖1 = 1. L’opérateur de Poisson,
que nous noterons pour la circonstance par P , est alors défini par

Pf(x) =
1

π

∫ ∞

−∞

f(y)

1 + (x− y)2
dy, où f ∈ L2(R, dx)

2Siméon-Denis Poisson (1781–1840), mathématicien français, abondonna ses études
de médecine auxquelles ses parents voulaient l’orienter, pour aller étudier les mathéma-
tiques à l’Ecole polytechnique, où il fut élève de P. Laplace et J. Lagrange qui devinrent
l’un et l’autre ses amis. Ses travaux portent sur les intégrales définies, la théorie électro-
magnétique et le calcul des probabilités. Le nom de Siméon Denis Poisson est attaché
à de nombreuses notions mathématiques et physiques (intégrale et équation de Poisson
en théorie du potentiel, crochets de Poisson dans la théorie des équations différentielles,
rapport de Poisson en élasticité et constante de Poisson en électricité).



3.2 Exemples d’opérateurs linéaires continus 107

C’est un opérateur linéaire borné de L2(R, dx) dans lui-même et de norme
égale à 1. On sait l’importance de cet opérateur dans la théorie des fonctions
harmoniques ; plus précisément, posons pour t > 0

ϕt(x) =
1

t
ϕ (x/t) =

1

π

t

t2 + x2

La fonction ϕt est d’intégrale 1 et l’opérateur de convolution Pt qui lui est
associé :

Ptf(x) =
1

π

∫ ∞

−∞

tf(y)

t2 + (x− y)2
dy

est continu de L2(R, dx) dans lui-même. La fonction (x, t) 7→ ϕt(x), définie
dans le demi-plan supérieur { (x, t);x ∈ R, t > 0 } est la partie imaginaire
de −1/(πz), où z = x+it, et est donc une fonction harmonique, c’est-à-dire
qu’elle vérifie

(

∂2

∂x2
+
∂2

∂t2

)

ϕt(x) = 0, pour x ∈ R, et t > 0

Par dérivation sous le signe d’intégration, qui se justifie facilement à l’aide
du théorème de convergence dominée, on voit que la fonction (x, t) 7→
Ptf(x) est harmonique dans le demi-plan supérieur, de plus au sens de la
norme de L2(R, dx), on a

lim
t→0+

‖Ptf − f‖ = 0

Ceci est un résultat général qui découle du fait que {ϕt, t > 0 } est une
approximation de l’identité (voir exercice 1). De là , on peut voir que la
convergence a lieu en tout point où f est continue (et dans Lq(R), 1 ≤ q <
∞, si f est dans cet espace). Ainsi, Ptf résoud le problème de Dirichlet dans
le demi-plan supérieur :







(

∂2

∂x2
+
∂2

∂t2

)

Ptf(x) = 0, pour t > 0 ;

limt→0 Ptf = f, au sens ci-dessus.

Exemple 3.2.8. - Opérateur de Poisson du disque unité : Pour 0 ≤ r < 1,
on pose

pr(θ) =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2

C’est une fonction 2π-périodique, continue, paire, positive et on a

pr(θ) =
∑

n∈Z

r|n|einθ
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En effet, le second membre s’écrit

∑

n∈Z

r|n|einθ = 1 +
∞
∑

n=1

(

rneinθ + rne−inθ
)

et il suffit alors de se rappeler la formule donnant la somme d’une série
géométrique. Il est clair que

1

2π

∫ 2π

0

pr(θ) dθ = 1

L’opérateur de convolution Pr qui est associé à la fonction pr :

Prf(θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ′)pr(θ − θ′) dθ′

est un opérateur linéaire continu de L2([0, 2π], dx/2π) dans lui-même et
sa norme vaut 1. La formule de Parseval (voir le théorème 2.1, section 2,
chapitre II) permet d’exprimer Prf , pour f dans L2([0, 2π], dx/2π), à l’aide
des coefficients de Fourier de pr et ceux de f :

Prf(θ) =
∑

n∈Z

f̂(n)r|n|einθ

=
∞
∑

n=0

f̂(n)zn +
∞
∑

n=1

f̂(−n)z̄n

= v(z) + w(z), avec z = reiθ

Rappelons que f étant de carré intégrable, ses coefficients de Fourier (f̂(n))
sont bornés (en fait f̂(n) tend vers 0 quand |n| tend vers l’infini) et donc les
deux séries ci-dessus ont un rayon de convergence au moins égal à 1. Il est
clair que, dans le disque unité, la fonction v(z) est holomorphe et la fonction
w(z) est antiholomorphe. En d’autres termes, les fonctions v et w sont
indéfiniment dífférentiables dans le disque unité D = { z ∈ C | |z| < 1 }
et

∂v

∂z̄
= 0,

∂w

∂z
= 0, sur D

où l’on a posé

∂

∂z̄
=

1

2

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

,
∂

∂z
=

1

2

(

∂

∂x
− i

∂

∂y

)

Notons que
∂

∂z

∂

∂z̄
=

∂

∂z̄

∂

∂z
=

1

4
∆
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où ∆ est l’opérateur de Laplace sur R2. Puisque v et w sont dans C∞(D),
nous avons ∆v = 0 et ∆w = 0, et donc

∆Prf = 0

De plus, si l’on désigne par ‖ ‖ la norme de L2([0, 2π], dx/2π), la formule
de Parseval donne

‖f − Prf‖2 =
∑

n∈Z

|f̂(n)|2(1 − r|n|)2

et par suite
lim
r→1−

‖f − Prf‖ = 0

Ainsi, Prf est la solution du problème de Dirichlet dans le disque unité en
ce sens que, pour toute f dans L2([0, 2π], dx/2π), la fonction Prf , r < 1,
est une fonction harmonique à l’intérieur du disque unité et converge vers f
sur la frontière de D, lorsque r tend vers 1− (la convergence étant entendue
au sens de la norme de l’espace L2([0, 2π], dx/2π)).

Exemple 3.2.9. - Opérateur de Gauss3 Considérons la fonction de Gauss :

g(x) =
1√
2π

exp(−x2/2), pour x ∈ R

La fonction g est intégrable sur R et son intégrale vaut 1. L’opérateur de
convolution G, qui lui est associé :

Gf(x) =

∫

R

f(y)g(x− y) dy =

∫

R

f(x− y)g(y) dy

est borné de L2(R, dx) dans lui-même et sa norme est majorée par 1. Posons,
pour t > 0,

gt(x) =
1√
t
g
(

x/
√
t
)

La fonction gt est d’intégrale égale à 1 et l’opérateur de convolution associé,
Gt est borné sur L2(R, dx) ; il est appelé opérateur de Gauss et joue un rôle
important dans la résolution des équations d’évolution classiques telle que
l’équation de la chaleur. En effet, on vérifie aisément que

∂gt
∂t

=
1

2

∂2gt
∂x2

3L’œuvre du mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855) est un mo-
nument d’une ampleur et d’une richesse sans égale : non seulement il y a Gauss ma-
thématicien, mais il y a le calculateur, le géodésien, l’astronome sans oublier qu’il a
pratiquement consacré les vingt dernières années de sa vie à l’étude du magnétisme.
On estime que c’est presque de trois quarts de siècle qu’il a devancé son temps et ainsi
illuminé l’avenir comme nul autre ne l’a fait. Son génie inspirait à ses contemporains
une vénération un peu craintive, et nul n’aurait osé lui contester le titre de “Prince des
mathématiciens” dont on le désignait communément.
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On en déduit que, pour toute f dans L2(R, dx), la fonction qui à (x, t)
associe Gtf(x) est deux fois continûment dérivable sur R×]0,∞[ et satisfait







∂Gt
∂t

=
1

2

∂2Gt

∂x2

lim
t→0+

‖f −Gtf‖ = 0

c’est-à-dire que l’opérateur de Gauss permet de résoudre l’équation de la
chaleur sur R×]0,∞[.

Opérateur intégral de Volterra4

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R et soit k une fonction continue
sur [a, b] × [a, b] à valeurs complexes. Pour toute fonction f dans l’espace
L2([a, b], dx), on pose

V f(x) =

∫ x

a

k(x, y)f(y) dy

On définit ainsi un opérateur linéaire borné de L2([a, b], dx) dans lui-même
et on vérifie que

‖V ‖ ≤M
b− a√

2
où M = sup

[a,b]×[a,b]

|k(x, y)|

Cet opérateur, appelé opérateur intégral de Volterra, diffère de l’opérateur
intégral de Fredholm par le fait que la borne supérieure de l’intégrale qui
le définit est la variable x, au lieu de l’extrémité b de l’intervalle. Ceci a
pour effet d’avoir une meilleure majoration de la norme de V et par suite
de V n, avec n ∈ N. On peut anticiper et voir l’exemple 3.12 du paragraphe
qui suit.

EXERCICES

1. Soit λ = (λn) une suite bornée de nombres complexes et soit Tλ
l’opérateur de multiplication dans ℓ2(N), par la suite λ. Montrer que
‖Tλ‖ = supn |λn|.
Solution : Par définition, pour x = (xn) ∈ ℓ2(N), Tλx = (λnxn) et

‖Tλx‖2 =
∑

n∈N

|λnxn|2 ≤ sup
n∈N

|λn|2‖x‖2

4Vito Volterra (1860-1940), est un mathématicien italien dont les travaux portent
sur l’Analyse Mathématique et ses applications à la Mécanique Physique et la Biologie.
Il consacra les dernières années de sa vie à l’étude de l’Hérédité et la Théorie de la lutte
pour la vie.



3.2 Exemples d’opérateurs linéaires continus 111

On en déduit que ‖Tλ‖ ≤ sup
n∈N

|λn|. D’autre part, pour tout élément

ek de la base canonique de ℓ2(N), on a Tλek = λkek et par suite

∀k ∈ N, ‖Tλ‖ ≥ ‖Tλek‖
‖ek‖

= |λk|

On en déduit que sup
k∈N

|λk| ≤ ‖Tλ‖, et par suite l’égalité voulue. �

2. Approximation de l’identité : Soit ϕ une fonction positive, intégrable
sur Rn et d’intégrale égale à 1. Pour t > 0, on considère la fonction
définie par ϕt(x) = t−nϕ (x/t)
(i) Montrer que ϕt est dans L1(Rn) et que ‖ϕt‖1 = 1.
(ii) Montrer que pour tout δ > 0 , limt→0

∫

‖x‖>δ
ϕt(x) dx = 0.

(iii) En déduire que si f est dans Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, alors ϕt ∗ f
appartient à Lp(Rn, dx) et que

lim
t→0+

‖f − ϕt ∗ f‖p = 0

(iv) Montrer que si f est une fonction uniformément continue et bor-
née sur Rn, alors ϕt ∗ f converge uniformément sur Rn vers f lorsque
t tend vers 0.

Solution : L’assertion (i) résulte immédiatement du changement de
variables y = x/ǫ. Pour l’assertion (ii), soit δ > 0 et posons encore
y = x/ǫ. Alors

∫

‖x‖>δ

ϕt(x) dx = ǫ−n
∫

‖y‖>δ

ϕ(x/ǫ) dx =

∫

‖y‖>δ/ǫ

ϕ(y) dy

Puisque ϕ est intégrable et δ/ǫ tend vers l’infini lorsque ǫ tend vers
0, la dernière intégrale tend vers 0 avec ǫ. Pour la partie (iii), on
remarque d’après (i) que f(x) =

∫

Rn ϕt(x) dx et par suite

|ϕt ∗ f | =

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

[f(x− y) − f(x)]ϕt(y) dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Rn

|f(x− y) − f(x)|ϕt(y)1/pϕt(y)
1/q dy

où 1/p+ 1/q = 1. En appliquant l’inégalité de Hölder et en intégrant
par rapport à x, on voit que ‖f ∗ ϕt(x) − f(x)‖pp est majorée par

∫

Rn

[
∫

Rn

|f(x− y) − f(x)|pϕt(y) dy
][
∫

Rn

ϕt(y) dy

]p/q

dx

=

∫

Rn

[
∫

Rn

|f(x− y) − f(x)|pϕt(y) dy
]

dx
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En changeant l’ordre des intégrations dans la dernière intégrale (ce
qui est justifié car les fonctions sont positives), on obtient

‖ϕt ∗ f − f‖pp ≤
∫

Rn

ϕt(y)ψ(y) dy

où ψ(y) = ‖Tyf − f‖pp, Ty étant l’opérateur de translation défini au
début de ce paragraphe. Pour δ > 0, on peut écrire

∫

Rn

ϕt(y)ψ(y) dy =

∫

‖y‖<δ

+

∫

‖y‖≥δ

ϕt(y)ψ(y) dy = At,δ +Bt,δ

Etant donné η > 0, on peut choisir δ de façon que ψ(y) soit stricte-
ment inférieur à η dès que ‖y‖ < δ ; il en résulte que pour tout t > 0,
At,δ ≤ η. De plus, en utilisant l’inégalité de Minkowski, on peut voir
que ‖ψ‖∞ est majoré par 2p‖f‖pp et par suite Bt,δ est, à une constante
multiplicative près, majorée par

∫

‖y‖≥δ
ϕt(y) dy. On conclut grâce à

(ii). L’assertion (iv) se démontre de façon tout à fait analogue. �

3. En utilisant les résultats de l’exercice précédent, montrer que l’espace
C∞
c (Rn) des fonctions indéfiniment dérivables et à support compact

dans Rn est dense dans Lp(Rn, dx) pour tout p, 1 ≤ p <∞.
4. Lemme de Schur : Soit k une fonction définie et positive sur R+×R+.

On suppose que pour tout λ > 0, k(λs, λt) = λ−1k(s, t) et que pour
un certain p, 1 ≤ p ≤ ∞,

∫ ∞

0

k(1, t)t−
1

p dt = γ <∞

Par exemple k(s, t) = 1/(s + t) possède ces propriétés. Montrer que
‖Kf‖p ≤ γ‖f‖p, où K est donné par

Kf(s) =

∫ ∞

0

f(t)k(s, t) dt, (s > 0)

Solution : On remarque que

Kf(s) = s−1

∫ ∞

0

f(t)k(1, t/s) dt =

∫ ∞

0

f(st)k(1, t) dt

En utilisant la version intégrale de l’inégalité de Minkowski (voir exer-
cice 15, section 1, chapitre I), on peut écrire

‖Kf‖p ≤
∫ ∞

0

[

∫ ∞

0

∣

∣f(st)k(1, t)
∣

∣

p
ds
]

1

p

dt

Un changement de variables évident montre que le second membre
est égal à

∫ ∞

0

k(1, t)t−
1

p

(

∫ ∞

0

|f(u)|p du
)

1

p

dt = γ‖f‖p

L’inégalitée cherchée s’en déduit. �
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5. (Extension, due à Schur, du théorème 2.5 ) : Soient (X,µ) et (Y, ν)
deux espaces mesurés σ-finis et soit (x, y) 7→ k(x, y) une fonction
mesurable sur (X × Y, µ × ν). On suppose qu’il existe des fonctions
mesurables p(x) et q(y) positives presque partout sur X et Y respec-
tivement et telles que
∫

X

|k(x, y)|p(x) dµ(x) ≤ C1q(y),

∫

Y

|k(x, y)|q(y) dν(y) ≤ C2p(x)

(i) Montrer que l’opérateur intégral de noyau k, défini par

Kf(x) =

∫

Y

k(x, y)f(y) dν(y)

est borné de L2(Y, ν) dans L2(X,µ) et que ‖K‖2 ≤ C1C2.
(ii) Montrer que dans le cas où X = R+ = [0,∞[ et Y = R, l’opéra-
teur K est borné de L2(R) dans L2(R+) pourvu que le noyau k vérifie

l’inégalité |k(x, y)| ≤ C (x2 + y2)
− 1

2 . On construira p(x) et q(y) de fa-
çon à pouvoir utiliser (i).

3.3 Propriétés spectrales des opérateurs

continus

Soit E un espace de Hilbert, L(E) est alors une algèbre de Banach. On
aimerait définir f(A) lorsque f est une fonction d’une variable complexe
et A un élément de L(E). Prenons d’abord f un polynôme à coefficients
complexes, f(x) =

∑n
0 αkx

k. Il n’y a aucune difficulté à définir f(A) par

f(A) =
n
∑

0

αkA
k

en convenant que A0 = I (l’opérateur identité) et f(A) appartient à L(E).
On vérifie également que si p1 et p2 sont deux polynômes à coefficients
complexes

(λ1p1 + λ2p2)(A) = λ1p1(A) + λ2p2(A), p1p2(A) = p1(A)p2(A)

ce qui exprime le fait que l’application p 7→ p(A) est un homomorphisme
de l’algèbre des polynômes dans l’algèbre L(E).

Jusqu’ici nous n’avons pas fait usage de topologie. Prenons maintenant
pour f la somme d’une série entière f(x) =

∑∞
0 αjx

j, de rayon de conver-
gence R > 0 ; la relation ‖An‖ ≤ ‖A‖n, montre que la série

∑∞
0 αjA

j est
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normalement convergente pour ‖A‖ < R. Comme L(E) est complet, elle
est convergente et sa somme définit un élément de L(E) qu’on note f(A).
On peut par exemple considérer la série

∞
∑

n=0

An

n!
,

dont le rayon de convergence est R = +∞. Sa somme est un opérateur
borné noté eA, et on vérifie facilement que si A et B sont deux éléments de
L(E) qui commutent (AB = BA), alors eAeB = e(A+B). En particulier si
l’on pose, pour t ∈ C, f(t) = etA, on aura

f(t+ s) = f(t)f(s)

et on a là un groupe à un paramètre d’éléments de L(E).
Un autre exemple particulièrement important est donné par le théorème
suivant

Théorème 3.3.1. Si A est un élément de L(E) tel que ‖A‖ < 1, alors la
série

∑∞
n=0A

n est convergente dans L(E) et on a

(I − A)

( ∞
∑

n=0

An
)

=

( ∞
∑

n=0

An
)

(I − A) = I

Démonstration. Si ‖A‖ < 1 la série
∑

An est normalement convergente
dans L(E). Soit B sa somme ; la relation

(I − A)(I + A+ A2 + · · · + An) = I − An+1

montre, par passage à la limite quand n tend vers l’infini, que B vérifie
(I − A)B = B(I − A) = I.

Ce théorème traduit le fait que si ‖A‖ < 1, l’opérateur I −A est inver-
sible et son inverse est la somme de la série

∑∞
0 An. Celle-ci est souvent

appelée série de Neumann5, elle a été introduite dans le but de résoudre cer-
taines équations intégrales dont nous verrons, plus loin, quelques exemples.

Rappelons qu’un élément A de L(E) est dit inversible s’il existe un
élément B (nécessairement dans L(E), voir remarque ci-dessous) vérifiant

AB = I et BA = I

5John Von NEUMANN (1903-1957), mathématicien d’origine hongroise, a créé des
théories nouvelles pour formaliser des problèmes qui échappaient à l’analyse classique. Il
a ainsi rendu rigoureux les développements du formalisme de la Mécanique Quantique de
Dirac et Schrödinger. Il concocta en 1943, avec l’économiste autrichien Oskar Morgens-
tern, une célèbre théorie économique : la théorie des jeux. Les ordinateurs d’aujourd’hui
fonctionnent toujours selon les principes de base qu’il définit en juin 1945.
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L’opérateur B est alors unique ; il est désigné par B = A−1 et appelé l’in-
verse de A. Notons qu’une seule des égalités précédentes ne suffit pas pour
affirmer que A est inversible. En effet la première implique que l’opérateur
A est surjectif alors que la deuxième implique qu’il est injectif. Si E est
de dimension finie, il y a effectivement équivalence entre la première et la
deuxième relation, mais si E n’est pas de dimension finie, cette équivalence
tombe en défaut.

Remarque 3.3.2. - C’est un fait remarquable que si A ∈ L(E) est bijectif,
alors son inverse A−1 est un opérateur continu, c’est-à-dire appartient à
L(E). Ceci est une conséquence du théorème de l’application ouverte (voir
l’annexe) qui assure que si E et F sont deux espaces de Banach et φ : E 7→
F est une application linéaire continue et surjective, alors elle est ouverte,
c’est-à-dire qu’elle envoie tout ouvert de E sur un ouvert de F . Il en résulte
que l’image réciproque par A−1 de tout ouvert O ⊂ E, c’est-à-dire A(O),
est un ouvert ce qui traduit précisément la continuité de A−1.

Lemme 3.3.3. L’ensemble des éléments inversibles de L(E) est un ouvert
dans L(E) et l’application A 7→ A−1 est continue.

Démonstration. Soit A un élément de L(E) inversible. Pour tout l’élément
B de L(E) vérifiant ‖B‖ < ‖A−1‖−1, l’opérateur I + A−1B est inversible
(car ‖A−1B‖ < 1) et il en sera de même de l’opérateur A + B = A(I +
A−1B). Cela montre que les opérateurs inversibles forment un ouvert de
L(E). Par ailleurs,

(A+B)−1 − A−1 = (I + A−1B)−1A−1 − A−1

=
∞
∑

n=1

(−1)n(A−1B)nA−1

et par suite

‖(A+B)−1 − A−1‖ ≤
∞
∑

1

‖A−1‖n+1‖B‖n < ‖A−1‖
1 − ‖A−1‖‖B‖‖B‖

Il en résulte que ‖(A+B)−1 − A−1‖ tend vers 0 avec ‖B‖.

Définition 3.3.4. Soit A un élément de L(E). On appelle ensemble ré-
solvant de, et on note ρ(A), l’ensemble des nombres complexes λ tels que
A − λI soit inversible. On appelle spectre de A, et on note σ(A), le com-
plémentaire de ρ(A) dans C.

L’application RA qui à λ ∈ ρ(A) fait correspondre (A − λI)−1, est
appelée la résolvante de l’opérateur A. Elle possède la propriété intéressante
suivante, qui permet de donner une première description du spectre d’un
opérateur de L(E).
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Théorème 3.3.5. Soit E un espace de Hilbert et A ∈ L(E).
(i) La résolvante RA est une application holomorphe de ρ(A) dans L(E)

et vérifie l’équation de la résolvante

RA(λ) −RA(µ) = (λ− µ)RA(λ)RA(µ)

(ii) Pour λ, µ ∈ ρ(A), on a RA(λ)RA(µ) = RA(µ)RA(λ).

Démonstration. (i) L’équation de la résolvante se vérifie facilement ; jointe
à la continuité de RA, elle entraîne l’holomorphie de celle-ci, car

lim
µ→λ

RA(λ) −RA(µ)

λ− µ
= R2

A(λ)

De plus, par symétrie on a RA(µ)−RA(λ) = (µ−λ)RA(µ)RA(λ). Au vu de
l’équation de la résolvante, on en déduit que RA(λ) et RA(µ) commutent,
ce qui démontre (ii).

Théorème 3.3.6. Le spectre de tout élément A de L(E) est un compact
non vide de C, inclus dans le disque fermé de centre 0 et de rayon ‖A‖.

Démonstration. L’application λ 7→ A−λI est continue et ρ(A) est l’image
réciproque, par cette application, de l’ensemble des éléments de L(E) in-
versibles. Celui-ci étant un ouvert (lemme 3.3), on en déduit que ρ(A) est
un ouvert dans C. D’autre part, tout λ ∈ C, |λ| > ‖A‖, est dans ρ(A) car

A− λI = −λ(I − λ−1A)

et ‖λ−1A‖ < 1. Il en résulte que σ(A) est un fermé inclus dans le disque
fermé {λ ∈ C, |λ| ≤ ‖A‖ }.

Il reste à vérifier que σ(A) est non vide. Supposons le contraire ; pour x
et y fixés,la fonction λ 7→ 〈RA(λ)x, y〉 est alors holomorphe sur ρ(A) = C,
et tend vers 0 quand |λ| → +∞ ; elle est donc bornée dans tout le plan
complexe et le théorème de Liouville implique qu’elle est identiquement
nulle

〈RA(λ)x, y〉 = 0, ∀x, y ∈ E

ceci nécessite que RA(λ) = 0,∀λ ∈ C, ce qui est absurde.

Théorème 3.3.7. Soit A un élément de L(E) et soit p un polynôme de
degré n, à coefficients complexes, p(x) =

∑n
0 αkx

k. Alors
(i) le spectre de p(A) est σ(p(A)) = p(σ(A)) = { p(λ) | λ ∈ σ(A) }
(ii) Si A est inversible, σ(A−1) = [σ(A)]−1 = {λ−1 | λ ∈ σ(A) }.

Démonstration. Pour tout λ0, p(λ) − p(λ0) = (λ − λ0)q(λ), où q est aussi
un polynôme. On en déduit que

p(A) − p(λ0)I = (A− λ0I)q(A)



3.3 Propriétés spectrales des opérateurs
continus 117

Si λ0 appartient à σ(A), alors p(λ0) appartient à σ(p(A) − p(λ0)I), sinon
[p(A) − p(λ0)I]

−1q(A) serait l’inverse de A− λ0I. Ainsi, on a montré l’in-
clusion

p(σ(A)) ⊂ σ(p(A))

Inversement, soit λ0 dans σ(p(A)) et désignons par λj, 1 ≤ j ≤ n, les racines
de p(λ) − λ0, chacune étant répétée autant de fois que sa multiplicité. Il
existe une constante α telle que

p(λ) − λ0 = α(λ− λ1) · · · (λ− λn)

et

p(A) − λ0I = α(A− λ1I) · · · (A− λnI)

Puisque le premier membre de cette dernière égalité est un opérateur non
inversible, il existe j, 1 ≤ j ≤ n, tel que A − λjI est non inversible, c’est-
à-dire λj ∈ σ(A). En prenant λ = λj dans la première égalité, on trouve
p(λj) = λ0, ce qui veut dire que λ0 ∈ p(σ(A)) et par suite le spectre de
p(A) est inclus dans p(σ(A)).

Par exemple, le spectre d’un opérateur nilpotent est réduit à 0 (un
élément A de L(E) est nilpotent s’il existe n tel que An = 0).

Si λ ∈ C est tel que A − λI n’est pas injectif, alors λ appartient au
spectre de A ; on dit que λ est une valeur propre de A, tout vecteur x 6= 0
appartenant au noyau de A−λI est appelé un vecteur propre de A corres-
pondant à la valeur propre λ, ces vecteurs propres et 0 forment un sous-
espace vectoriel fermé de E appelé sous-espace propre de A correspondant
à la valeur propre λ, sa dimension (finie ou infinie) est la multiplicité de λ.

Définition 3.3.8. Le spectre ponctuel de A, noté σp(A), est l’ensemble des
valeurs propres de A.

Notons bien que, lorsque E est de dimension finie n, l’algèbre linéaire
élémentaire nous a appris que toute valeur spectrale de A est une valeur
propre de A, c’est-à-dire σ(A) = σp(A), et le spectre de A est un ensemble
fini ayant au plus n éléments qui sont les racines du polynôme caractéris-
tique de A. Mais si E est de dimension infinie la situation se complique et
on a en général seulement l’inclusion σp(A) ⊂ σ(A). Naturellement, nous
nous intéresserons aux cas “modérés” où la situation est “proche” de celle
en dimension finie, à savoir les opérateurs dont le spectre est constitué
d’un nombre (au plus) dénombrable de valeurs propres : C’est la classe des
opérateurs compacts qui feront l’objet du chapitre IV. Voyons à présent,
quelques exemples.

Exemple 3.3.9. - Déterminons le spectre de l’opérateur de translation
défini sur ℓ2(N) par Ae1 = 0 et Aen+1 = en. On peut vérifier facilement que
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‖A‖ = 1, si bien que pour tout complexe λ de module strictement supérieur
à 1, l’opérateur

λI − A = λ
(

I − A

λ

)

est inversible. Le spectre de A est donc inclus dans le disque unité fermé
D(0, 1). Nous allons démontrer qu’il lui est égal. On vérifie d’abord que pour
tout λ, |λ| < 1, l’élément xλ = (1, λ, λ2, . . .) est dans ℓ2(N) et satisfait la
relation Axλ − λxλ = 0, donc λ ∈ σp(A) et xλ est un vecteur propre
associé. On peut voir facilement que tout autre vecteur propre asssocié à
λ est proportionnel à xλ. Ainsi, on a montré l’inclusion de D(0, 1) dans
σp(A) et, compte tenu de ce qui précède, σ(A) = D(0, 1). Par ailleurs,
si |λ| = 1 la solution xλ de Ax = λx n’appartient pas à ℓ2(N), un tel
λ n’appartient pas donc au spectre ponctuel ; comme il est dans σ(A),
forcément l’opérateur A− λI n’est pas surjectif. On peut d’ailleurs vérifier
que l’unique solution x = (x1, x2, . . .) de l’équation Ax− λx = e1 est de la
forme x = x1e1 + (1 + λx1)e2 + λ(1 + λx1)e3 + · · ·+ λn−2(1 + λx1)en + · · · ,
et cet élément n’est pas dans ℓ2(N).

Exemple 3.3.10. - Sur l’espace de Hilbert L2([0, 1], dx), on considère
l’opéra-teur A de multiplication : Af(x) = xf(x). On a ‖A‖ = 1 et donc

σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ 1 }

Si λ est en dehors de l’intervalle [0, 1], la fonction x 7→ (x−λ)−1 est bornée
sur l’intervalle [0, 1] et l’opérateur de multiplication par cette fonction est
borné, c’est l’inverse de A−λI. Donc σ(A) ⊂ [0, 1]. D’autre part, la relation
Af − λf = 0 implique que f est nulle sauf éventuellement au point λ,
l’opérateur A n’admet donc pas de valeur propre (σp(A) = ∅). Enfin, pour
tout λ ∈ [0, 1], l’opérateur A − λI n’est pas surjectif, puisque l’unique
solution de l’équation Af−λf = 1 est la fonction (x−λ)−1 qui n’appartient
pas à L2([0, 1], dx). En conclusion

σp(A) = ∅ et σ(A) = [0, 1].

Exemple 3.3.11. - Soit ℓ2(N) l’espace de Hilbert des suites x = (xn) de
nombres complexes vérifiant

∞
∑

n=0

|xn|2 <∞

Soit D un compact de C et soit {λk, k ∈ N} une suite dense dans D. On
désigne par A l’opérateur de multiplication par la suite (λk) :

x = (xn) ∈ ℓ2(N) 7→ Ax = (λnxn)
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On remarque d’abord que, la suite (λn) étant bornée, l’opérateur A est un
endomorphisme continu de ℓ2(N). D’autre part, pour tout n, λn appartient
à σp(A) puisque Aen = λnen. Comme le spectre de A est fermé, on en déduit
que D ⊂ σ(A). Soit λ ∈ C \ D, il existe α > 0 tel que |λ − λk| > α, ∀ k.
La suite ((λ− λn)

−1) est bornée et l’opérateur de multiplication par cette
suite est donc borné, c’est l’inverse de A− λI. Ainsi, un tel λ appartient à
ρ(A) et donc le spectre de A est inclus dans D. Finalement on a les égalités

σ(A) = D et σp(A) = {λn, n ∈ N }.

Cet exemple fournit, en quelque sorte, une réciproque du théorème 3.6,
puisqu’il montre que tout compact de C est le spectre d’un opérateur li-
néaire continu sur un espace de Hilbert.

Exemple 3.3.12. - (spectre de l’opérateur de Volterra) : Soit [a, b] un
intervalle de R, soit k une fonction continue sur [a, b] × [a, b] à valeurs
réelles. Sur l’espace de Hilbert E = L2([a, b], dx), on considère l’opérateur
de Volterra V défini par

V f(x) =

∫ x

a

k(x, y)f(y) dy, pour f ∈ L2([a, b], dx)

On vérifie immédiatement que V 2 est un opérateur de Volterra et

V 2f(x) =

∫ x

a

k2(x, y)f(y) dy, avec k2(x, y) =

∫ x

y

k(x, t)k(t, y) dt

Plus généralement, on vérifie par induction que pour tout entier n ≥ 2, V n

est un opérateur de Volterra dont le noyau kn est donné par

kn(x, y) =

∫ x

y

k(x, t)kn−1(t, y) dt, y ≤ x

Pour ces calculs et ceux qui suivent on peut voir l’exercice 7. Soit M le
maximum du noyau k sur [a, b]× [a, b]. On vérifie par récurrence sur n que

|kn(x, y)| ≤Mn (x− y)n−1

(n− 1)!
≤Mn (b− a)n−1

(n− 1)!

De cette dernière inégalité il résulte que la série
∑∞

n=1 kn(x, y) converge
uniformément sur [a, b] × [a, b] vers une fonction continue sur [a, b] × [a, b].
Ensuite, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

|V nf(x)|2 ≤
(

∫ x

a

|kn(x, t)|2 dt
)

‖f‖2
2

≤
(

Mn

(n− 1)!

)2
(x− a)2n−1

2n− 1
‖f‖2

2
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Par intégration sur [a, b], on en déduit que

‖V n‖ ≤Mn (b− a)n

(n− 1)!
√

2n

La série
∑∞

n=0 V
n est donc convergente dans L(E), ce qui implique que

l’opérateur I − V est inversible dans L(E). Le calcul précédent vaut pour
l’opérateur λI−V = λ(I−λ−1V ), quel que soit λ 6= 0, il suffit simplement
de remplacer M par λ−1M . Ainsi, pour tout λ 6= 0, l’opérateur λI − V est
inversible et donc σ(V ) = {0}.
Notons que les calculs précédents montrent que l’inverse de I−V est encore
un opérateur de Volterra de noyau la fonction continue qui représente la
somme de la série

∑∞
n=0 kn(., .).

EXERCICES

1. Sur l’espace de Hilbert L2([0, 1], dx), on considère l’opérateur de mul-
tiplication défini par

Af(x) = m(x)f où m(x) =

{

2x, si 0 ≤ x ≤ 1
2
;

1, si frac12 ≤ x ≤ 1.

Montrer que σ(A) = [0, 1] et que σp(A) = {1}.
Quelle est la multiplicité de la valeur propre 1 ?

Solution : Soit λ dans ]0, 1[. La seule solution possible de l’équation
(Af − λf) = 1 est définie presque partout (en fait sauf en x = λ/2)
par

f(x) =

{

1
2x−λ

si 0 ≤ x ≤ 1
2
;

1
1−λ

si 1
2
≤ x ≤ 1.

Or, cette fonction n’appartient pas à L2([0, 1], dx). Ainsi, pour un tel
λ, l’opérateur A − λI n’est pas surjectif. Il en résulte que le spectre
de A contient ]0, 1[, comme il est fermé, il est donc égale à [0, 1].
Soit λ dans ]0, 1[. L’équation Af − λf = 0 implique que

(m(x) − λ)f(x) = 0, pour presque tout x ∈ [0, 1]

Compte tenu de l’expression de m, cela implique, nécessairement, que
f est presque partout nulle. Pour λ = 1, la fonction x 7→ m(x) − 1
est nulle sur [1/2, 1]. Il en résulte que, toute fonction de L2([0, 1]) à
support dans [1/2, 1] est fonction propre de A relativement à la valeur
propre 1. Celle-ci est donc de multiplicité infinie. �

2. Soit E un espace de Hilbert séparable E et soit (en)n≥1 une base
hilbertienne de E. On considère l’opérateur A défini par Aen = en+1,
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pour n ≥ 1. Autrement dit, si x =
∑∞

n=1〈x, en〉en est un élément
arbitraire de E,

Ax =
∞
∑

n=1

〈x, en〉en+1

Déterminer σ(A) et σp(A).

Solution :
a) La définition de A montre que, pour tout x ∈ E, ‖Ax‖ = ‖x‖.
Il en résulte que ‖A‖ = 1, que A est injectif et que son spectre est
inclus dans le disque fermée, D(0, 1), de centre l’origine et de rayon
1.
b) Soit λ un nombre complexe non nul, avec |λ| ≤ 1. L’équation
Ax− λx = 0 s’écrit

∞
∑

n=1

〈x, en〉en+1 − λ

∞
∑

n=1

〈x, en〉en = 0

On en déduit que, pour tout entier n ≥ 1, on a 〈x, en〉 = λ〈x, en+1〉.
Par récurrence, il vient

∀n ≥ 0, 〈x, en+1〉 =
1

λn
〈x, e1〉

Comme la série de terme général 1/λn n’appartient pas à ℓ2(N), la
solution x, ainsi trouvée, n’appartient pas à E. Il en résulte que λ n’est
pas valeur propre de A. Le spectre ponctuel de A est donc réduit à
l’ensemble vide.
c) Soit λ un nombre complexe non nul, avec |λ| ≤ 1. L’équation
Ax− λx = e1 s’écrit

∞
∑

n=1

〈x, en〉en+1 − λ

∞
∑

n=1

〈x, en〉 = e1

On en déduit que 〈x, e1〉 = −1/λ et par récurrence que

∀n ≥ 2, 〈x, en〉 = − 1

λn

La série de terme général −(1/λn) n’étant pas dans ℓ2(N), on en
déduit que l’équation Ax− λx = e1 n’admet pas de solution dans E,
c’est-à-dire que l’opérateur A − λI n’est pas surjectif. Il en résulte
que λ appartient au spectre de A.
En conclusion, on a σp(A) = ∅ et σ(A) = D(0, 1). �

3. Soit a un réel non nul et soit τa l’opérateur de translation défini sur
L2(R, dx) par τaf(x) = f(x− a).
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Montrer que τa est inversible et que ‖τa‖ = ‖τ−1
a ‖ = 1.

Montrer que σ(τa) ⊂ {λ ∈ C | |λ| = 1 }.
Solurion : Pour toute f dans L2(R, dx), on a τ−aτaf = τaτ−af = f .
Cela montre que τa est inversible et que (τa)

−1 = τ−a. D’autre part,
la mesure de Lebesgue sur R étant invariante par translation, on en
déduit que

‖τaf‖ = ‖(τa)−1f‖ = ‖f‖
Les opérateurs τa et τ−a sont donc injectifs, de norme 1 et leurs
spectres sont inclus dans D(0, 1). On déduit que σ(τa) ⊂ D(0, 1)
et par suite, tout λ ∈ C de module |λ| > 1, est dans l’ensemble ré-
solvant de τ±a. Soit λ un nombre complexe non nul, avec |λ| < 1. On
a

τa − λI = −λτa(τ−a − λ−1I)

Comme |λ−1| > 1, le second membre de l’égalité ci-dessus est un opé-
rateur inversible et il en est de même du premier. On en déduit qu’un
tel λ est dans l’ensemble résolvant de τ±a. Finalement, le spectre de
l’opérateur τ±a est inclus dans le cercle unité. �

4. Soit φ ∈ L1(R, dx) et soit A l’opérateur de convolution par φ, défini
sur l’espace L2(R, dx) par

Af = φ ∗ f =

∫

R

φ(x− t)f(t) dt, f ∈ L2(R, dx)

Montrer que le spectre de A est l’adhérence de l’ensemble des valeurs
de la transformée de Fourier de φ.

Solution : Pour tout élément g de L2(R, dx), on a l’équivalence

f ∈ L2(R, dx), Af − λf = g ⇐⇒ f̂ ∈ L2(R, dx), (φ̂− λ)f̂ = ĝ

Si λ appartient à l’adhérence des valeurs de φ̂, la seule solution pos-
sible de l’équation (φ̂−λ)f̂ = ĝ, donnée par f̂ = ĝ/(φ̂−λ) n’appartient
pas à l’espace L2(R, dx). L’opérateur A − λI n’est donc pas surjec-
tif. Un tel λ est dans le spectre de A. En revanche, si λ est dans le
complémentaire de l’adhérence des valeurs de φ̂, la fonction

ψ =
1

φ̂− λ

est bien définie sur R. De plus, la fonction φ étant dans L1(R, dx), sa
transformée de Fourier φ̂ est une fonction continue qui tend vers 0 à
l’infini. On en déduit que la fonction ψ est continue et bornée sur R.
Il en résulte que la fonction ψĝ est dans L2(R, dx). Sa tranformée de
Fourier inverse est alors l’unique solution de l’équation Af − λf = g.
Un tel λ est donc dans l’ensemble résolvant de l’opérateur A. �
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5. Soit φ ∈ L1(T, dt) et soit A l’opérateur de convolution par φ, défini
dans l’espace L2(T, dt) par

Af =
1

2π

∫ 2π

0

φ(x− t)f(t) dt

Montrer que le spectre de l’opérateur A est l’ensemble constitué des
coefficients de Fourier de φ et de 0.

Solution : Pour n ∈ Z et f ∈ L2(T, dt), on désigne par cn(f) les
coefficients de Fourier de f . Soit λ non nul et vérifiant pour tout
n : λ 6= cn(φ). Pour g dans L2(T, dt), l’équation Af − λf = g est
équivalente à la relation cn(f) = cn(g)/(cn(φ) − λ), pour tout entier
n ∈ Z. Comme cn(φ) tend vers 0, quand n tend vers l’infini, il existe
une constante M telle que pour tout n on ait |cn(φ) − λ|−1 ≤M . La
suite cn(g)/(cn(φ)−λ) est donc dans ℓ2(Z) et définit bien une fonction
f de L2(T, dt). Ainsi, tout λ non nul et distinct de cn(φ) pour tout n
est dans l’ensemble résolvant. D’autre part, f est fonction propre de
A correspondant à une valeur propre λ (c’est-à-dire est solution de
Af − λf = 0) si, et seulement si, il existe n ∈ Z tel que λ = cn(φ) et
alors f(x) = einx. Cela veut dire que les valeurs propres de l’opérateur
A sont les coefficients de Fourier de φ, comme le spectre de A est fermé
et que cn(φ) tend vers 0 quand n tend vers l’infini, il en résulte que
σ(A) = { cn(φ), n ∈ Z } ∪ {0}. �

6. On rappelle que le noyau de Poisson du disque unité est défini pour
tout r, 0 ≤ r < 1, par

pr(θ) =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2

et que
pr(θ) =

∑

n∈Z

r|n|einθ

Soit Pr l’opérateur de convolution associé à pr :

Prf(θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ′)pr(θ − θ′) dθ′, pour f ∈ L2[0, 2π]

Montrer que les fonctions en(θ) = einθ, n ∈ Z, sont des fonctions
propres de Pr associées aux valeurs propres λn = r|n|, n ∈ Z.
Montrer que si λ 6= λn, ∀n ∈ Z et λ 6= 0, l’opérateur Pr − λI est
inversible.
En déduire que σ(Pr) = { 0, rn, n ∈ N }.
Solution : Le noyau de Poisson du disque unité est défni, pour tout
r, 0 ≤ r < 1, par

pr (θ) =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2



124 Endomorphismes continus d’un espace de Hilbert

C’est une fonction continue, paire et 2π-périodique.
On vérifie rapidement que

1 − r2

1 − 2r cos θ + r2
=

1 − r2

1 − r(eiθ + e−iθ) + r2
=

1

1 − reiθ
+

re−iθ

1 − re−iθ

Comme 0 < r < 1, le développement en série de chacun des deux
derniers termes donne

pr (θ) =
∑

n∈Z

r|n|einθ

Ainsi, pour tout n ∈ Z, le coefficient de Fourier d’indice n de pr est
r|n|. La fonction pr étant paire, on a aussi

pr (θ − θ′)) = pr(θ
′ − θ) =

∑

n∈Z

r|n|e−inθeinθ
′

Cela montre que la suite des coefficients de Fourier de la fonction
θ′ 7→ pr(θ − θ′) est donc donnée par n 7→ r|n|e−inθ.
L’opérateur de convolution par la fonction pr est défini, pour tout
f ∈ L2 [0, 2π], par

Prf (θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f (θ′) pr (θ − θ′) dθ′

Le second membre s’interprète comme le produit scalaire de f par la
fonction θ′ 7→ pr(θ − θ′). La formule de Parseval permet alors d’en
déduire que

Prf =
∑

n∈Z

〈f, en〉r|n|en

où l’on posé en(θ) = einθ. Pour que λ soit une valeur propre de Pr, il
faut et il suffit qu’il existe une fonction propre f (non identiquement
nulle) telle que Prf − λf = 0, c’est-à-dire telle que

∑

n∈Z

〈f, en〉r|n|en − λ
∑

n∈Z

〈f, en〉en = 0

ce qui s’écrit encore
∑

n∈Z

〈f, en〉(r|n| − λ)en = 0 (∗)

Si, pour tout n dans Z, λ est différent de r|n|, l’équation (∗) implique
que 〈f, en〉 = 0, ∀n ∈ Z. Comme (en) est une base hilbertienne de E,
on en déduit que f est nulle, ce qui est absurde. Un tel λ n’est donc
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pas valeur propre de l’opérateur Pr. En revanche, s’il existe un entier
k ∈ Z tel que λ = r|k|, alors l’équation (∗) est satisfaite pour f = ek
et pour f = e−k. Cela montre que, pour tout n ∈ Z, la fonction en est
fonction propre de Pr et que la valeur propre associée est λn = r|n|.
Soit λ 6= 0 et λ 6= r|n|,∀n ∈ Z. L’opérateur Pr − λI est injectif.
Montrons qu’il est surjectif. Soit g ∈ L2[0, 2π] et cherchons s’il existe
f ∈ L2[0, 2π] telle que

Prf − λf = g

Compte tenu des calculs en 2, cette équation s’écrit
∑

n∈Z

〈f, en〉(r|n| − λ)en =
∑

n∈Z

〈g, en〉en

et nous en déduisons les relations

∀n ∈ Z 〈f, en〉 =
1

(r|n| − λ)
〈g, en〉

On vérifie que la suite n 7→ 〈f, en〉 ainsi trouvée, est dans ℓ2(Z). Il en
résulte que la fonction

f =
∑

n∈Z

1

(r|n| − λ)
〈g, en〉en

est bien dans L2[0, 2π]. Ce qui prouve que l’opérateur Pr − λI est
surjectif et donc inversible.
Puisque le spectre de Pr est femé, ce qui précède permet de conclure
que : σp(Pr) = {rn, n ∈ N} et σ (Pr) = {0, rn, n ∈ N}. �

7. Soit V l’opérateur de Volterra défini sur L2([0, 1], dx) par

V f(x) =

∫ x

0

f(t) dt

Montrer que pour tout entier n ≥ 1, on a

V nf(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt (3.1)

En déduire que la résolvante RV (λ) = (A−λI)−1, définie pour λ 6= 0,
est donnée par

RV (λ)f(x) = −λ−1f(x) − λ−2

∫ x

0

eλ
−1(x−t)f(t) dt (3.2)

Solution : L’expression de V nf(x) se démontre par récurrence. Elle
est vraie pour n = 1 et si on suppose qu’elle l’est pour un entier n, il
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vient

V n+1f(x) =

∫ x

0

V nf(y) dy =

∫ x

0

(
∫ y

0

(y − t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt

)

dy

=

∫ x

0

(
∫ x

t

(y − t)n−1

(n− 1)!
dy

)

f(t) dt =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f(t) dt

Ce qui prouve la relation (1) pour n + 1 à la place de n. On sait
que le spectre de V est réduit à l’élément 0. Pour λ 6= 0, V − λI est
inversible, pour trouver l’expression de RV (λ) = (V −λI)−1, on écrit

(V − λI)−1f(x) = −λ−1(I − λ−1V )−1f(x)

= −λ−1

∞
∑

n=0

λ−nV nf(x), (avec V 0 = I)

= −λ−1f(x) −
∞
∑

n=1

λ−n
∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt

= −λ−1f(x) − λ−2

∞
∑

m=0

∫ x

0

λ−m(x− t)m

m!
f(t) dt

En intervertissant les signes somme et intégrale, opération qu’on peut
justifier, on arrive à l’expression désirée. �

8. Soit E un espace de Hilbert avec E = E1 ⊕ E2, où E1 et E2 sont
deux sous-espaces fermés dans E. Soit A ∈ L(E) qui laisse invariant
chacun de ces deux sous-espaces, c’est-à-dire qui vérifie AEi ⊂ Ei,
i = 1, 2. Soit Ai la restriction de A à Ei. Montrer que le spectre de A
est la réunion des spectres de A1 et A2.

Solution : Il est clair que si A − λI est injectif, il en sera de même
des opérateurs Ai − λI, i = 1, 2. Inversement, si les deux opérateurs
Ai − λI, i = 1, 2, sont injectifs, il en sera de même de l’opérateur
A − λI. En effet, supposons qu’il exite f = f1 + f2 (avec fi ∈ Ei)
non identiquement nul tel que Af − λf = 0. Il en résulte que A1f1 −
λf1 = 0 et A2f2 − λf2 = 0. Mais, l’un au moins de f1 et f2 est non
identiquement nul, et par suite l’un au moins des opérateurs Ai−λI,
i = 1, 2, est non injectif ; ce qui contredit l’hypothèse. Ainsi, on a
montrer que A−λI est injectif si, et seulement si, les deux opérateurs
Ai−λI, i = 1, 2, le sont. On montre de même que A−λI est surjectif
si, et seulement si, les deux opérateurs Ai− λI, i = 1, 2, le sont. �

3.4 Opérateur adjoint–Opérateur autoadjoint

Théorème 3.4.1. Soient E un espace de Hilbert et A ∈ L(E). Il existe un
unique opérateur continu de E dans E, noté A∗ et appelé l’adjoint de A,
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tel que
〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x, y ∈ E

En outre, on a (A∗)∗ = A et ‖A∗‖ = ‖A‖ = ‖A∗A‖ 1

2 .

Démonstration. Pour tout y dans E, l’application qui à x associe 〈Ax, y〉
est une forme linéaire continue sur E, dont la norme n’excède pas ‖A‖ ‖y‖ ;
en vertu du théorème de représentation de Riesz, il existe un unique z ∈ E
tel que pour tout x dans E

〈Ax, y〉 = 〈x, z〉 et ‖z‖ ≤ ‖A‖ ‖y‖

Posons z = A∗y, on montre aussitôt, en fixant x, que y → A∗y est une
application linéaire et ‖A∗y‖ ≤ ‖A‖ ‖y‖, donc ‖A∗‖ ≤ ‖A‖. L’opérateur
(A∗)∗ est caractérisé par la propriété :

〈A∗x, y〉 = 〈x, (A∗)∗y〉, pour x, y ∈ E

Or,
〈A∗x, y〉 = 〈y,A∗x〉 = 〈Ay, x〉 = 〈x,Ay〉

On en déduit immédiatement que (A∗)∗ = A et par suite ‖A∗‖ = ‖A‖. De
plus, l’inégalité

‖Ax‖2 ≤ ‖A∗A‖ ‖x‖2, ∀ x ∈ E

montre que ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖ ‖A‖ ; comme ‖A∗‖ = ‖A‖, on a l’égalité
‖A∗A‖ = ‖A‖2.

Propriétés de l’adjoint Soient A et B deux éléments de L(E). On a
(a) (λA+ µB)∗ = λA∗ + µB∗, pour λ, µ ∈ C

(b) (AB)∗ = B∗A∗

(c) Si A est inversible, A∗ l’est aussi et on a (A∗)−1 = (A−1)∗

(d) eA
∗

= (eA)∗

(e) σ(A∗) = σ(A) = {λ | λ ∈ σ(A) }

Démonstration. Les propriétés (a), (b) et (d) sont faciles à prouver, alors
que (c) est une conséquence de (b), qui assure que (AA−1)∗ = (A−1)∗A∗ =
A∗(A−1)∗ = I, et du fait que I∗ = I. Enfin (e) est une conséquence directe
de (c).

Exemple 3.4.2. - Soit (X,Ω, µ) un espace mesuré σ-fini, soit φ une fonc-
tion µ-mesurable essentiellement bornée et Aφ l’opérateur de multiplication
par φ dans l’espace de Hilbert L2(X,Ω, µ). Alors l’adjoint A∗

φ de Aφ est
l’opérateur de multiplication par φ, c’est-à-dire que A∗

φ = Aφ.

• Si un opérateur sur Kn est représenté par sa matrice, alors son adjoint
est représenté par la matrice transposée conjuguée.



128 Endomorphismes continus d’un espace de Hilbert

• Soit E est un espace de Hilbert séparable et soit (en) une base hil-
bertienne de E. On a vu dans la section 1 que tout élément A de L(E) est
représenté par la matrice infinie (aij), avec aij = 〈Aej, ei〉. On peut voir de
même que l’opérateur adjoint A∗ est représenté par la matrice (a∗ij) donnée
par a∗ij = 〈A∗ej, ei〉. Comme

〈A∗ej, ei〉 = 〈ej, Aei〉 = 〈Aei, ej〉 = aji

on en déduit, comme en dimension finie, que l’adjoint A∗ est représenté par
la matrice transposée conjuguée.

Exemple 3.4.3. - Désignons par (en) la base canonique de ℓ2(N) et soit
A l’opérateur de translation défini sur ℓ2(N) par

rlAe1 = 0, Aen+1 = en, n ≥ 1

Les relations

〈A∗ej, en〉 = 〈ej, Aen〉 =

{

1, si j + 1 = n ;

0, sinon.

montrent que A∗ est défini par A∗ej = ej+1, j ≥ 1. Il en résulte que, si
x =

∑∞
n=1〈x, en〉en est un élément arbitraire de ℓ2(N), ses images par A et

par A∗ sont données par

Ax =
∞
∑

n=2

〈x, en〉en−1, A∗x =
∞
∑

n=1

〈x, en〉en+1

Exemple 3.4.4. - Soient un intervalle fermé borné [a, b], une fonction k
continue sur [a, b] × [a, b] à valeurs complexes et K l’opérateur intégral de
Fredholm de noyau k défini, pour f ∈ L2([a, b], dx), par

Kf(x) =

∫ b

a

k(x, y)f(y) dy

C’est un opérateur linéaire borné sur E. Pour f et g dans E, on a

〈Kf, g〉 =

∫ b

a

(
∫ b

a

k(x, y)f(y) dy

)

g(x) dx

=

∫ b

a

f(y)

(
∫ b

a

k(x, y)g(x) dx

)

dy

=

∫ b

a

f(y)

(
∫ b

a

k(x, y)g(x) dx

)

dy = 〈f,K∗g〉

On en déduit que K∗ est l’opérateur intégral de Fredholm de noyau k∗,
avec k∗(x, y) = k(y, x). Autrement dit

K∗f(x) =

∫ b

a

k(y, x)f(y) dy

Le théorème suivant est souvent utilisé :
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Théorème 3.4.5. Soit A ∈ L(E). Pour que A soit injectif, il faut et il
suffit que l’image de A∗ soit dense dans E, ce qui se traduit par l’égalité

(ℑmA∗)⊥ = kerA

On remarque que l’égalité (A∗)∗ = A permet de remplacer, dans cet
énoncé, A par A∗. Autrement dit, pour que l’image de A soit dense dans
E, il faut et il suffit que A∗ soit injectif, c’est-à-dire que (ℑmA)⊥ = kerA∗.

Démonstration. Pour que y soit orthogonal à l’image de A, il faut et il
suffit que 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 soit nul pour tout x dans E, ce qui implique
que A∗y = 0. Ainsi, l’orthogonal de A(E) est bien ker(A∗). La deuxième
relation s’en déduit en remplaçant A par A∗.

Définition 3.4.6. Un opérateur A ∈ L(E) est dit auto-adjoint (ou parfois
hermitien) s’il est égal à son adjoint, c’est-à-dire si, quels que soient x et
y dans E, 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉.
Exemple 3.4.7. -

(1) Un opérateur intégral de Fredholm est auto-adjoint si et seulement
si son noyau k vérifie k(y, x) = k(x, y)

(2) L’opérateur de multiplication par une fonction φ ∈ L∞(X,Ω, µ)
est auto-adjoint dans L2(X,Ω, µ), si et seulement si φ est à valeurs
réelles.

(3) Soit A ∈ L(E). Les opérateurs U = 1
2
(A + A∗) et V = 1

2i
(A − A∗)

sont auto-adjoints et on a A = U + iV . L’opérateur U est appelé la
partie réelle de A et l’opérateur V est sa partie imaginaire.

Le résultat suivant, outre qu’il fournit des exemples d’opérateurs auto-
adjoints, est un outil très utile dans la discussion de l’existence de solutions
d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Il peut être considéré comme
une variante du théorème de représentation de Riesz (théorème 3.4, chapitre
I).

Théorème 3.4.8. (Lax-Milgram) Soit E un espace de Hilbert et soit B
une forme hermitienne sur E × E. On suppose que :

(1) la forme B est continue, c’est-à-dire qu’il existe une constante M
telle que, pour x et y dans E on ait |B(x, y)| ≤M‖x‖ ‖y‖

(2) la forme B est coercitive, c’est-à-dire qu’il existe une constante C >
0 telle que, pour tout x ∈ E, B(x, x) ≥ C‖x‖2

Alors, il existe un unique opérateur A dans L(E), inversible et auto-adjoint
, tel que

B(x, y) = 〈Ax, y〉, ‖A‖ ≤M et ‖A−1‖ ≤ C.

Démonstration. Pour y fixé dans E l’application qui à x associe B(x, y) est
une forme linéaire continue sur E dont la norme est majorée par M‖y‖ car

|B(x, y)| ≤M‖y‖ ‖x‖, ∀ x ∈ E
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D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique élément,
qui dépend de y et que nous notons donc Ay, tel que

B(x, y) = 〈x,Ay〉

L’application A est linéaire car, pour x, y1 et y2 dans E et pour α dans K,
on a

〈x,A(y1 + αy2)〉 = B(x, y1 + αy2) = B(x, y1) + αB(x, y2)

= 〈x,Ay1〉 + α〈x,Ay2〉 = 〈x,Ay1 + αAy2〉

L’application A est bornée par M , puisque |〈x,Ay〉| ≤M‖x‖ ‖y‖. Enfin A
est auto-adjoint car, B étant hermitienne, la relation B(x, y) = B(y, x) se
traduit par

〈x,Ay〉 = 〈y,Ax〉
et le premier membre de cette égalité est précisément égal à 〈Ay, x〉. D’autre
part, si Ax = 0 alors B(x, x) = 0, comme la forme B est coercitive, on en
déduit que x = 0, ainsi kerA = {0} et le théorème 4.5 implique que

(ℑmA)⊥ = {0}

L’opérateur A est donc injectif à image dense. Montrons que son image est
fermée, ce qui prouvera que A est surjectif et donc inversible. Soit (zn) une
suite de Cauchy dans l’image de A ; pour tout n il existe xn ∈ E tel que
zn = Axn. La coercitivité de la forme B implique de nouveau que

C‖xn − xm‖ ≤ ‖Axn − Axm‖

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n et m tendent vers
l’infini, donc (xn) est une suite de Cauchy et si x est sa limite on aura

lim
n→∞

Axn = Ax

ce qui montre que la limite de la suite (zn) appartient à l’image de A. Enfin,
la coercitivité appliquée à x = A−1y, y ∈ E, donne

C‖A−1y‖2 ≤ 〈AA−1y,A−1y〉 = 〈y,A−1y〉 ≤ ‖y‖ ‖A−1y‖

d’ où il résulte que ‖A−1‖ ≤ C−1.

Proposition 3.4.9. Soit E un espace de Hilbert sur C. Un élément A de
L(E) est auto-adjoint si, et seulement si, pour tout x dans E, 〈Ax, x〉 est
un nombre réel.



3.4 Opérateur adjoint–Opérateur autoadjoint 131

Démonstration. Si A est auto-adjoint, alors 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 et ce nombre
est donc réel. Supposons maintenant que, pour tout élément x de E, 〈Ax, x〉
soit réel. Cela implique que

〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉, et par suite 〈(A− A∗)x, x〉 = 0, ∀ x ∈ E

Ainsi, la forme sesquilinéaire qui à (x, y) associe 〈(A−A∗)x, y〉 s’annule en
tout point de la diagonale de E × E et l’identité de polarisation (voir le
chapitre I, 1.2) montre alors qu’elle s’annule en tout point (x, y) de E×E,
c’est-à-dire 〈(A − A∗)x, y〉 = 0 quels que soient x et y dans E. Il s’ensuit
que A = A∗.

Corollaire 3.4.10. Soient E un espace de Hilbert sur C et A dans L(E).
Si 〈Ax, x〉 = 0 pour tout x ∈ E, alors A = 0.

Remarque 3.4.11. - La proposition 4.9 et le corollaire 4.10 tombent en
défaut si E est supposé un espace de Hilbert sur R, comme le montre
l’exemple suivant

E = R2, A =

(

0 1
−1 0

)

On a 〈Ax, x〉 = 0 pour tout x ∈ R2. Mais A∗ 6= A. La raison est que l’iden-
tité de polarisation, dans le cas réel, n’est vraie que si la forme sesquilinéaire
qui à (x, y) associe 〈Ax, y〉 est symétrique, ce qui veut dire précisément que
A est auto-adjoint. On comprend donc les hypothèses du corollaire suivant

Corollaire 3.4.12. Soient E un espace de Hilbert sur R et A un élément
de L(E) auto-adjoint. Si 〈Ax, x〉 = 0 pour tout x ∈ E, alors A = 0.
Nous avons déj à à notre disposition plusieurs formules qui permettent de
calculer la norme d’un opérateur A ∈ L(E) (voir le début de ce chapitre).
Lorsque celui-ci est auto-adjoint, le calcul peut être considérablement sim-
plifié gâce au théorème suivant

Théorème 3.4.13. Si A est un opérateur auto-adjoint, alors

‖A‖ = sup
‖x‖=1

|〈Ax, x〉|

De plus, si le maximum est atteint en x0, alors celui-ci est vecteur propre
de A associé à ‖A‖ ou −‖A‖.
Démonstration. Désignons par N(A) le maximum de |〈Ax, x〉| lorsque x va-
rie sur la sphère unité. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que |〈Ax, x〉|
est inférieur à ‖A‖ ‖x‖2, on en déduit immédiatement l’inégalité N(A) ≤
‖A‖. Pour montrer l’inégalité dans l’autre sens, on remarque d’abord que,
par définition de N(A), on a

|〈Ax, x〉| ≤ N(A)‖x‖2, ∀ x ∈ E
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d’autre part, en utilisant le fait que A = A∗, on montre facilement que
4ℜe〈Ax, y〉 = 〈A(x+ y), (x+ y)〉− 〈A(x− y), (x− y)〉, pour x et y dans E.
L’inégalité précédente et l’identité du parallélogramme donnent alors

ll4ℜe〈Ax, y〉 ≤ N(A)
(

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2
)

= 2N(A)
(

‖x‖2 + ‖y‖2
)

et par suite, quels que soient x et y de norme 1, ℜe〈Ax, y〉 ≤ N(A). Prenons
y = Ax/‖Ax‖, lorsque Ax 6= 0, on en déduit que

ℜe〈Ax,Ax〉
‖Ax‖ = ‖Ax‖ ≤ N(A)

En prenant le maximum sur l’ensemble des x ∈ E de norme 1, on arrive à
l’inégalité ‖A‖ ≤ N(A) et par suite à l’égalité cherchée.

Supposons maintenant que le maximum soit atteint en un point x0 ∈ E
et soit z un élément de E de norme 1 et orthogonal à x0. L’élément xt =
(cos t)x0 + (sin t)z est de norme 1 quel que soit t réel, et coïncide avec x0

pour t = 0, il en résulte que la fonction t 7→ 〈Axt, xt〉 présente un extremum
en t = 0 et par suite sa dérivée est nulle en ce point. Le calcul de cette
dérivée donne

2ℜe(〈Ax0, z〉) = 0

En substituant iz à z, on voit que 〈Ax0, z〉 = 0. Ceci étant pour tout z de
norme 1 et orthogonal à x0, il en résulte que Ax0 appartient à l’orthogonal
de {x0}⊥, c’est-à-dire qu’il existe une constante λ telle que Ax0 = λx0. On
en déduit alors l’égalité

λ = 〈λx0, x0〉 = 〈Ax0, x0〉 = ±‖A‖

Ce qui termine la preuve.

Il faut bien noter que le maximum n’est pas forcément atteint et donc
les nombres ±‖A‖ ne sont pas forcément des valeurs propres. Nous verrons
dans le chapitre suivant que si l’opérateur A est compact alors le maximum
est toujours atteint et donc ‖A‖ ou −‖A‖ est valeur propre de A.

Proposition 3.4.14. Soit A ∈ L(E) un opérateur auto-adjoint et soit F
un sous-espace de E. Si F est invariant par A, alors F⊥ est aussi invariant
par A.

Démonstration. En effet, pour tout x ∈ F et y ∈ F⊥, on a

〈Ay, x〉 = 〈y,Ax〉 = 0

car Ax appartient à F , il en résulte que Ay appartient à F⊥.
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Définition 3.4.15. Un opérateur A de L(E) est dit positif si, pour tout
x ∈ E, 〈Ax, x〉 est supérieur ou égal à zéro.

Notons que tout opérateur positif, dans un espace de Hilbert sur C,
est auto-adjoint (proposition 4.10). D’autre part, pour tout opérateur A ∈
L(E), les opérateurs AA∗ et A∗A sont auto-adjoints positifs car, pour tout
x dans E, 〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 ≥ 0. En particulier si A est auto-adjoint,
alors A2 est un opérateur positif.

Théorème 3.4.16. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel et, celui
d’un opérateur auto-adjoint positif est positif. Les sous-espaces propres cor-
respondants à deux valeurs propres distinctes d’un opérateur auto-adjoint,
sont orthogonaux.

Démonstration. Soit A ∈ L(E) un opérateur auto-adjoint et soit λ = µ+iν,
avec ν 6= 0. Pour tout x ∈ E, on a

‖Ax− λx‖2 = ‖Ax− µx‖2 + ν2‖x‖2

Il en résulte que, d’une part A−λI est un opérateur injectif, et que d’autre
part son image est un sous-espace fermé de E. Il en est de même de l’opé-
rateur A− λI. Utilisant le théorème 4.6 on en déduit que ℑm(A− λI)⊥ =
ker(A− λI) = {0} et par suite ℑm(A− λI) = E. L’opérateur A− λI est
donc bijectif de E sur E. Ainsi, tout λ ∈ C\R est dans l’ensemble résolvant
de A. Si de plus l’opérateur A est positif, on vérifie que, pour tout x ∈ E
et tout λ < 0,

‖Ax− λx‖2 = ‖Ax‖2 − 2λ〈Ax, x〉 + λ2‖x‖2 ≥ λ2‖x‖2

et on en déduit, comme précédemment, que A− λI est inversible.
Soient, maintenant, λ1 et λ2 deux valeurs propres distinctes de A et

soient x1 et x2 deux vecteurs propres associés. Ces valeurs propres sont
nécessairement réelles, d’après ce qui précède, et on a

(λ1 − λ2)〈x1, x2〉 = 〈Ax1, x2〉 − 〈x1, Ax2〉 = 0

Comme λ1 6= λ2, on a nécessairement 〈x1, x2〉 = 0.

EXERCICES

1. Soit E un espace de Hilbert et A un élément de L(E). Montrer que
si une suite (xn) converge faiblement vers x dans E, alors la suite
(Axn) converge faiblement vers Ax.
En déduire que si (xn) converge faiblement vers x et si (yn) converge
vers y, alors la suite (〈Axn, yn〉) converge vers 〈Ax, y〉.
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Solution : 1) Soit (xn) une suite d’éléments de E qui converge faible-
ment vers x. Pour tout y ∈ E, on a

lim
n→∞

〈Axn, y〉 = lim
n→∞

〈xn, A∗y〉 = 〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉

2) Supposons que (xn) converge faiblement vers x et que (yn) converge
(fortement) vers y, on a

|〈Ax, y〉 − 〈Axn, yn〉| ≤ |〈Ax, y〉 − 〈Axn, y〉| + |〈Axn, y〉 − 〈Axn, yn〉|

La première étape montre que le premier terme du second membre
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. D’autre part, puisque (xn)
converge faiblement elle est bornée, il existe donc M telle que ‖xn‖ ≤
M , pour tout entier n ; il en résulte que

|〈Axn, y〉 − 〈Axn, yn〉| ≤M‖A‖‖y − yn‖

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers
l’infini. �

2. On considère l’opérateur de Volterra défini sur L2([0, 1], dx) par

V f(x) =

∫ x

0

f(t) dt

Déterminer l’adjoint de V .

Solution : Soient f et g deux éléments de L2([0, 1], dx), qu’on peut
supposer à valeurs réelles. On a

〈V f, g〉 =

∫ 1

0

(
∫ x

0

f(t) dt

)

g(x) dx =

∫ 1

0

f(t)

(
∫ 1

t

g(x) dx

)

dt

Cela montre que l’adjoint de l’opérateur V est donné par

V ∗f(x) =

∫ 1

x

f(t) dt

3. (Hellinger-Toeplitz.) Soit E un espace de Hilbert sur C. Soit A un
endomorphisme de E hermitien, c’est-à-dire vérifiant

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, ∀x, y ∈ E

Montrer que nécessairement A est continu sur E.

Solution : C’est une application directe du théorème du graphe fermé.
Voici une autre manière de voir : puisque pour tout x dans E de norme
1, on a

|〈Ax, y〉| = |〈x,Ay〉| ≤ ‖Ay‖, ∀ y ∈ E
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on en déduit que {Ax; ‖x‖ ≤ 1 } est un ensemble faiblement borné.
Le théorème de la borne uniforme assure alors que cet ensemble est
borné, c’est à dire que

sup{ ‖Ax‖; ‖x‖ ≤ 1 } = ‖A‖ <∞.

4. Sur l’espace de Hilbert L2[0, 1], on définit l’opérateur de multiplica-
tion Aφ, pour φ ∈ L∞[0, 1], par

Aφf = φf

(i) Montrer que ‖Aφ‖ = ‖φ‖∞.
(ii) Montrer que λ est une valeur propre de Aφ si, et seulement si,
l’ensemble {x | φ(x) = λ} est de mesure non nulle.

5. Soit E un espace de Hilbert sur C. Montrer que si A ∈ L(E) est
un opérateur positif, c’est-à-dire vérifiant 〈Ax, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E, alors,
quels que soient x et y dans E,

|〈Ax, y〉|2 ≤ 〈Ax, x〉.〈Ay, y〉

C’est une sorte de généralisation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Indication : Considérer 〈A(x+ λy), x+ λ(x+ y)〉, pour λ ∈ R.
6. Soit E un espace de Hilbert. Pour deux éléments A et B dans L(E),

on écrit A ≤ B si l’opérateur B − A est positif. Soit (An) une suite
croissante d’opérateurs auto-adjoints dans L(E), telle que

0 ≤ A1 ≤ A2 ≤ . . . ≤ An ≤ . . . ≤ I

(a) Soit Aij = Aj − Ai, pour i < j. Montrer, en utilisant l’exercice
précédent, que

‖Aijx‖4 ≤ ‖Aij‖3‖x‖2〈Aijx, x〉

En déduire que

‖Ajx− Aix‖4 ≤
[

〈Ajx, x〉 − 〈Aix, x〉
]

‖x‖2

(b) En remarquant que (〈Ajx, x〉) est une suite croissante et bornée,
montrer que (Ajx) est une suite de Cauchy dans E. Soit Ax sa limite,
montrer que l’opérateur A, ainsi défini, est linéaire borné et auto-
adjoint.

7. Cet exercice renvoie au théorème de Lax-Milgram. Soit E un espace
de Hilbert et soit B une forme hermitienne sur E × E, coercitive.
(a) Montrer que pour toute forme linéaire L, continue sur E, il existe
un unique élément u ∈ E tel que

(∗) L(v) = B(v, u), ∀ v ∈ E
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(b) Soit φ l’application définie sur E par

φ(v) = B(v, v) − 2ℜe(L(v))

Montrer que u est solution de (∗) si, et seulement si

φ(u) ≤ φ(v), ∀ v ∈ E

8. Soit E un espace de Hilbert et A un élément de L(E) auto-adjoint.
(a) Montrer que si λ appartient à ρ(A) alors il existe c > 0 telle que :
‖Ax− λx‖ ≥ c‖x‖, pour tout x ∈ E
(b) Soit µ ∈ R, et supposons qu’il existe une constante c′ > 0 telle
que : ‖Ax− µx‖ ≥ c′‖x‖, pour tout x ∈ E. Montrer que µ n’est pas
valeur propre de A et que l’image de l’opérateur A − µI est dense
dans E. Montrer que l’image de A− µI est fermée et en déduire que
µ appartient à ρ(A).
(c) Déduire de ce qui précède qu’une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un nombre réel λ appartienne au spectre de A est qu’il
existe une suite (xn), n ∈ N, d’éléments de E de norme 1 et tels que
limn→+∞ ‖Axn − λxn‖ = 0.

On pose m = inf‖x‖=1 < Ax, x > et M = sup‖x‖=1 < Ax, x >.

(d) Montrer que l’opérateur A −mI est auto-adjoint, positif et que
sa norme est égale à M − m. Montrer qu’il existe une suite (xn)
d’éléments de E, avec ‖xn‖ = 1 tels que

lim
n→+∞

< (A−mI)xn, xn >= M −m

En écrivant (A−MI)xn = (A−mI)xn−(M−m)xn, et en utilisant ce
qui précède, montrer que limn→+∞ ‖Axn −Mxn‖2 = 0 et en déduire
que M appartient à σ(A).
(e) En déduire que m appartient aussi à σ(A) (on pourra considérer
l’opérateur −A).





Chapitre 4

Opérateurs Compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on peut
distinguer une classe importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les
plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de dimension
finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs
complètement continus.

4.1 Définitions et Propriétés

Nous commençons d’abord par rappeler la définition et quelques pro-
priétés des ensembles compacts.

Définition 4.1.1. Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble
F est dit compact si de tout recrouvrement ouvert de F on peut extraire
un sous recouvrement fini. Cela veut dire que, toute famille {Vj, j ∈ J}
d’ensembles ouverts dont la réunion contient F admet une sous-famille
finie :
{Vj(k), j(k) ∈ J, k = 1, 2 . . . , n } dont la réunion contient F .

La définition suivante est plus commode lorsque E est un espace métrique,
cas dans lequel nous nous plaçons dans la suite.

Définition 4.1.2. Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble F de E est
compact si toute suite d’éléments de F , contient une sous-suite convergente
vers un élément de F .

La propriété caractéristique suivante est souvent utile :

Proposition 4.1.3. Soit E un espace métrique et F un sous-ensemble de
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) Le sous-ensemble F est compact
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(b) Le sous-ensemble F est complet et pour tout ǫ > 0, il existe un
nombre fini d’éléments de F , {v1, v2, . . . , vn}, tels que

F ⊂
n
⋃

j=1

B(vj, ǫ)

où B(vj, ǫ) est la boule ouverte de centre vj et de rayon ǫ.

La propriété (b) exprime le fait que tout élément v de F est à une
distance inférieure à ǫ d’au moins un élément parmi {v1, v2, . . . , vn}.

De ce qui précède, on peut voir que tout ensemble compact est un
fermé, borné et complet. D’autre part, si E est de dimension finie, les sous-
ensembles compacts de E sont exactement ceux qui sont fermés et bornés
(théorème de Bolzano-Weierstrass), alors que dans un espace de dimension
infinie, un sous-ensemble fermé et borné n’est pas nécessairement compact
(voir encore la fin du chapitre I).

Définition 4.1.4. Un sous-ensemble F de E est relativement compact si
son adhérence F est compacte. Le sous-ensemble F est dit précompact si
son complété est compact.

Evidemment, lorsque E est lui-même complet, les deux notions sont
équivalentes.

Nous sauterons la preuve de la proposition et de l’équivalence des défini-
tions précédentes, et nous renvoyons le lecteur à un cours plus détaillé sur
ces questions.

Définition 4.1.5. Soit E un espace de Hilbert et A un endomorphisme de
E. On dit que A est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné de
E en un ensemble relativement compact.

En d’autres termes, A est un opérateur compact si, pour toute suite
bornée (xn) dans E, la suite (Axn) contient une sous-suite convergente.

On désignera par K(E) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans
lui-même.

Théorème 4.1.6. Tout opérateur compact est borné, c’est-à-dire que l’on
a l’inclusion K(E) ⊂ L(E).

Démonstration. Soit A un opérateur compact dans E. L’image de la boule
unité de E est un ensemble relativement compact, donc borné. Il existe,
alors, une constante M > 0, telle que

‖Ay‖ ≤M, ∀ y ∈ E, ‖y‖ ≤ 1

On en déduit que
‖Ax‖ ≤M‖x‖, ∀x ∈ E

L’opérateur A est donc continu et sa norme est majorée par M .
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Remarque 4.1.7. - La réciproque de ce théorème n’est pas vraie en géné-
ral. Les opérateurs compacts sont très particuliers ; par exemple si E est de
dimension infinie, l’identité n’est pas un opérateur compact, puisque cela
entraînerait l’existence d’un voisinage de l’origine relativement compact
dans E et par suite E serait de dimension finie.

En revanche, si E est de dimension finie, tout opérateur linéaire dans
E est compact, puisque si F est un sous-ensemble borné de E, son image
A(F ) est bornée et donc son adhérence A(F ) est compacte.

Théorème 4.1.8. L’ensemble K(E) est

(a) un sous-espace vectoriel fermé de L(E).

(b) un idéal bilatère de L(E), c’est-à-dire que si A ∈ K(E) et B ∈ L(E),
alors AB et BA sont dans K(E).

Démonstration. Il est facile de voir que K(E) est un sous-espace vectoriel de
L(E) ; montrons qu’il est fermé. Soit (An) une suite d’opérateurs compacts
qui converge vers un opérateur A ∈ L(E) ; il s’agit de prouver que A est un
opérateur compact. Cela revient à prouver que A(B(0, 1)) est relativement
compact, où B(0, 1) est la boule unité de E. Soit ǫ > 0, il existe un entier
n0 tel que ‖An0

− A‖ < ǫ/3. Puisque An0
est compact, An0

(B(0, 1)) est
relativement compact et il existe donc x1, x2, . . . , xk dans B(0, 1) tels que

An0
(B(0, 1)) ⊂

k
⋃

j=1

B(An0
xj, ǫ/3))

on en déduit que, pour tout x ∈ B(0, 1),

‖Ax− Axj‖ ≤ ‖Ax− An0
x‖ + ‖An0

x− An0
xj‖ + ‖An0

xj − Axj‖ < ǫ

c’est-à-dire que

A(B(0, 1)) ⊂
k
⋃

j=1

B(Axj, ǫ)

ce qui termine la preuve de (a).
Soient, d’autre part, A ∈ K(E) et B ∈ L(E). Si une suite (xj) est bornée

dans E, il en sera de même de la suite (Bxj) et, A étant compact, la suite
(ABxj) contient une sous-suite convergente. AB est donc un opérateur
compact. On démontre de même que BA est un opérateur compact.

Définition 4.1.9. Un opérateur A est de rang fini si son image est de
dimension finie. Le rang de A est la dimension de son image.

L’ensemble des opérateurs de rang fini de E dans E sera noté K0(E).
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Exemple 4.1.10. - Soit E un espace de Hilbert séparable et soit (en) une
base hilbertienne de E. Pour tout entier n, on désigne par Pn l’opérateur de
projection orthogonale sur le sous-espace engendré par { e1, e2, . . . , en }.
Pn est un opérateur de rang fini égal à n.

Exemple 4.1.11. - Sur l’espace de hilbert L2([0, π] , dx), l’opérateur A
défini par

Af(x) =

∫ π

0

cos(x− s)f(s) ds, pour f ∈ L2([0, π] , dx)

est manifestement un opérateur linéaire, continu et l’expression

Af(x) =

(
∫ π

0

cos(u)f(u) du

)

cosx+

(
∫ π

0

sin(u)f(u) du

)

sinx

montre que l’image de A est un sous-espace de dimension deux. L’opérateur
A est donc de rang fini égal à 2.

Théorème 4.1.12. Un opérateur borné A est de rang fini si, et seulement
si, son adjoint A∗ l’est aussi. Dans ce cas, A et A∗ ont même rang.

Démonstration. On suppose A de rang fini n. Soit (ei), i ≤ n, une base
orthonormée de ℑm(A) et soit P l’opérateur de projection orthogonale sur
l’image de A. On a A = PA et donc A∗ = A∗P (car P est auto-adjoint).
On en déduit que pour tout x ∈ E

A∗x = A∗

(

n
∑

i=1

〈x, ei〉ei
)

=
n
∑

i=1

〈x, ei〉A∗ei

L’image de A∗ est donc engendrée par les vecteurs (A∗ei)i≤n et le rang de
A∗ est inférieur ou égal à celui de A. Comme (A∗)∗ = A, on en déduit que
A et son adjoint ont même rang.

Théorème 4.1.13. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. En effet, un opérateur de rang fini étant borné, il trans-
forme un ensemble borné en un ensemble borné. Or, dans un espace de
dimension finie, un ensemble borné est relativement compact.

Il est facile de voir que K0(E) constitue un sous-espace vectoriel de
K(E).

Théorème 4.1.14. Soit A un élément de L(E). Les assertions suivantes
sont équivalentes
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(a) L’opérateur A est compact.
(b) L’opérateur A∗ est compact.
(c) L’opérateur A est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. L’assertion (c) implique l’assertion (a), car K0(E) est in-
clus dans K(E) et celui-ci est fermé. Montrons que (a) implique (c) : Soit
B(0, 1) la boule unité de E, l’opérateur A étant compact, A(B)(0, 1) est
relativement compact ou, ce qui revient au même, précompact. Il existe
donc, pour tout ǫ > 0, des éléments y1, y2, . . . , yk tels que

A(B(0, 1)) ⊂
k
⋃

j=1

B(yj, ǫ)

B(yj, ǫ) étant la boule de centre yj et de rayon ǫ. Soi F le sous-espace
vectoriel engendré par y1, y2, . . . , yk et PF l’opérateur de projection or-
thogonale sur F . L’opérateur PFA est de rang fini et, pour tout x dans la
boule B(0, 1), Ax appartient à l’une des boules B(yj, ǫ), donc

‖Ax− PFAx‖ = d(Ax, F ) = inf
y∈F

‖Ax− y‖ ≤ ǫ

et par suite ‖A− PFA‖ ≤ ǫ.
Enfin l’équivalence entre (a) et (b) découle du fait que l’adjoint d’un opé-
rateur de rang fini est de rang fini et que la norme d’un opérateur continu
est égale à la norme de son adjoint.

Remarque 4.1.15. - Le caractère hilbertien de E est intervenu, de façon
essentielle, par le projecteur orthogonal PF . En fait, S. Banach a émis la
conjecture que le théorème restait vrai lorsque E est un espace de Banach
quelconque. Ce n’est qu’en 1972 que Per Enflo a montré que la réponse à
cette conjecture est négative.

Les opérateurs compacts ont été introduits par Hilbert lors de l’étude
des opérateurs intégraux. Ils les a appelé opérateurs complètement continus
parce qu’ils possèdent une propriété de continuité spéciale que nous allons
voir maintenant et qui, d’ailleurs, les caractérise (voir exercice 8).

Théorème 4.1.16. Soit A un opérateur compact dans E. Alors, l’image
par A de toute suite de E faiblement convergente est une suite (fortement)
convergente.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Soit (xk) une suite faiblement
convergente vers 0, et supposons que la suite (Axk) ne converge pas (en
norme) vers 0. Il existe alors ǫ > 0 et une sous-suite (xk(n)) telle que
‖Axk(n)‖ ≥ ǫ, et ce pour tout n. La suite (xk), étant faiblement conver-
gente, est bornée. La suite (Axk(n)) admet donc une sous-suite qui converge
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(en norme), soit y sa limite. Pour simplifier les notations, on peut supposer
que

lim
n→+∞

‖Axk(n) − y‖ = 0

Or, la suite (Axk(n)) converge faiblement vers 0, donc nécessairement y = 0,
c’est-à-dire

lim
n→+∞

‖Axk(n)‖ = 0

ce qui contredit l’hypothèse.

Corollaire 4.1.17. Soit (ek), k ∈ N, une suite orthonormée dans E. Si A
un élément de K(E), alors lim

k→+∞
‖Aek‖ = 0.

Démonstration. Pour tout x dans E, la série
∑

k |〈x, ek〉|2 est convergente
et son terme général 〈x, ek〉 tend vers 0 lorsque k tend vers l’infini. Cela
traduit le fait que la suite (ek) est faiblement convergente vers 0, le théorème
précédent permet de conclure.

Un exemple important d’opérateurs compacts est donné par le théorème
qui suit.

Théorème 4.1.18. Soient E un espace de Hilbert séparable et (en) une base
hilbertienne de E. Soit λ = (λn) une suite bornée dans C alors l’opérateur
de multiplication par λ défini par

Aλen = λnen

est compact si, et seulement si, λn tend vers zéro quand n tend vers l’infini.

Démonstration. Soit Pn l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-
espace engendré par { e1, e2, . . . , en }. L’opérateur PnAλ est un opérateur
de rang fini et on a

(Aλ − PnAλ)ej =

{

λjej, si j ≥ n+ 1 ;

0, si j ≤ n.

et par suite ‖Aλ − PnAλ‖ = supj>n |λj|. Si la suite (λn) tend vers zéro
quand n tend vers l’infini, on en déduit que l’opérateur Aλ est limite d’une
suite d’opérateurs de rang fini, donc compact (d’après le théorème 1.14).
Inversement, si Aλ est compact, le corollaire 1.17 assure que

lim
n→∞

‖Aλen‖ = lim
n→∞

|λn| = 0

ce qui termine la preuve.
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Un deuxième exemple d’opérateurs compacts est donné par la famille
des opérateur de Hilbert-Schmidt qui ne sont définis que si l’espace de
Hilbert est séparable (ce que nous supposerons dans la suite). Pour les
introduire, nous avons besoin du résultat qui suit.

Proposition 4.1.19. On suppose E séparable et on désigne par (en) une
base hilbertienne de E. Pour tout élément A de L(E), le nombre (fini ou
infini)

|||A|||2 =
∞
∑

n=1

‖Aen‖2

ne dépend pas de la base hilbertienne considérée et on a

|||A||| = |||A∗|||

Démonstration. Soit (fn) une autre base hilbertienne de E. On a

∞
∑

p=1

‖Aep‖2 =
∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

|〈Aep, fq〉|2 =
∞
∑

p=1

∞
∑

q=1

|〈ep, A∗fq〉|2

=
∞
∑

q=1

∞
∑

p=1

|〈ep, A∗fq〉|2 =
∞
∑

q=1

‖A∗fq‖2

En particulier, en prenant la même base, on obtient

∞
∑

p=1

‖Aep‖2 =
∞
∑

p=1

‖A∗ep‖2

ce qui montre que |||A||| = |||A∗|||. On en déduit ensuite que |||A||| ne
dépend pas de la base considérée, puisque

∞
∑

p=1

‖Aep‖2 =
∞
∑

p=1

‖A∗fp‖2 =
∞
∑

p=1

‖Afp‖2
�

Définition 4.1.20. Un opérateur de Hilbert-Schmidt sur E est un élément
A de L(E) pour lequel |||A||| est fini

|||A||| =
(

∞
∑

n=1

‖Aen‖2
)

1

2

<∞

Le nombre |||A||| s’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de A.

Notons que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est borné et on a l’in-
égalité ‖A‖ ≤ |||A||| car, pour tout x ∈ E,

‖Ax‖2 =
∞
∑

i=1

|〈Ax, ei〉|2 =
∞
∑

i=1

|〈x,A∗ei〉|2 ≤ ‖x‖2|||A|||2
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Théorème 4.1.21. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Soit (en) une base hilbertienne de E et soit A un opéra-
teur de Hilbert-Schmidt sur E. Pour tout n, on désigne par Pn l’opérateur
de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par {e1, e2, . . . , en}.
L’opérateur An = APn est de rang fini égal à n et on a Anej = Aej, si
j ≤ n et Anej = 0, si j > n+ 1, donc

(A− An)ej =

{

0, si j ≤ n ;

Aej, si j ≥ n+ 1.

Il en résulte que

‖A− An‖2 ≤ |||A− An|||2 =
∞
∑

j=n+1

‖Aej‖2

Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers
l’infini, puisque c’est le reste d’une série convergente. L’opérateur A est
donc limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Lorsque E est l’espace L2(X,Ω, µ), on a une description précise des
opérateurs de Hilbert-Schmidt. Plus exactement, soit (X,Ω, µ) un espace
mesuré σ-fini et supposons que l’espace de Hilbert L2(X,Ω, µ) soit sépa-
rable, on a :

Proposition 4.1.22. Soit k ∈ L2(X×X,Ω×Ω, µ⊗µ). Pour tout élément
f de L2(X,Ω, µ), la fonction

Kf(x) =

∫

k(x, y)f(y)dµ(y)

est définie pour presque tout x et appartient à L2(X,Ω, µ). L’application
qui à f associe Kf est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur E et on a

|||K|||2 =

∫ ∫

|k(x, y)|2dµ(x)dµ(y)

Inversement, tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L2(X,Ω, µ) est du type
décrit ci-dessus.

Le lemme suivant est utile pour démontrer la proposition. On en donne
une généralisation en exercice.

Lemme 4.1.23. Soit (φn) une base hilbertienne de L2(X,Ω, µ). La famille
(Φpq), définie sur X × X par Φpq(x, y) = φp(x)φq(y), est une base hilber-
tienne de L2(X ×X,Ω × Ω, µ⊗ µ).
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Démonstration. Puisque pour (p, q) et (i, j) dans N2

∫

ΦpqΦijdµ⊗ µ =

∫ ∫

φp(x)φq(y)φi(x)φj(y)dµ(x)dµ(y)

= 〈φp, φi〉〈φj, φq〉

la famille (Φpq) est orthonormée. Soit F une fonction de carré intégrable
sur l’espace produit X ×X. Pour presque tout y ∈ X,

∫

|F (x, y)|2dµ(x) <∞

Il en résulte que la fonction

Fi(y) =

∫

F (x, y)φi(x)dµ(x)

est définie presque partout, appartient à L2(X,Ω, µ) et on a

‖Fi‖2 =
∑

j

|〈φj, Fi〉|2 =
∑

j

|
∫

Fi(y)φj(y)dµ(y)|2

=
∑

j

|
∫ ∫

F (x, y)φi(x)φj(y)dµ(x)dµ(y)|2

=
∑

j

|〈F,Φij〉|2

Ainsi, si F est orthogonale à Φij pour tout couple (i, j), alors Fi = 0,
quel que soit l’entier i, donc x 7→ F (x, y) est nulle pour presque tout y,
c’est-à-dire que F = 0. (Φpq) est donc une base hilbertienne.

Démonstration la proposition : D’après le théorème de Fubini, pour
presque tout x, l’application y 7→ |k(x, y)|2 est intégrable et l’inégalité de
Cauchy-Schwarz donne

|Kf(x)|2 ≤ ‖f‖2

∫

|k(x, y)|2dµ(y)

Si Kf est mesurable, on aura
∫

|Kf(x)|2dµ(x) ≤ ‖f‖2

∫ ∫

|k(x, y)|2dµ(x)dµ(y)

La fonction Kf est donc dans L2(X,Ω, µ) et ‖Kf‖ ≤ ‖k‖ ‖f‖. Cela montre
que K est un opérateur borné et ‖K‖ ≤ ‖k‖.

Montrons que la fonction Kf est mesurable. Soit ∆ un ensemble inté-
grable et χ∆ sa fonction caractéristique. L’application qui à (x, y) associe
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χ∆(x)f(y) est de carré intégrable sur X ×X ; comme k est aussi de carré
intégrable sur X × X, on en déduit que l’application qui à (x, y) asso-
cie k(x, y)χ∆(x)f(y) est intégrable. D’après le théorème de Fubini, pour
presque tout x, l’application y 7→ k(x, y)χ∆(x)f(y) est intégrable et l’ap-
plication

x 7→
∫

k(x, y)χ∆(x)f(y)dµ(y)

est intégrable. Cela montre que, pour tout ensemble intégrable ∆, la fonc-
tion χ∆Kf est mesurable. L’espace L2(X,Ω, µ) étant supposé σ-fini, il en
résulte que Kf est mesurable.

Montrons que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit (φn) une
base hilbertienne de L2(X,Ω, µ), on a

〈Kφq, φp〉 =

∫ ∫

k(x, y)φq(y)φp(x)dµ(x)dµ(y)

=

∫ ∫

k(x, y)φq(y)φp(x)dµ(x)dµ(y)

c’est-à-dire 〈Kφq, φp〉 = 〈k,Φpq〉. Le lemme précédent permet alors d’écrire
∞
∑

p,q=1

|〈Kφp, φq〉|2 =
∑

p,q=1

|〈k,Φpq〉|2 =

∫ ∫

|k(x, y)|2dµ⊗ µ

On en déduit l’égalité |||K||| = ‖k‖.
Inversement, soit A un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L2(X,Ω, µ) et
(φn) une base hilbertienne. Posons

aij = 〈Aφj, φi〉 et k(x, y) =
∑

i,j

aijφi(x)φj(y)

Cette dernière série converge dans L2(X ×X,Ω × Ω, µ⊗ µ), car (φi ⊗ φj)
est une base hilbertienne et

∑

i,j |aij|2 <∞ ; il en résulte que k est de carré
intégrable relativement à la mesure µ ⊗ µ. D’autre part, soit f et g dans
L2(X,Ω, µ) et posons

g =
∑

i

ziφi, Af =
∑

i

yiφi avec yi =
∑

j

aijxj

On a

〈Af, g〉 =
∑

i

yizi =
∑

ij

aijxjzi

= 〈k, g ⊗ f〉 =

∫ ∫

k(x, y)f(y)g(x)dµ(y)dµ(x)

=

∫

(

∫

k(x, y)f(y) dµ(y)
)

g(x) dµ(x)

Il en résulte que A est l’opérateur intégral associé au noyau k.
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Proposition 4.1.24. L’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est un
idéal bilatère de L(E) et si A est un opérateur de Hilbert Schmidt, pour
toute base hilbertienne (en) de E, on a

|||A|||2 =
∞
∑

i,j=1

|aij|2 où aij = 〈Aej, ei〉

Démonstration. Si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt et S un élément
de L(E), on a

∞
∑

j=1

‖SAej‖2 ≤ ‖S‖2

∞
∑

j=1

‖Aej‖2 = ‖S‖2|||A|||2

L’opérateur SA est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt. De même, S∗A∗

est un opérateur de Hilbert-Schmidt et il en sera de même de son adjoint
AS, ce qui prouve (a). L’assertion (b) résulte de l’égalité

‖Aej‖2 =
∞
∑

i=1

|〈Aej, ei〉|2

L’assertion (3) est immédiate.

EXERCICES

1. Soit A ∈ L(E). Montrer que si A∗A est un opérateur compact alors
A est un opérateur compact. En déduire que A est compact si et seule-
ment si A∗ est compact. (c’est une autre démonstration du théorème
1.14).

Solution : 1) Soit (xn) une suite bornée de E. Puisque A∗A est com-
pact, on peut extraire de (xn) une sous-suite (x′n) telle que (A∗Ax′n)
soit convergente, on désigne par y sa limite : limn→∞ ‖A∗Ax′n−y‖ = 0.
On peut extraire de (x′n) une sous-suite (x′′n) faiblement convergente,
on désigne pat x la limite faible de (x′′n). On a

‖Ax′′n‖2 = 〈Ax′′n, Ax′′n〉 = 〈A∗Ax′′n, x
′′
n〉

Il vient
∣

∣

∣
‖Ax′′n‖2 − 〈y, x〉

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣
〈A∗Ax′′n, x

′′
n〉 − 〈y, x′′n〉

∣

∣

∣
+ |〈y, x′′n〉 − 〈y, x〉|

≤ ‖A∗Ax′′n − y‖‖x′′n‖ + |〈y, x′′n〉 − 〈y, x〉|

Comme (x′′n) est bornée et A∗Ax′′n converge vers y, le premier terme
du second membre tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Il en est
de même du second terme car (x′′n) converge faiblement vers x. On a
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donc montré que la suite (Ax′′n) est convergente et par suite A est un
opérateur compact.
2) Si maintenant A est compact, il en sera de même de AA∗, car le
produit d’un opérateur compact par un opérateur borné est compact ;
l’étape 1) montre alors que A∗ est compact. On montre de même que
si A∗ est compact, A l’est aussi. �

2. Montrer qu’un opérateur A ∈ L(E) est compact si, et seulement si,
l’application S 7→ SAS, de L(E) dans lui-même est compacte.

3. Soit φ : [a, b] → R une fonction continue. Soit Aφ l’opérateur de
multiplication par φ, défini sur L2((a, b), dx) par

Aφf = φf

Montrer que Aφ est continu et que s’il existe x ∈ [a, b] tel que φ(x) 6=
0, alors Aφ n’est pas compact.

Solution : D’abord il est clair que Aφ est un opérateur continu. Sup-
posons que φ ne s’annule pas en un point de [a, b], comme elle est
continue il existe un intervalle [c, d] inclus dans [a, b] dans lequel φ ne
s’annule pas. Si Aφ est compact dans L2[a, b], sa restriction à L2[c, d]
est à fortiori un opérateur compact. Mais cette restriction est un
opérateur inversible (son inverse est l’opérateur de multiplication par
1/φ(x), c ≤ x ≤ d), il en résulte que l’identité est un opérateur
compact dans L2[c, d], ce qui est impossible. �

4. Montrer que dans un espace normé de dimension infinie, si un opé-
rateur compact est inversible, alors son inverse n’est pas borné.

Solution : Si A est compact et inversible, A−1 ne peut pas être borné
sinon, AA−1 serait compact, ce qui exige que E soit de dimension
finie. �

5. Un opérateur compact dans un espace de Hilbert (de dimension in-
finie) peut-il être solution d’une équation algébrique

∑n
k=0 ckA

k = 0
(en convenant que A0 = I) ?

Solution : Si c0 = 0, la réponse est oui. A titre d’exemple, on peut
considérer l’opérateur de projection orthogonal P sur un espace de
dimension finie, c’est un opérateur compact et il vérifie l’équation
P − P 2 = 0. En revanche, si c0 est non nul, la réponse est non. En
effet, dans ce cas l’équation peut s’écrire sous la forme

b1A+ b2A
2 + · · · + bnA

n = I avec bk = ck/c0

et l’opérateur A serait compact et inversible dans L(E), ce qui contre-
dit le fait que la dimension de E est infinie. �

6. Soit E un espace de Hilbert et A ∈ L(E). Montrer que si A trans-
forme une suite faiblement convergente en une suite fortement conver-
gente, alors il est compact (c’est la réciproque du théorème 1.16).
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Solution : Comme la boule unité est faiblement compacte, voir le
théorème 3.11 du Chapitre I, l’hypothèse dit que l’opérateur A trans-
forme la boule unité en un ensemble relativement compact, ce qui est
la définition de la compacité de A. �

7. Montrer que si p < q, l’injection de l’espace de Sobolev Hq[0, 2π]
dans l’espace de Sobolev Hp[0, 2π] est compacte. Ces espaces ont été
introduits au chapitre I, exemple 1.14.

Solution : On désigne par I l’injection de Hq[0, 2π] dans Hp[0, 2π] et
par In l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace en-
gendré par { em; |m| ≤ n }. La projection d’un élément f de Hq[0, 2π]
s’écrit In(f) =

∑

|m|≤n cm(f)em. On vérifie alors, que

‖(I − In)f‖2
p =

∑

|m|≥n+1

(1 +m2)p|cm(f)|2

≤ 1

(1 + n2)q−p
‖f‖2

q

Ainsi, l’identité l’injection de Hq[0, 2π] dans Hp[0, 2π] est limite d’une
suite d’opérateurs de rang fini, elle est donc compacte. �

8. Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R. On désigne par Ck[a, b] l’es-
pace des fonctions continûment dérivables sur [a, b] jusu’à l’ordre k.
On munit cet espace de la norme suivante : ‖f‖(k) = supj≤k ‖f (j)‖∞.
La convergence dans Ck[a, b] équivaut à la convergence uniforme des
fonctions avec leurs dérivées jusqu’à l’ordre k.
(a) Montrer que Ck[a, b], muni de la norme ci-dessus est un espace de
Banach.
(b) Montrer que l’injection de l’espace Ck+1[a, b] dans l’espace Ck[a, b]
est compacte.

Solution : Soit F une famille bornée d’éléments de C1[a, b]. Il existe
une constante M telle que ‖f‖(1) ≤ M , pour tout f ∈ F . La famille
F est évidemment bornée dans C[a, b], de plus elle est équicontinue,
car

|f(x+ h) − f(x)| = |
∫ x+h

x

f ′(t) dt| ≤M |h|, ∀ f ∈ F

Le théorème d’Ascoli-Arzela (voir l’annexe) permet d’en déduire que
F est relativement compact. Ainsi, on vient de montrer que l’injection
de C1[a, b] dans C[a, b] est compacte. On montre de même que l’in-
jection de l’espace Ck+1[a, b] dans l’espace Ck[a, b] est compacte. �

9. Soit H le sous-espace de L2(T), des fonctions f dont les coefficients
de Fourier vérifient cm(f) = 0, ∀m < 0. Il peut être considéré comme
l’image de l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace de
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L2(T), engendré par (em)m≥0,

Pf(eiθ) =
∞
∑

m=0

cm(f)eimθ, f ∈ L2(T)

Soit φ ∈ C(T) et définissons l’opérateur de Toeplitz Tφ : H → H, par
Tφf = P (φf).
(a) Montrer que ‖Tφ‖ ≤ ‖φ‖∞
(b) Par un calcul explicite, montrer que pour φ = ek, l’opérateur
Tek

Tej
− Tekej

est compact sur H.
(c) Montrer que, pour φ et ψ dans C(T), l’opérateur TφTψ − Tφψ
est compact sur H. (on approximera φ et ψ par des combinaisons
linéaires finies des (ek).)

10. Montrer que l’image de tout opérateur compact est séparable.
11. Soit E un espace de Hilbert et A un élément de L(E). Montrer que
A est compact si, et seulement si, chaque fois que deux suites (xn) et
(yn) convergent faiblement vers x et y respectivement, alors la suite
(〈Axn, yn〉) converge vers 〈Ax, y〉. (cet exercice est à rapprocher de
l’exercice 3, section 1, chapitre III).

Solution : Les hypothèses traduisent le fait que le graphe de l’opéra-
teur A est fermé. La solution est donc une conséquence immédiate du
théorème du graphe fermé. �

12. Soient (Xi,Ωi, µi), pour 1 ≤ i ≤ 2, deux espaces mesurés et σ-finis.
Soient (φn) une base hilbertienne de L2(X1,Ω1, µ1) et (ψn) une base
hilbertienne de L2(X2,Ω2, µ2). En suivant la preuve du lemme 1.23,
montrer que {φp⊗ψq; p, q ∈ N } est une base hilbertienne de l’espace
L2(X1 ×X2,Ω × Ω2, µ1 ⊗ µ2).

4.2 Spectre d’un opérateur compact

Soient E un espace de Hilbert et A un opérateur compact dans E. On
sait que si E n’est pas de dimension finie, λ = 0 est, toujours, dans le spectre
de A ; sinon, l’opérateur I = AA−1 serait compact ce qui impliquerait que
E est de dimension finie (Remarque 1.7). Dans la suite donc, λ désignera
toujours, sauf mention du contraire, un nombre complexe non nul.

Proposition 4.2.1. Soit A ∈ K(E). Si A − λI est surjectif, alors il est
injectif.

Démonstration. Supposons qu’il existe x1 6= 0 tel que Ax1 = λx1. Posons
B = A− λI. On a Bx1 = 0, on a aussi

ker(B) ⊂ ker(B2) ⊂ · · · ⊂ ker(Bn) ⊂ · · ·
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et chacun de ces sous-espaces est fermé. Nous allons montrer que ces inclu-
sions sont, toutes, strictes. En effet, puisque B est surjectif, il existe x2 tel
que Bx2 = x1, il existe x3 tel que Bx3 = x2 etc. Par induction, on construit
une suite (xn) telle que Bxn+1 = xn et xn 6= 0 puisque x1 6= 0. D’autre
part, xn ∈ ker(Bn), car

Bnxn = Bn−1(Bxn) = Bn−1(xn−1) = · · · = Bx1 = 0

Mais xn /∈ ker(Bn−1), car Bn−1(xn) = · · · = B(x2) = x1 6= 0, donc
ker(Bn−1) est strictement inclus dans ker(Bn). Choisissons, pour tout n ≥
1, un vecteur unitaire en appartenant à ker(Bn) et orthogonal à ker(Bn−1).
Comme Ben appartient à ker(Bn−1), on a

‖Aen‖2 = ‖Ben + λen‖2 = ‖Ben‖2 + |λ|2 ≥ |λ|2

Ainsi, (en), n ≥ 1, est une suite orthonormée, dont l’image (Aen), n ∈ N,
ne converge pas vers 0, ce qui est impossible d’après le corollaire 1.17.

Pour la réciproque de cette proposition, on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.2.2. Soit A ∈ K(E). Si A− λI est injectif, alors son image est
fermée dans E.

Démonstration. Soient y ∈ ℑm(A− λI) et (yn) une suite de ℑm(A− λI)
qui converge vers y. On pose

yn = Axn − λxn

• Si (xn) contient une sous-suite bornée, alors, A étant compact, (xn)
contient aussi une sous-suite (xnk

) telle que (Axnk
) converge. Comme

xnk
=
Axnk

− ynk

λ

la suite (xnk
) converge vers un élément x qui vérifie Ax− λx = y.

• Si (xn) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite ‖xn‖ tend vers
l’infini avec n. Posons zn = ‖xn‖−1xn, il vient

‖zn‖ = 1 et lim
n→∞

(A− λI)zn = 0

Comme A est compact, (zn) contient une sous-suite (znk
) telle que (Aznk

)
converge. On en déduit que la suite (znk

) est convergente et si z est sa
limite, on aura ‖z‖ = 1 et Az − λz = 0. Ce qui contredit l’hypothèse
A− λI est injectif.

Lemme 4.2.3. Soit A ∈ K(E). Si l’opérateur A − λI est injectif, alors il
est surjectif.
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Démonstration. Puisque B = A− λI est injectif, son image E1 est fermée
d’après le lemme précédent. Posons, pour tout n ≥ 1, En = Bn(E). On a
là une suite décroissante de sous-espaces fermés

· · · ⊂ En ⊂ En−1 ⊂ · · · ⊂ E2 ⊂ E1

Si l’on suppose que E1 6= E, ces inclusions seront, en fait, strictes. En effet,
si x0 est un élément non nul de E qui n’appartient pas à E1, il est facile
de voir que pour tout n ≥ 1, Bnx0 ∈ En et Bnx0 /∈ En+1. Choisissons donc
en ∈ En de norme 1 et orthogonal à En+1. Comme Ben ∈ En+1 :

‖Aen‖2 = ‖Ben‖2 + |λ|2 ≥ |λ|2

ce qui contredit le fait que (Aen) doit tendre vers 0.

Les résultats précédents se résument comme suit

Théorème 4.2.4. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert
E. Pour tout λ complexe non nul, l’opérateur A − λI est injectif si, et
seulement si, il est surjectif. Autrement dit

σ(A) \ {0} = σp(A) \ {0}

Corollaire 4.2.5. (Alternative de Fredholm) Soit A un élément de K(E)
et µ un nombre complexe. Alors, deux possibilités peuvent se présenter pour
l’équation

x− µAx = y

- Ou bien, quel que soit le choix du second membre y, elle possède une
solution unique x.
- Ou bien l’équation homogène x− µAx = 0 admet une solution non nulle.

Démonstration. Il est évident que pour µ = 0, c’est la première possibilité
qui se réalise. Soit donc µ 6= 0 et posons λ = µ−1. L’équation x− µAx = y
est alors équivalente à l’équation

(A− λI)x = −λy

Si λ n’est pas dans le spectre de A, alors A − λI est inversible, et c’est
le premier cas qui a lieu ; si λ appartient au spectre de A, le théorème
précédent montre que λ est, nécessairement, une valeur propre de A (car
λ 6= 0) et c’est alors le deuxième cas qui se présente.

Théorème 4.2.6. Si A un opérateur compact alors, pour tout complexe λ
non nul, le noyau de A− λI est de dimension finie.
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Démonstration. Il suffit de montrer que la boule unité du sous-espace
ker(A−λI) est relativement compacte. Soit (xn) une suite dans ker(A−λI),
de norme inférieure ou égale à 1. On a

xn =
Axn
λ

L’opérateur A étant compact, (Axn) contient une sous-suite convergente,
et la relation précédente montre que la suite (xn), elle-même, contient une
sous-suite convergente.

Corollaire 4.2.7. Pour tout entier n ≥ 1, ker
(

(A−λI)n
)

est de dimension
finie.

Démonstration. En effet, on peut écrire

(A− λI)n = An −
(

n

1

)

λAn−1 +

(

n

2

)

λ2An−2 · · · + (−1)nλnI

= AB + (−1)nλnI

où B est un opérateur borné, et le théorème précédent permet alors de
conclure.

Théorème 4.2.8. Soit A un opérateur compact. Si (λn) est une suite de
valeurs propres de A alors ou bien cette suite est finie, ou bien elle tend
vers 0 quand n tend vers l’infini.

Démonstration. Supposons que la suite (λn) ne tende pas vers 0. Il existe
alors ǫ > 0 et une sous-suite (λnk

) satisfaisant |λnk
| ≥ ǫ. Pour simplifier

les notations, on peut supposer que |λn| ≥ ǫ. Soit, pour tout k ≥ 1, xk
un vecteur propre associé à λk, et soit Nk le sous-espace engendré par
{x1, x2, . . . , xk}.
La suite (Nk) est strictement croissante. Pour le voir, Il suffit de montrer
que, pour tout k, {x1, . . . , xk} est une famille libre. Supposons donc que
{x1, . . . , xk−1} soit libre et que xk =

∑k−1
1 αixi. Il vient

0 = (A− λkI)xk =
k−1
∑

i=1

αi(A− λkI)xi =
k−1
∑

i=1

αi(λi − λk)xi

Comme λk−λi 6= 0 pour tout i ≤ k− 1, on a nécessairement αi = 0, ∀ i ≤
k − 1 et donc xk = 0, ce qui est absurde. On peut donc choisir, pour tout
k ≥ 1, un élément ek de Nk, de norme 1 et orthogonal à Nk−1. Les vecteurs
ek et (A− λkI)ek sont alors orthogonaux, car (A− λkI)Nk ⊂ Nk−1. On en
déduit que

‖Aek‖2 = ‖(A− λkI)ek + λkek‖2

= ‖(A− λkI)ek‖2 + |λk|2 ≥ |λk|2

Mais cela contredit le fait que limk→∞ ‖Aek‖ = 0.
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On a maintenant une description précise du spectre d’un opérateur
compact dans un espace de Hilbert.

Théorème 4.2.9. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert
E, alors

(a) Le spectre de A est au plus dénombrable. Chaque point du spectre
est isolé, à l’exception possible de 0.

(b) Si l’espace E n’est pas de dimension finie alors 0 appartient au
spectre de A .

(c) Tout complexe non nul du spectre de A est une valeur propre et
l’espace propre correspondant est de dimension finie.

Démonstration. Puisque σ(A) est compact, il suffit de montrer que tout
λ ∈ σ(A) \ {0} est isolé. Or, si un tel λ n’est pas isolé, il existerait une
suite (λk), d’éléments dans σ(A) non nuls et distincts deux à deux, qui
convergerait vers λ. Comme σ(A) \ {0} = σp(A) \ {0}, les λk sont des
valeurs propres et le théorème 2.8 dit que nécessairement (λk) converge
vers 0, ce qui contredit l’hypothèse λ 6= 0.

Remarque 4.2.10. - Soient E un espace de Hilbert séparable, (en)n≥1

une base hilbertienne et λ = (λn)n≥1 une suite de nombres complexes
qui tend vers zéro. L’opérateur Aλ de multiplication par la suite λ qui, à
x = (xn) ∈ E associe l’élément Aλx = (λnxn) est compact (théorème 1.18).
Si l’on suppose que λn 6= 0,∀n, alors 0, bien qu’il soit dans σ(Aλ), n’est
pas une valeur propre. En revanche, si l’on prend λ1 = 0 et λn 6= 0,∀n ≥ 2,
alors 0 serait une valeur propre avec e1 comme vecteur propre associé .
Notons aussi que, même si λ = 0 est une valeur propre, le sous-espace
propre associé, c’est-à-dire ker(A), n’est pas en général de dimension finie.
C’est le cas, par exemple, de l’opérateur de multiplication dans ℓ2(N) par
une suite λ = (λn) qui est nulle à partir d’un certain rang (ou simplement
la suite nulle).

L’exemple suivant montre que le spectre d’un opérateur compact non
nul, peut être réduit à {0}.
Exemple 4.2.11. - Soit E = L2 (0, 1), l’espace des fonctions de carrés
inté-grables sur (0, 1) pour la mesure de Lebesgue, et soit V l’opérateur de
Volterra défini par

V f(x) =

∫ x

0

f(t)dt

C’est un opérateur de Hilbert-Schmidt, donc compact. L’équation

V f = λf, λ ∈ C \ {0}

implique que f est continue, dérivable sur (0, 1), et vérifie

λf ′ = f et f(0) = 0
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La fonction f est donc identiquement nulle.

EXERCICES

1. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert E et soit p
un polynôme en une seule variable et sans terme constant. On sait
que p(A) est compact. Montrer que si λ 6= 0 est une valeur propre de
A, et n’est pas racine de p alors p(λ) est une valeur propre de p(A).

Solution : Soit λ 6= 0 une valeur propre de A et soit v 6= 0 un vecteur
propre associé à λ. On a Avλv et pour tout entier k Ak = λkv,
on en déduit que, pour tout polynôme p en une variable sans terme
constant, on a p(A)v = p(λ)v. �

2. Montrer que l’alternative de Fredholm a lieu pour un opérateur A
de L(E), dont une puissance quelconque est un opérateur compact.

3. Soit I = [a, b] un intervalle fermé borné de R et k une fonction
continue sur I × I. Montrer que le spectre de l’opérateur intégral de
Fredholm

f 7→
∫ x

a

k(x, t)f(t) dt, f ∈ L2((a, b), dx)

est réduit à {0}.
4. Pour quelles valeurs de µ ∈ R, l’équation

f(x) − µ

∫ b

a

e(x−y)f(y) dy = 1

admet-elle une solution dans L2 ((a, b), dx) ?

Indication : L’opérateur intégrale A de noyau k(x, y) = e(x−y) est
compact (en fait de Hilbert-Schmidt). L’équation f − µAf = 0 n’ad-
met de solution non nulle que pour µ = 1/(b − a). Donc, l’équation
avec second membre f − µAf = 1 admet une solution pour tout µ
différent de 1/(b− a). �

5. Soit K l’opérateur intégral de noyau la fonction k définie sur [0, 1]×
[0, 1] par k(x, y) = x− y.
Déterminer le spectre de l’opérateur K.

6. Même exercice que 5., où k est défini sur [0, π] × [0, π] par

k(x, y) = sin(x) sin(2y)

4.3 Etude spectrale d’un opérateur compact

auto-adjoint

Dans ce paragraphe, on va voir que lorsque A est en plus auto-adjoint
(non nul), son spectre ne peut être réduit à 0 et qu’un tel opérateur est
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diagonalisable, comme c’est le cas pour une matrice hermitienne.
Soient E un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dans

L(E). On sait que
‖A‖ = sup

‖x‖=1

|〈Ax, x〉|

Un intérêt des opérateurs compacts est que ce maximum est atteint ; plus
précisément, on a

Théorème 4.3.1. Si A est un opérateur compact auto-adjoint, alors il
admet une valeur propre λ telle que |λ| = ‖A‖.

Démonstration. Posons a = ‖A‖. On a

a = sup
‖x‖=1

〈Ax, x〉, ou bien − a = inf
‖x‖=1

〈Ax, x〉

En considérant, si nécessaire, −A à la place de A, on peut toujours supposer
que

a = sup
‖x‖=1

〈Ax, x〉

Il existe alors, une suite (xn) d’éléments de E, telle que

∀n ∈ N, ‖xn‖ = 1 et lim
n→∞

〈Axn, xn〉 = a

L’opérateur A étant compact, on peut extraire une sous-suite (xnk
) dont

l’image par A est convergente. Posons

y = lim
k→∞

Axnk

On a, bien sûr, ‖y‖ ≤ a. Montrons que Ay = ay. En effet,

‖Axnk
− axnk

‖2 = ‖Axnk
‖2 + a2 − 2aℜe〈Axnk

, xnk
〉

Comme A est auto-adjoint ℜe〈Axnk
, xnk

〉 = 〈Axnk
, xnk

〉 ; en faisant tendre
k vers l’infini dans ce qui précède, il vient

lim
k→∞

‖Axnk
− axnk

‖2 = ‖y‖2 + a2 − 2a2 = ‖y‖2 − a2 ≤ 0

On a donc, en fait, l’égalité

lim
k→∞

‖Axnk
− axnk

‖2 = 0

L’opérateur A étant continu, on en déduit que

lim
k→∞

A(Axnk
− axnk

) = 0

c’est-à-dire que Ay − ay = 0, ce qui est le résultat désiré.
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Remarque 4.3.2. - On sait que pour un opérateur auto-adjoint A, le
spectre est inclus dans l’intervalle [−‖A‖, ‖A‖]. Le théorème précédent pré-
cise que si A est en plus compact, alors l’une au moins des extrémités de
cet intervalle est valeur propre ; celle-ci est évidemment la plus grande en
valeur absolue.

Soient A un opérateur compact auto-adjoint et (λn), n ≥ 1, la suite de
ses valeurs propres, on sait (théorème 2.9) que c’est ou bien une suite finie
ou bien elle tend vers 0. On suppose, dans toute la suite, que les valeurs
propres sont ordonnées de façon que (|λn|) soit une suite décroissante. Pour
tout n ≥ 1, on désigne par En le sous-espace propre correspondant à la
valeur propre λn et par Pn la projection orthogonale sur En.

Proposition 4.3.3. Soit Fn = E1 ⊕ . . .⊕ En. Alors pour tout n

|λn+1| = sup
x∈F⊥

n
‖x‖=1

|〈Ax, x〉|

Démonstration. L’opérateur A laisse stable Fn, il laisse donc stable son
orthogonal F⊥

n et induit un opérateur Rn ∈ L(F⊥
n )

Rnx = Ax, ∀x ∈ F⊥
n

Rnx = 0, ∀x ∈ Fn

L’opérateur Rn est compact et auto-adjoint et ses valeurs propres sont les
(λj), j ≥ n+1. On en déduit, grâce au théorème 3.1, que sa valeur propre,
la plus grande en valeur absolue, et qui n’est autre que λn+1 vérifie

|λn+1| = ‖Rn‖ = sup
x∈F⊥

n

‖x‖=1

|〈Rnx, x〉|

ce qui fournit le résultat voulu.

Les sous-espaces propres de A étant deux à deux orthogonaux, on peut
considérer leur somme directe hilbertienne que nous noterons F (proposi-
tion 4.13, chapitre I). C’est l’espace de Hilbert des éléments x de la forme

x =
∞
∑

n=1

xn, xn ∈ En, avec ‖x‖ =

( ∞
∑

n=1

‖xn‖2

)
1

2

<∞

et comme A est continu, on a aussi pour tout x dans F

Ax =
∞
∑

n=1

λnxn, et ‖Ax‖2 =
∞
∑

n=1

|λn|2‖xn‖2

Nous allons voir que ces dernières relations restent vraies pour tout élément
x de E.
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Théorème 4.3.4. Tout élément x de E s’écrit de façon unique sous la
forme

x =
∞
∑

n=1

xn + x0

où, pour tout entier n ≥ 1, xn désigne la projection orthogonale de x sur
En et x0 sa projection orthogonale sur ker(A). De plus, on a

Ax =
∞
∑

n=1

λnxn, ∀x ∈ E

Remarque 4.3.5. - Ce théorème se traduit par les relations suivantes

E = F ⊕ ker(A) et A =
∞
∑

n=1

λnPn

où F est la somme directe hilbertienne des sous-espaces propres (En) et où
Pn est l’opérateur de projection orthogonale sur En.

Démonstration. Soit Fn = E1 ⊕ . . . ⊕ En et soit An et Rn les opérateurs
définis par

An =
n
∑

i=1

λiPi, Rn = A− An

Rn est l’opérateur induit par A sur F⊥
n , que nous avons introduit dans la

preuve de la proposition précédente. On a alors

lim
n→∞

‖A− An‖ = lim
n→∞

‖Rn‖ = lim
n→∞

|λn+1| = 0

ce qui traduit le fait que la série
∑

n≥1 λnPn est convergente et a pour
somme A. On en déduit que pour tout x ∈ E,

Ax =
∞
∑

n=1

λnxn où xn = Pnx

D’autre part, ker(A) étant orthogonal à En, pour tout n ≥ 1, il est or-
thogonal à F et on a l’inclusion ker(A) ⊂ F⊥ ; montrons qu’il y a égalité.
Soit x ∈ F⊥, pour tout n, Anx = 0 , en passant à la limite sur n, on en
déduit que Ax = 0, c’est-à-dire que x appartient à ker(A), et on a donc
F⊥ = ker(A). L’égalité E = F ⊕ ker(A) en est une conséquence.

Corollaire 4.3.6. Si E est un espace séparable, il existe une base hilber-
tienne de E formée de vecteurs propres de A.
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Démonstration. Si E est séparable, le noyau de A l’est aussi. Comme les
espaces propres En, n ≥ 1, sont de dimension finie, il suffit, alors, de choi-
sir une base orthonormée dans chacun des sous-espaces En et une base
orthonormée dans ker(A).

Alternative de Fredholm

Soit A un opérateur compact et auto-adjoint dans un espace de Hilbert
E. Soit λ 6= 0, un nombre complexe et considérons l’équation

Ax− λx = y (∗)

où y est donné dans E et x est l’inconnue. Deux cas se présentent, selon
que λ est dans le spectre de A ou non.

Premier cas : λ /∈ σp(A)

Dans ce cas l’équation (∗) admet une unique solution x ∈ E, car A−λI
est inversible. Grâce au théorème 3.4, on peut exprimer la solution à l’aide
d’un développement en série suivant les vecteurs propres de A.

Soit {λn; n ≥ 1} la suite des valeurs propres non nulles de A et (En)
les sous-espaces propres associés. Le théorème 3.4 permet d’écrire

y =
∞
∑

1

yn + y0, où yn ∈ En et y0 ∈ kerA

x =
∞
∑

1

xn + x0, où xn ∈ En et x0 ∈ kerA

En remplaçant x et y par ces expressions dans l’équation (∗) et en identi-
fiant, on obtient xn = yn/(λn − λ) et x0 = −y0/λ ; la solution x est donc
donnée par

x =
∞
∑

n=1

yn
λn − λ

− y0

λ

ce qui s’écrit

x = −y
λ

+
1

λ

∞
∑

n=1

λn
λn − λ

yn

Deuxième cas : λ ∈ σp(A)

Soit λ = λk. L’opérateur A − λkI, restreint au sous-espace de Hilbert
E⊥
k est injectif ; il est donc surjectif car A est compact, et on a

(A− λkI)(E
⊥
k ) = E⊥

k
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On en déduit que l’équation (∗) admet une solution si, et seulement si, y est
orthogonal au sous-espace propre, Ek, associé à la valeur propre λk. Dans
ce cas, l’équation admet une infinité de solutions, deux d’entr’elles diffèrent
par un élément quelconque de Ek.

On obtient le développement en série des solutions en procédant comme
dans le premier cas. Si

y =
∞
∑

n6=k

yn + y0, xn ∈ En et y0 ∈ kerA

on vérifie que la solution générale x s’écrit

x =
∞
∑

n6=k

yn
λn − λk

− y0

λk
+ xk,

ou encore

x = − y

λk
+

1

λk

∑

n6=k

λn
λn − λk

yn + xk

où xk est un élément arbitraire de ker(A− λkI).

Le cas : λ = 0

L’égalité (ℑmA) = kerA⊥ montre que s’il existe x ∈ E tel que Ax = y,
alors nécessairement y est orthogonal à kerA, mais cette condition n’est pas
suffisante pour assurer l’existence d’une telle solution x. On doit supposer
de plus que

∞
∑

n=1

‖yn‖2

λ2
n

<∞

Dans ce cas il existe une infinité de solutions, dont la forme générale est
donnée par

x =
∞
∑

n=1

yn
λn

+ x0

où x0 est un élément arbitraire de kerA.

Exemple 4.3.7. - On considère, sur l’espace de Hilbert L2[0, π], l’opérateur
intégral K dont le noyau est

k(x, y) = cos(x+ y)

C’est un opérateur de rang 2 auto-adjoint. On vérifie rapidement que ses
valeurs propres non nulles sont

λ1 =
π

2
et λ2 = −π

2
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Elles sont simples et les fonctions propres associées sont

φ1(x) =

√

2

π
cosx et φ2(x) =

√

2

π
sin x

Le noyau ker(K) est formé des éléments de L2[0, π] orthogonaux à φ1 et à
φ2.

On se propose de résoudre, dans L2[0, π], l’équation

Kf − λf = −x

• Si λ = 0, cette équation n’a pas de solution, car son second membre n’est
pas dans l’image de l’opérateur K.
• Si λ 6= 0 et si λ n’est pas l’une des deux valeurs propres λ1 et λ2, l’équation
admet une unique solution donnée par

f(x) =
4

λ(π − 2λ)
cosx− 2π

λ(2λ+ π)
sinx+

x

λ

• Enfin, si λ = λ1 ou λ = λ2, l’équation n’a pas de solution car son second
membre n’est orthogonal ni à φ1, ni à φ2.

EXERCICES

1. Les notations étant celles de la proposition 3.3, montrer que les
opéra-teurs Pn et A commutent et que Rn = A− PnA.

2. Soient E1 et E2 deux espaces de Hilbert et A un opérateur compact
de E1 dans E2. L’adjoint de A est l’opérateur compact A∗ de E2 dans
E1 défini par

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈ E1, y ∈ E2

(a) Vérifier que A∗ est bien un opérateur compact de E2 dans E1.
(b) Montrer que A∗A est compact de E1 dans lui-même et positif.
On désigne par λ2

n ses valeurs propres, chacune répétée un nombre
de fois égal à sa multiplicité et on suppose qu’elles sont ordonnées
de façon que (λn) soit décroissante. Soit (en) les fonctions propres
associées et soit fn = (1/λn)Aen.
(c) Montrer que (fn) est une suite orthogonale dans E2 et que, pour
tout x dans E1,

Ax =
∞
∑

n=1

λn〈x, en〉fn

3 On considère l’espace L2(0, 2π), muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx
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Soit A l’opérateur intégral défini pour f ∈ L2(0, 2π) par

Af(x) = x

∫ 2π

0

f(y) cos y dy + cosx

∫ 2π

0

yf(y) dy

On pose u1(x) = x et u2(x) = cosx.
(1) Montrer que A est un opérateur auto-adjoint de fini.
(2) Montrer que u1 et u2 sont deux éléments orthogonaux et en dé-
duire une description de l’image de A et de son noyau.
(3) Déterminer les valeurs propres de A et les sous-espaces propres
correspondants.
(4) On pose v(x) = sinx. Discuter, suivant la valeur de λ ∈ C, le
nombre de solutions u ∈ L2(0, 2π) de l’équation

λu− Au = v

Solution : Une intégration par parties permet de voir que 〈u1, u2〉 = 0.
D’autre part, l’expression même de Af montre que A est un opérateur
intégral dont le noyau est la fonction définie par k(x, y) = x cos y +
y cosx. Cette fonction étant symétrique réelle, l’opérateur A est auto-
adjoint. Il est clair que l’image de A est engendrée par u1 et u2, ces
deux éléments forment donc une base orthogonale de l’image de A et
par suite ker(A) = ℑm(A)⊥ (voir le théorème 4.6 du chapitre III). On
en déduit que A est de rang 2. Pour déterminer les valeurs propres
de A, on remarque que si φ est fonction propre associée à une valeur
propre λ, alors φ appartient à l’image de A et est donc forcément de
la forme φ = au1 + bu2. On montre facilement que

Au1 =
(2π)3

3
u2 et Au2 = πu1

L’égalité Aφ = λφ montre alors que

λ ∈
{

−4π2/
√

6, 0, 4π2/
√

6
}

De plus, pour λ1 =,−4π2/
√

6, on trouve que φ est de la forme φ =
a(u1+λ1u2), où a ∈ C. Il en résulte que le sous-espace propre associé à
la valeur propre λ1 est de dimension 1 et engendré par φ1 = u1+λ1u2.
De même le sous-espace propre associé à la valeur propre λ2 = 4π2/

√
6

est de dimension 1 et engendré par φ2 = u1 + λ2u2. Quant au sous-
espace propre associé à la valeur propre 0, c’est ker(A) qui est de
dimension infinie. Il reste à discuter, selon λ, le nombre de solutions
de l’équation intégrale λu − Au = v : On vérifie que 〈v, u1〉 = −2π
et 〈v, u2〉 = 0 et par suite, si λ = λ1 ou si λ = λ2, l’équation n’admet
pas de solution. On vérifie aussi que v n’appartient pas à l’image de
A et par suite, pour λ = 0 l’équation n’admet pas de solution. Enfin,
pour toute autre valeur de λ l’équation admet une solution et une
seule. �





Chapitre 5

Problème de Sturm-Liouville

Plusieurs équations de la physique mathématique telles que l’équation
des ondes, l’équation de Laplace1, l’équation de la chaleur, l’équation de
Schrödinger2 etc..., peuvent être traitées grâce à la méthode de sépara-
tion des variables qui ramène ces équations aux dérivées partielles, à des
équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

α(x)u′′ + β(x)u′ + γ(x)u = λu, où λ ∈ C

équations dont on cherche les solutions u satisfaisant à des conditions impo-
sées par le problème physique étudié. Dans beaucoup de cas, la méthode de
la variation des constantes de Lagrange ramène la résolution de l’équation
précédente à celle d’une équation intégrale de Fredholm à noyau hermitien,
pour laquelle on peut appliquer les développements du chapitre IV.

5.1 Opérateur à Noyau hermitien continu

Dans ce paragraphe, on considère le cas particulier oùA est un opérateur
à noyau. Soit I un intervalle de R et k une fonction de I × I à valeurs
complexes, mesurable et de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue.
On suppose que k est hermitienne, c’est-à-dire vérifiant k(x, y) = k(y, x).
On désigne par K l’opérateur intégral de noyau k défini, pour f dans L2(I),

1Pierre Simon de LAPLACE, (1749-1827), se distingua par de nombreux travaux
d’astronomie, de mathématiques et de physique. Il appliqua l’analyse mathématique à
la mécanique céleste et à la théorie des probabilités. C’est dans son ouvrage “Théorie
analytique des probabilités” qu’il introduisit, en 1812, la transformation qui porte son
nom, pour caractériser diverses lois de probabilité.

2 Erwin Schrödinger (1887–1961) est un physicien autrichien. Il a donné, en 1926,
une formalisation nouvelle de la théorie quantique, introduisant en particulier l’équation
fondamentale (qui porte son nom), à la base de tous les calculs de la spectroscopie. Il a
reçu le prix Nobel en 1933.
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par

Kf(x) =

∫

I

k(x, y)f(y) dy

On sait que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt (donc compact) et
auto-adjoint.

Soit (λn) la suite des valeurs propres non nulles de K, chacune répétée
autant de fois que sa multiplicité, et rangées de façon que (|λn|) soit une
suite décroissante, et soit (φn) la suite des fonctions propres associées, qu’on
suppose normalisées. La proposition 1.22, chapitre IV, dit que

k =
∞
∑

n=1

λnφn ⊗ φn égalité dans L2(I × I)

et la norme de Hilbert-Schmidt de l’opérateur K est donnée par

||| K |||2= ‖k‖2
L2(I×I) =

∞
∑

n=1

λ2
n

L’équation intégrale de Fredholm s’écrit ici
∫

I

k(x, y)u(y) dy − λu = g

où g est donnée et u la fonction à chercher. Cette équation est appelée
équation de Fredholm de première espèce si λ = 0, et équation de Fredholm
de seconde espèce si λ 6= 0.

• On suppose, dans toute la suite, que I est un intervalle fermé borné
[a, b] et que k est continu sur [a, b] × [a, b]. Nous allons voir que, dans
ces conditions, les séries qui figurent dans le paragraphe 3.6 du chapitre
IV convergent, non seulement au sens de la norme de L2[a, b], mais aussi
uniformément et absolument, dès que le second membre g est une fonction
continue sur l’intervalle [a, b].

Théorème 5.1.1. L’opérateur K est une application compacte de l’espace
de Hilbert L2[a, b] dans l’espace (C[a, b], ‖ ‖∞).

Démonstration. Soit f dans L2[a, b]. Pour x1 et x2 dans [a, b], l’inégalité de
Cauchy-Schwarz donne

|Kf(x1) −Kf(x2)|2 ≤
∫ b

a

|k(x1, y) − k(x2, y)|2 dy ‖f‖2

Il en résulte que si (fn) est une suite bornée d’éléments de L2[a, b] (‖fn‖ ≤
M, pour tout n), la suite (Kfn) est uniformément bornée et équicontinue
sur [a, b]. D’après le théorème d’Ascoli (voir l’annexe), il est possible d’en
extraire une sous-suite qui converge uniformément sur l’intervalle [a, b].
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Remarque 5.1.2. - Ce qui précède montre en outre que, pour toute f
dans L2[a, b],Kf est une fonction continue sur [a, b]. En particulier, puisque
Kφn = λnφn, les fonctions propres associées aux valeurs propres non nulles
de l’opérateur K sont des fonctions continues sur l’intervalle [a, b].

Théorème 5.1.3. Pour toute fonction f de L2[a, b], on a

Kf(x) =
∞
∑

n=1

λn〈f, φn〉φn(x) (5.1)

où la série converge absolument et uniformément sur [a, b].

Démonstration. La relation λnφn(x) = Kφn(x) peut s’écrire λnφn(x) =
〈k(., x), φn〉. D’après l’inégalité de Bessel, il vient

∞
∑

n=1

λ2
n|φn(x)|2 ≤

∫ b

a

|k(x, y)|2 dy

et par suite, l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

( q
∑

n=p

|λn〈f, φn〉φn(x)|
)2

≤
q
∑

n=p

|〈f, φn〉|2
∫ b

a

|k(x, y)|2 dy

Comme la série
∑ |〈f, φn〉|2 est convergente et que k est continue sur [a, b]×

[a, b], de l’inégalité précédente on déduit que la série
∑

λn〈f, φn〉φn est
absolument et uniformément convergente sur l’intervalle [a, b]. Or cette série
converge aussi dans L2[a, b] vers Kf , celle-ci est donc sa limite uniforme,
ce qui termine la preuve du théorème.

Considérons maintenant l’équation intégrale

λu(x) −
∫ b

a

k(x, y)u(y) dy = f(x) (*)

où λ est un nombre complexe non nul, f est une fonction continue donnée
sur [a, b] et où u est une fonction continue à déterminer.

Théorème 5.1.4. (i) Si λ n’est pas valeur propre de K, l’équation (∗)
admet une solution unique donnée par

u(x) =
1

λ
f(x) +

1

λ

∞
∑

n=1

λn
λ− λn

〈f, φn〉φn(x) (5.2)

où la série converge absolument et uniformément sur [a, b].
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(ii) Si λ est une valeur propre de K, l’équation (∗) n’admet de solution
que si f est orthogonale au sous-espace propre Eλ correspondant à λ,
les solutions sont alors données par

u(x) =
1

λ
f(x) +

1

λ

∑

λn 6=λ

λn
λ− λn

〈f, φn〉φn(x) + uλ (5.3)

où uλ est une fonction arbitraire dans le sous-espace propre Eλ ; la
convergence de la série du second membre étant absolue et uniforme
sur [a, b].

Démonstration. (i) Supposons que λ ne soit pas valeur propre de K. Si
l’équation intégrale (∗) admet une solution u, celle-ci vérifie

λu(x) − f(x) =

∫ b

a

k(x, y)u(y) dy

donc d’après le théorème 1.3

λu(x) − f(x) =
∞
∑

n=1

λn〈u, φn〉φn(x)

où la convergence est absolue et uniforme sur [a, b]. En multipliant les deux
membres par φj(x) et en intégrant terme à terme sur l’intervalle [a, b],
on obtient l’égalité λ〈u, φj〉 − 〈f, φj〉 = λj〈u, φj〉, c’est-à-dire 〈u, φj〉 =
〈f, φj〉/(λ− λj), pour tout j. L’égalité (2) s’en déduit.

Réciproquement, pour toute fonction continue f , la formule (2) ci-dessus
fournit une solution de l’équation intégrale (∗). Pour le voir, montrons
d’abord que la série converge uniformément sur [a, b] ; on a déjà vu, au
cours de la preuve du théorème 1.3, que

∞
∑

n=1

λ2
n|φn(x)|2 ≤

∫ b

a

|k(x, y)|2 dy

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n+1

λj
λ− λj

〈f, φj〉
∣

∣

∣

∣

2

≤ C

∞
∑

n+1

|〈f, φj〉|2
∞
∑

n+1

λ2
j |φj(x)|2

≤ C

∞
∑

n+1

|〈f, φn(x)〉|2
∫ b

a

|k(x, y)|2 dy

avec C = supj |λ−λj|−1. Comme k est continue, le second membre tend vers
0 lorsque n tend vers l’infini et ce indépendamment de x, d’où la conver-
gence uniforme. Maintenant il est facile de vérifier, en calculant λu−Ku,
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que la fonction u, définie par la formule ci-dessus est solution de l’équation
intégrale (∗).

(ii) Supposons que λ soit valeur propre de K. Soit u une solution de (∗)
et soit φ une fonction propre de K, correspondant à la valeur propre λ, on
a

0 = λ〈u, φ〉 − 〈Ku, φ〉 = 〈f, φ〉
Ainsi, pour qu’une solution de (∗) existe il est nécessaire que f soit ortho-
gonale au sous-espace propre correspondant à la valeur propre λ. D’autre
part, on vérifie comme précédemment que la fonction u donnée par (2)
est solution et que la convergence de la série est absolue et uniforme sur
l’intervalle [a, b].

Corollaire 5.1.5. L’unique solution u de l’équation (∗) s’écrit

u(x) = −1

λ
f(x) +

∫ b

a

R(x, y;λ)f(y) dy

avec

R(x, y;λ) = − 1

λ2
k(x, y) +

1

λ2

∞
∑

n=1

λ2
n

(λn − λ)
φn(x)φn(y)

et où la série du second membre est absolument et uniformément conver-
gente sur [a, b].

Démonstration. On a l’égalité

λn/λ(λn − λ) = −λn/λ2 + λ2
n/λ

2(λn − λ)

et le théorème précédent assure que l’unique solution f de (∗) est donnée
par

f(x) = −g
λ
− 1

λ2

∞
∑

n=1

λn〈g, φn〉φn(x) +
∞
∑

n=1

λ2
n

λ2(λn − λ)
〈g, φn〉φn(x)

Comme la série
∞
∑

n=1

λn〈g, φn〉φn(x)

converge absolument et uniformément sur [a, b] vers Kg, on en déduit que

f(x) = −g
λ
− 1

λ2

∫ b

a

k(x, y)g(y) dy

+
∞
∑

n=1

λ2
n

λ2(λn − λ)

(
∫ b

a

g(y)φn(y) dy

)

φn(x)
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Il suffit donc de montrer que la série
∑

n λ
2
n|φn(y)|2 est uniformément

convergente sur [a, b], auquel cas la série
∑

n λ
2
nφn(x)φn(y) sera aussi ab-

solument et uniformément convergente sur [a, b] × [a, b], et l’interversion
des signes

∑

et
∫

, dans le dernier terme du second membre terminera la
preuve. A cet effet, considérons la fonction

h(x, y) =

∫ b

a

k(x, t)k(t, y)dt

C’est une fonction continue sur I×I et pour chaque y fixé, on peut appliquer
le théorème 1.3 pour affirmer que

h(x, y) =
∞
∑

n=1

λ2
nφn(x)φn(y)

où la convergence est absolue et uniforme en x ∈ [a, b]. En particulier la
série converge simplement, en tout point (x, y) de [a, b] × [a, b]. Il vient
notamment

h(x, x) =
∞
∑

n=1

λ2
n|φn(x)|2, ∀x ∈ [a, b]

On a là une série à termes positifs de fonctions continues qui converge en
tout point de [a, b] vers une fonction continue, le théorème de Dini3 (voir
l’annexe) assure que la convergence de la série est en fait uniforme sur
l’intervalle [a, b].

Notons que, en général, la série
∑

λnφn(x)φn(y) ne converge pas. Nous
allons donner, dans ce qui suit, une condition sur le noyau k qui assure sa
convergence uniforme sur l’intervalle produit.

Définition 5.1.6. On dit qu’un noyau k, continu sur [a, b] × [a, b], est de
type positif s’il vérifie pour tout f dans L2[a, b]

∫ b

a

∫ b

a

k(x, y)f(y)f(x) dydx ≥ 0,

Compte tenu de la définition 4.16, chapitre III, k est de type positif si,
et seulement si, l’opérateur K est positif.

Proposition 5.1.7. Tout noyau k de type positif vérifie, pour tout (x, y)
dans [a, b] × [a, b],

(a) k(x, x) ≥ 0

3Ulisse DINI (1845-1948), est un mathématicien italien, dont la statue, près de la
Scuola Normale di Pisa, est régulièrement décorée par les étudiants pisans pour qui Pise
n’est pas réduite à sa tour.
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(b) k(x, y) = k(y, x)

Démonstration. Si k est de type positif, l’opérateur intégral K, de noyau
k, est positif donc auto-adjoint et son noyau k est hermitien, c’est-à-dire
satisfait à la propriéte (b). Supposons maintenant qu’il existe x0 dans l’in-
tervalle [a, b], tel que k(x0, x0) < 0. Il existe c et d, avec a ≤ c < x0 < d ≤ b,
tels que

ℜe(k(x, y)) ≤ 0, pour (x, y) ∈ [c, d] × [c, d]

En prenant pour f la fonction caractéristique de l’intervalle [c, d], on obtient

0 ≤
∫ b

a

∫ b

a

k(x, y)f(y)f(x) dydx =

∫ d

c

∫ d

c

k(x, y) dydx < 0

ce qui est absurde. Le noyau k satisfait donc la propriété (a).

Notons que si le noyau k est de type positif, l’opérateur intégral K
qui lui est associé est positif et ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Comme précédemment nous désignerons par (λn) et (φn) les valeurs propres
et fonctions propres de K.

Théorème 5.1.8. (de Mercer) Si k est continu sur [a, b]× [a, b] et de type
positif, alors pour tout (x, y) dans [a, b] × [a, b]

k(x, y) =
∞
∑

n=1

λnφn(x)φn(y)

où la série converge absolument et uniformément sur [a, b] × [a, b].

Démonstration. L’opérateurK est positif et donc toutes ses valeurs propres
le sont. Pour n un entier posons

Rn(x, y) = k(x, y) −
n
∑

j=1

λjφj(x)φj(y)

Le noyau Rn est également continu et de type positif car, pour toute fonc-
tion f dans L2[a, b],

〈Rnf, f〉 =
∞
∑

n+1

λj|〈f, φj〉|2 ≥ 0

Grâce à la proposition 1.7, on en déduit que Rn(x, x) ≥ 0. En revenant à
la définition de Rn, cette inégalité implique que, pour tout n,

n
∑

j=1

λj|φj(x)|2 ≤ k(x, x) et par suite
∞
∑

j=1

λj|φj(x)|2 ≤ k(x, x)
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Cela montre que la série
∑

λj|φj(x)|2 est convergente pour tout x dans
[a, b]. Utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

q
∑

j=p

λj|φj(x)φj(y)| ≤
( q
∑

j=p

λj|φj(x)|2
)

1

2
( q
∑

j=p

λj|φj(y)|2
)

1

2

≤
√

k(x, x)

( q
∑

j=p

λj|φj(y)|2
)

1

2

Comme la fonction k est bornée sur [a, b]× [a, b], pour tout y fixé la conver-
gence de la série

∑

λjφj(x)φj(y) est absolue et uniforme en x sur [a, b]. Or,
cette même série converge dans L2([a, b] × [a, b]) vers k(x, y) (proposition
1. 22, chapitre IV) ; il en résulte que

∞
∑

j=1

λjφj(x)φj(y) = k(x, y), où x, y ∈ [a, b]

En particulier, k(x, x) =
∑∞

j=1 λj|φj(x)|2. Le théorème de Dini assure que la
convergence de cette dernière série est uniforme sur [a, b]. D’après l’inégalité
de Cauchy-Schwarz,

( q
∑

j=p

λjφj(x)φj(y)|
)2

≤
( q
∑

j=p

λj|φj(x)|2
)( q
∑

j=p

λjφj(y)|2
)

si bien que la série
∑

λjφj(x)φj(y) est absolument et uniformément conver-
gente sur [a, b] × [a, b] et sa somme est égale à k(x, y).

Corollaire 5.1.9. (Formule de la Trace) Si k est un noyau continu sur
[a, b] × [a, b] et de type positif, alors

∫ b

a

k(x, x) dx =
∞
∑

n=1

λn

Le second membre est appelé la trace de l’opérateur A.

Démonstration. La série
∑

λn|φn(x)|2 converge uniformément sur [a, b] vers
k(x, x), d’après le théroème de Mercer. On peut donc intégrer terme à terme
cette série et le corollaire s’en déduit.

EXERCICES
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1. Soit l’espace L2
(

[−π, π] × [−π, π]
)

des fonctions mesurables et de
carré intégrable relativement à la mesure de Lebesgue. Le produit
scalaire et la norme sont donnés par

〈f, g〉 =

π
∫

−π

π
∫

−π

f(x, y)g(x, y) dxdy, ‖f‖2 =

π
∫

−π

π
∫

−π

|f(x, y)|2 dxdy

Montrer que dans cet espace, la suite (Φn,m) définie par

Φn,m(x, y) =
1

4π2
e(inx+imy), avec n,m ∈ Z

constitue une base hilbertienne et écrire le développement d’une fonc-
tion f de L2

(

[−π, π] × [−π, π]
)

suivant la base (Φn,m).
Solution : Il suffit de se reporter au lemme 1.23, chapitre IV. �

2. Soit K un opérateur intégral à noyau k continu et hermitien sur
[a, b]. On pose

k2(x, y) =

∫ b

a

k(x, t)k(t, y) dt

(a) Les notations étant celles du paragraphe 1, montrer que

k2(x, y) =
∞
∑

n=1

λ2
nφn(x)φn(y)

où l’on précisera la nature de la convergence de la série.
(b) On définit par récurrence kp par

k1 = k et kp+1(x, y) =

∫ b

a

kp(x, t)k(t, y) dt, p ≥ 1

et on désigne par Kp l’opérateur intégral de noyau kp. Montrer que
les valeurs propres de Kp sont les (λpn) et que les fonctions propres
associées sont les (φn). En déduire que

kp(x, y) =
∞
∑

n=1

λpnφn(x)φn(y)

(c) Montrer que lorsque p > 1 la série ci-dessus est absolument et
uniformément convergente sur [a, b]. En déduire que, pour tout p > 1,

∫ b

a

kp(x, x) dx =
∞
∑

n=1

λpn

Que peut-on dire lorsque p = 1 ?
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(d) Pour quelles valeurs de l’entier p, le noyau kp est (dans tous les
cas) de type positif ?
Solution : (a) Il suffit de se reporter à la preuve du corollaire 1.5 de
ce chapitre. Il en ressort que la série définissant k2 converge unifor-
mément sur [a, b] × [a, b]. La même preuve permet de montrer (b)
par récurrence. La convergence uniforme permet d’intégrer les séries
terme à terme, ce qui démontre (c). Le noyau kp est de type positif
si, et seulement si, les valeurs propres de l’opérateur associé Kp sont
positives. Ceci aura toujours lieu si p est un entier pair. �

3. Soit k un noyau hermitien sur ]a, b[×]a, b[. On suppose qu’il existe
une constante M telle que

sup
x

∫ b

a

|k(x, y)|2 dy < M <∞

et soit K l’opérateur intégral de noyau k. Montrer que les séries (1) et
(2) des théorèmes 1.3 et 1.4 convergent absolument et uniformément
sur [a, b] (cela généralise les théorèmes 1.3 et 1.4 au cas où k n’est
pas forcément continu). Montrer que, sur ]0, 1[, la fonction k suivante
satisfait à la propriété ci-dessus

k(x, y) =

{

Log x, si 0 < y ≤ x < 1 ;

Log y, si 0 < x ≤ y < 1.

Solution : Les hypothèses montrent que le noyau k est dans l’espace
L2
(

[a, b] × [a, b]
)

. L’opérateur K associé est donc un opérateur de
Hilbert-Schmidt. En suivant la preuve du théorème 1.3 et avec les
mêmes notations, il vient

∞
∑

n=1

λ2
n|φn(x)|2 =

∫ b

a

|k(x, y)|2 dy ≤M2, ∀x ∈ [a, b]

On en déduit que, pour f dans L2[a, b] et p < q,

( q
∑

n=p

|λn〈f, φn〉φn(x)|
)2

≤
q
∑

n=p

|〈f, φn〉|2
∫ b

a

|k(x, y)|2 dy

≤M

q
∑

n=p

|〈f, φn〉|2

Le dernier terme est indépendant de la variable x et tend vers 0
lorsque p et q tendent vers l’infini. Cela prouve que la série

∑

λn〈f, φn〉φn
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converge uniformément sur [a, b] et sa limite est Kf . Ainsi, on a
obtenu l’analogue du théorème 1.3. L’analogue du théorème 1.4 s’en
déduit naturellement. �

5.2 Opérateur différentiel du second ordre

Soient α0, α1 et α2 des fonctions continues sur un intervalle I à valeurs
réelles. On suppose α0 strictement positive dans I.

On désigne par L l’opérateur différentiel linéaire et du second ordre qui,
à une fonction u dans l’espace C2(I) des fonctions deux fois continûment
dérivables sur I, associe

Lu = α0u
′′ + α1u

′ + α2u

On rappelle le théorème d’existence et d’unicité de Picard qui dit que,
pour chaque choix de x0 dans I, de (ξ1, ξ2) dans C × C et de f dans C(I),
le problème

{

Lu = f

u(x0) = ξ1, u
′(x0) = ξ2

admet une unique solution u dans C2(I).
Il en résulte que :
• l’ensemble des solutions de l’équation différentielle homogène Lu = 0

est un sous-espace vectoriel de C2(I) de dimension deux.
• Si u0 est une solution particulière de l’équation Lu = f et si u1 et

u2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation homogène
Lu = 0, alors, la solution générale de l’équation Lu = f est de la forme

u = c1u1 + c2u2 + u0

où c1 et c2 sont deux constantes arbitraires.

Exemple 5.2.1. - La solution générale de l’équation u′′ + u = x est
donnée par

u(x) = c1 sinx+ c2 cosx+ x

Soient u et v dans C2(I). Leur wronskien est défini par

W (u, v) = uv′ − vu′

Deux solutions u1 et u2 de l’équation homogène Lu = 0 sont linéairement
indépendantes si, et seulement si, leur wronskien est non nul. Notons à ce
propos que si W (u1, u2) est non nul en un point t0 de I, alors il ne s’annule
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en aucun point de cet intervalle, cela est une conséquence du théorème
d’existence et d’unicité. C’est aussi une conséquence de la formule suivante,
dite parfois formule d’Abel4 : Quels que soient x et y dans l’intervalle I

W (u1, u2)(x) = W (u1, u2)(y) exp
(

−
∫ x

y

α1(t)

α0(t)
dt
)

(5.4)

De cette relation, dont la preuve est présentée en exercice, on déduit que si
u1 est une solution connue de Lu = 0, qui ne s’annule pas sur I, alors une
deuxième solution de cette équation est donnée par

u2(x) = u1(x)

∫ x

τ

u−2
1 (t) exp

(

−
∫ t

τ

α1(s)

α0(s)
ds
)

dt, (τ ∈ I) (5.5)

Enfin, la connaissance de deux solutions linéairement indépendantes u1 et
u2 de Lu = 0 permet de construire une solution particulière de l’équation
avec second membre Lu = f (voir exercice 2).

On suppose dans la suite que α0 est dans C2(I) et que α1 est dans
l’espace C1(I).

Définition 5.2.2. (L’opérateur adjoint) L’adjoint formel de l’opérateur L,
noté L+, est l’opérateur défini par

L+u = (α0u)
′′ − (α1u)

′ + α2u

L’adjoint formel de L est en général différent de L, il lui est rattaché par
la relation suivante, dite identité de Lagrange5

Proposition 5.2.3. Quels que soient u et v dans C2(I)

vLu− uL+v =
d

dx
[u, v]

avec

[u, v] = α0W (u, v) + (α1 − α0)uv

La vérification de cette identité est immédiate et on en déduit
4A l’aube du XIXe siècle, le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel (1802–1829)

allait révolutionner sa science, et Hermite a pu déclarer : “Il a laissé aux mathématiciens
de quoi s’occuper pendant cinq cents ans”. D’abord algébriste, il établit l’impossibilité de
résolution par radicaux des équations algébriques de degré cinq et sa méthode ouvrait la
voie aux travaux de Galois sur les groupes de substitution des racines d’une équation. A
ce propos, il donne des critères de résolubilité par radicaux et étudie de nouveaux types
d’équations, appelées de nos jours équations abéliennes, possédant cette propriété. En
analyse, il est le fondateur, avec Jacobi, de la théorie des fonctions elliptiques.

5 Joseph-Louis LAGRANGE (1736-1813), est issu d’une famille turinoise d’origine
française, il a donné au calcul des variations sa formulation générale en l’abordant de
manière purement analytique. Il appliquera ses méthodes à la mécanique, dont il donne
un exposé systématique qui repose sur la théorie des équations différentielles.



5.2 Opérateur différentiel du second ordre 177

Corollaire 5.2.4. (Formule de Green) Pour toutes fonctions u et v dans
C2(I) et x1, x2 dans I, on a

∫ x2

x1

(vLu− uL+v) dx = [u, v](x2) − [u, v](x1)

La formule de Green est souvent utilisée lorsque le second membre est
nul. Elle s’écrit de façon très simple lorsque l’opérateur L est formellement
auto-adjoint

Définition 5.2.5. L’opérateur différentiel L est dit formellement auto-
adjoint si, pour tout u dans C2(I), Lu = L+u.

Théorème 5.2.6. (a) L’opérateur L est formellement auto-adjoint si,
et seulement si, les coefficients α0 et α1 sont reliés par α′

0 = α1.
(b) Tout opérateur L, formellement auto-adjoint (à coefficients réels),

s’écrit sous la forme
Lu = (pu′)′ + qu

et pour un tel opérateur, la formule de Green s’écrit
∫ x2

x2

(uLv − vLu)dy = p(x2)W (u, v)(x2) − p(x1)W (u, v)(x1)

(c) Si Lu = 0 et Lv = 0, alors pW (u, v) est une constante.

Démonstration. (a) On vérifie facilement que pour toute fonction u dans
C2(I)

L+u = α0u
′′ + (2α′

0 − α1)u
′ + (α′′

0 − α′
1 + α2)u

Il en résulte que L = L+ si, et seulement si,

2α′
0 − α1 = α1 et α2 = α′′

0 − α′
1 + α2

ce qui est équivalent à la relation α1 = α′
0. L’assertion (b) se déduit de (a),

avec α0 = p et α2 = q, et de la proposition 2.2 ; quant à l’assertion (c), elle
découle de (b).

L’assertion (b) montre l’avantage d’avoir un opérateur formellement auto-
adjoint. Par exemple, lorsque u et v sont à support compact dans I et à
valeurs complexes, la formule de Green s’écrit

∫

I

(vLu− uLv)dy = 0

c’est-à-dire 〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉, où le produit scalaire est celui de l’espace
L2(I, dx). Cela justifie le qualificatif “formellement auto-adjoint” qui devrait
être précisé en ajoutant “dans L2(I, dx)”.
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Le théorème qui suit dit précisément que tout opérateur différentiel du
second ordre, linéaire et à coefficients réels, peut être transformé en un
opérateur formellement auto-adjoint.

Théorème 5.2.7. Soit L l’opérateur différentiel défini par

Lu = α0u
′′ + α1u

′ + α2u

Alors l’opérateur µL, avec

µ(x) = exp
(

∫ x

τ

α1 − α′
0

α0

dy
)

est formellement auto-adjoint (τ est quelconque dans I).

Démonstration. D’après le théorème précédent, l’opérateur µL est formel-
lement auto-adjoint si, et seulement si, (µα0)

′ = µα1. L’expression de µ
s’en déduit immédiatement.

Exemple 5.2.8. -
(a) L’opérateur de Legendre est donné pour −1 < x < 1 par

Lu = (1 − x2)u′′ − 2xu′ ou Lu = ((1 − x2)u′)′

c’est un opérateur formellement auto-adjoint dans L2(−1, 1).
(b) L’opérateur de Laguerre est donné pour x ≥ 0 par

Lu = xu′′ + (1 − x)u′

Le facteur µ est dans ce cas

µ(x) = exp
(

∫ x

0

(1 − y) − 1

y
dy
)

= e−x

L’opérateur e−xL est donc formellement auto-adjoint dans l’espa-ce
L2(0,+∞). Autrement dit, pour des fonctions f et g dans C2(0,∞)
et à supports compacts dans (0,+∞)

∫ ∞

0

e−xLf(x)g(x) dx =

∫ ∞

0

f(x)e−xLg(x) dx

Cela revient à dire que l’opérateur de Laguerre est formellement auto-
adjoint dans L2((0,+∞); e−xdx), celui-ci est donc l’espace naturel
dans lequel on étudie l’opérateur de Laguerre.
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(c) L’opérateur d’Hermite est donné pour x réel par

Lu = u′′ − xu′

Le facteur µ est, dans ce cas,

µ(x) = exp
(

∫ x

0

−y dy
)

= e−x
2/2

et par suite e−x
2/2L est un opérateur formellement auto-adjoint dans

l’espace L2(R). Pour deux fonctions f et g dans C2(R) et à supports
compacts

∫

R

e−x
2/2Lf(x)g(x) dx =

∫

R

f(x)e−x
2/2Lg(x) dx

Cette égalité traduit le fait que l’opérateur d’Hermite est formelle-
ment auto-adjoint dans L2(R; e−x

2/2dx) qui est donc l’espace adapté
à l’étude de cet opérateur.

EXERCICES

1. Soient u1 et u2 deux solutions linéairement indépendantes de l’équa-
tion homogène Lu = 0. Montrer que leur wronskien W vérifie l’équa-
tion différentielle

W ′(u1, u2) = −α1

α0

W (u1, u2)

En déduire la formule (1) dite formule d’Abel.
Solution : Par définition, W (u1, u2) = u1u

′
2 − u2u

′
1, par dérivation on

obtient W ′(u1, u2) = u1u
′′
2 − u2u

′′
1. Comme Lu1 = Lu2 = 0, on ob-

tient l’équation W ′(u1, u2) = −(α1/α0)W (u1, u2). En intégrant cette
équation différentielle, on obtient la formule d’Abel. �

2. On suppose que dans l’expression de L, α0 = 1. Soient u1 et u2 deux
solutions linéairement indépendantes de l’équation Lu = 0. Montrer
que pour toute fonction f continue, la fonction

v(x) =

∫ x

x0

u2(x)u1(t) − u1(x)u2(t)

W (u1, u2)(t)
f(t) dt

est une solution particulière de l’équation différentielle Lu = f . (v se
calcule à l’aide de la méthode de la variation des constantes).

3. On considère l’équation de Legendre (voir chapitre II, section 4)

(1 − x2)u′′ − 2xu′ + n(n+ 1)u = 0, n ∈ N

On sait que le polynôme de Legendre Pn est une solution de cette
équation vérifiant Pn(1) = 1. En utilisant la formule d’Abel, montrer
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qu’une deuxième solution de l’équation de Legendre, linéairement in-
dépendante de Pn, est fournie par

Qn(x) = Pn(x)

∫

dt

(1 − t2)Pn(t)2

Calculer Q0 et Q1. (les Qn sont appelés fonctions de Legendre de
deuxième espèce).
Solution. L’expression deQn est une conséquence directe de la formule
(1) et du fait qu’une primitive de (2t)/(1 − t2) est −Log(1 − t2).
D’autre part, comme P0 = 1 et P1(x) = x, la formule (1) donne
Q0(x) = (1/2)Log[(1 + x)(1 − x)−1] et Q1(x) = xQ0(x) − 1. �

4. L’équation d’Hermite (chapitre II, section 5), u′′ − xu′ + nu = 0
admet, pour chaque entier n, le polynôme d’Hermite Hn comme so-
lution. Montrer que la fonction

hn(x) = Hn(x)

∫

H−2
n (t)et

2/2 dt

est une deuxième solution linéairement indépendante de Hn. (usuel-
lement, on appelle fonction d’Hermite de seconde espèce la fonction
(n!)hn). Montrer que si l’on ajoute la condition hn(0) = 0, alors la
fonction h0 est donnée par h0(x) =

∫ x

0
et

2/2 dt.
5. L’équation de Laguerre xu′′+(1−x)u′+nu = 0 admet, pour chaque

entier n, le polynôme de Laguerre Ln comme solution, (voir chapitre
II, section 6). Montrer que la fonction définie par

ℓn(x) = Ln(x)

∫

t−1L−2
n (t)et dt

est une deuxième solution linéairement indépendante de Ln.
6. Dans chacun des exemples suivants, on donne une solution u1 de

l’équation différentielle et on demande de construire une deuxième
solution linéairement indépendante sur l’intervalle indiqué
(a) u′′ − (2/x2)u = 0, u1(x) = x2, 0 < x <∞.
(b) u′′ − 4xu′ + (4x2 − 2)u = 0, u1(x) = ex

2

, 0 < x <∞.
(c) (1 − x2)u′′ − 2xu′ + 2u = 0, u1(x) = x, 0 < x < 1.
Solution : Il suffit d’appliquer la formule (2).

7. Dans les exemples qui suivent, utiliser la solution u1 proposée de
l’équation homogène pour trouver la solution générale de l’équation
avec second membre sur l’intervalle indiqué.
(a) u′′ − (2/x2)u = ex, u1(x) = x2, 0 < x <∞.
(b) (1− x2)u′′ − 2xu′ + 2u = f(x) u1(x) = x, 0 < x < 1
où f est une fonction continue sur [0, 1].
(c) x2u′′ + xu′ + (x2 − 1/4)u = 3

√
x sin x, u1(x) =

√
x sinx, avec

0 < x <∞.
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Solution : Grâce à la formule (2), on cherche d’abord une deuxième
solution u2 linéairement indépendante de u1. Ensuite, on utilise la
méthode de la variation des constantes (exercice 2) pour trouver une
solution particulière. �

8. Soit L l’opérateur différentiel défini par

Lu = (1 − x2)u′′ − xy′ + αu, −1 < x < 1

(a) Calculer l’adjoint formel de L.
(b) Transformer L en un opérateur formellement auto-adjoint dans
l’espace L2(−1, 1).

6. Transformer l’opérateur hypergéométrique défini par

x(x− 1)u′′ + [(1 + α+ β)x− γ]u′ + αβu

où α, β et γ sont des constantes réelles, en un opérateur formellement
auto-adjoint dans L2(−1, 1).

9. Transformer chacun des opérateurs différentiels qui suivent, en un
opérateur formellement auto-adjoint :
(a) L(u) = u′′ − 2xu′

(b) Lu = x2u′′ + xu′ + x2u.
10. Soit L l’opérateur différentiel défini par Lu = α0u

′′+α1u
′+α2u, où

α0, α1 et α2 sont des fonctions données sur un intervalle I à valeurs
réelles.
(a) Déterminer les fonctions p, q et r telles que

Lu =
1

r(x)

{

d

dx

(

p(x)
du

dx

)

+ q(x)u

}

(b) Montrer que le changement de variables t =
∫ x√

r(s)/p(s)ds
transforme le deuxième membre de l’égalité ci-dessus sous la forme

Lu = ũ′′(t) +
β′(t)

2β(t)
ũ′(t) +

q̃(t)

r̃(t)
ũ(t), avec ũ(t) = u(x)

où l’on a posé ũ(t) = u(x) et r̃(t) = r(x), q̃(t) = q(x), p̃(t) = p(x) et
β(t) = r̃(t)p̃(t).
(c) Montrer que si l’on pose ũ(t) = β(t)−1/4v(t), le membre de droite
de l’expression ci-dessus devient

Lu(x) = β(t)−1/4[v′′(t) −Q(t)v(t)]

où la fonction Q est à déterminer. En déduire que la “transformation
de Liouville”

t =

∫ x
√

r(s)/p(s)ds, u = ((p(x)r(x))−1/4v
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permet de passer de l’équation

1

r(x)

{

d

dx

(

p(x)
du

dx

)

+ q(x)u

}

= λu

à l’équation

v′′(t) −Q(t)v(t) = λv(t)

Noter que l’opérateur différentiel qui apparaît dans la premiere équa-
tion est formellement auto-adjoint dans L2(I, r(x)dx), alors que ce-
lui intervenant dans la deuxième est formellement auto-adjoint dans
L2(dt).
Solution : (a) On vérifie que les fonctions p, q et r sont données par :
r(x) = α0(x)/p(x),

p(x) = exp

(
∫ x α1(s)

α0(s)
ds

)

, et q(x) =
α2(x)p(x)

α0(x)

(c) La fonction Q est donnée par

Q(t) =
β′′

4β
− 3

β′

4β
− q̃

r̃

5.3 Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

Un opérateur de Sturm6-Liouville7 est la donnée d’un opérateur différentiel
linéaire et du second ordre (qu’on peut supposer, d’après le théorème 2.6,
formellement auto-adjoint)

Lu =
d

dx

(

p(x)
du

dx

)

− q(x)u

sur un intervalle [a, b] et de conditions aux extrémités de l’intervalle, appe-
lées conditions au bord (ou à la frontière)

p(a)u′(a) sin θ − u(a) cos θ = 0

p(b)u′(b) sin γ − u(b) cos γ = 0

6C’est à partir de 1830 que le mathématicien français Charles François STURM
(1803-1855), en liaison avec son ami Liouville, aborde le problème de la théorie générale
des oscillations et étudie les équations différentielles du second ordre. Les méthodes
employées seront à l’origine de nombreux travaux et découvertes mathématiques.

7Le mathématicien français Joseph LIOUVILLE (1809-1882) est le fondateur du
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, appelé traditionellement Journal de
Liouville. Les deux premiers volumes (1836-1837) contiennent six mémoires, les uns de
Liouville, les autres de Sturm, sur le problème qui porte aujourd’hui leurs noms.
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La fonction p est dans C1 et strictement positive sur [a, b], la fonction q est
réelle et continue sur [a, b].

Le domainde DL de l’opérateur de Sturm-Liouville est l’espace des fonc-
tions dans C2[a, b] vérifiant les conditions à la frontière. L’opérateur de
Sturm-Liouville, associé à l’opérateur différentiel et aux conditions à la
frontière, est l’application

L : DL → C[a, b]

et on parlera alors de l’opérateur (DL, L). Le problème de Sturm-Liouville
consiste à résoudre le système

{

λu− Lu = f

u ∈ DL

(I)

où f est une fonction continue sur [a, b] donnée, λ est un paramètre com-
plexe et où u est la fonction inconnue à chercher.

Soient u et v deux fonctions dans C2[a, b]. On désigne par W (u, v) leur
wronskien c’est-à-dire W (u, v) = uv′ − vu′ et on pose

[u, v] = pW (u, v)

On a
d

dx
[u, v] = uLv − vLu(1)

de telle sorte que

∫ b

a

(uLv − vLu) dx = [u, v](b) − [u, v](a)

et si u et v sont dans DL, le second membre de l’égalité ci-dessus est nul et
on obtient

∫ b

a

uLv dx =

∫ b

a

vLu dx (5.6)

Pour cette raison, on dit que l’opérateur (DL, L) est symétrique ou formel-
lement auto-adjoint.

EXERCICES

1. Soit (DL, L) l’opérateur défini par : Lu = u′′ et DL l’ensemble des
fonctions u dans C2[0, π] vérifiant les conditions au bord

{

u(π) = au(0) + bu′(0)

u′(π) = cu(0) + du′(0)
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Expliquer comment choisir les réels a, b, c et d pour que (DL, L) soit
symétrique, c’est-à-dire pour que l’on ait

〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉, ∀u, v ∈ DL

Solution. En posant W (u, v) = uv′ − vu′, on vérifie que
〈Lu, v〉 − 〈u, Lv〉 = W (u, v)(0) −W (u, v)(π)

L’opérateur (DL, L) est donc symétrique si, et seulement si, on a
W (u, v)(π) = W (u, v)(0), pour tout u et tout v dans le domaine DL.
Or, pour de tels éléments, W (u, v)(π) = (ad − bc)W (u, v)(0) et la
condition précédente est équivalente à : ad− bc = 1. �

2. Soient α et β deux nombres complexes et posons Lu = u′′, pour u
dans C2[a, b] à valeurs complexes. Le produit scalaire est défini par
〈f, g〉 =

∫ b

a
fg dx.

(i) Soit D1 = {u ∈ C2[a, b] | u′(a) = αu(a), u′(b) = βu(b) }. Montrer
que si α et β sont réels, alors (D1, L) est symétrique.
(ii) Soit D2 = {u ∈ C2[a, b] | u(a) = αu′(a), u(b) = βu′(b) }. Montrer
que si α et β sont réels, alors (D2, L) est symétrique.
(iii) Soit D3 = {u ∈ C2[a, b] | u(b) = αu(a), u′(b) = βu′(a) }. Montrer
que si αβ = 1, alors (D3, L) est symétrique.
(iv) Soit D4 = {u ∈ C2[a, b] | u′(a) = αu(b), u′(b) = βu(a) }. Montrer
que si α+ β = 0, alors (D4, L) est symétrique.
Solution : Dans chacun des cas, il s’agit de calculer W (u, v) pour u
et v dans Dj, 1 ≤ j ≤ 4 et de demander à ce que l’on ait

W (u, v)(a) −W (u, v)(b) = 0 (*)

Par exemple, dans le cas (iv) le premier membre de (⋆) vaut −(α +
β)u(b)v(a) + (α + β)u(a)v(b), il est nul si α + β = 0. Dans le cas
(iii), on trouve W (u, v)(a) = u(a)v′(a) − u′(a)v(a) et W (u, v)(b) =
αβu(a)v′(a)− αβu′(a)v(a). On en déduit que si αβ = 1, la condition
(⋆) est satisfaite. �

5.4 Fonction de Green et Résolvante

Soit u1 la solution de Lu = 0 qui vérifie

u1(a) = sin θ, p(a)u′1(a) = cos θ

et soit u2 la solution de Lu = 0 qui vérifie

u2(b) = sin γ, p(b)u′2(b) = cos γ
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La relation (1) montre que la fonction [u1, u2] est constante. Comme p est
strictement positive sur [a, b], cette constante est nulle si, et seulement si, le
wronskien W (u1, u2) est identiquement nul, ce qui équivaut à dire que u1 et
u2 sont liées. Dans ce cas u1 est dans DL et par suite l’opérateur (DL, L) est
non injectif. En revanche, si l’opérateur (DL, L) est supposé injectif, ce qui
précède montre que les solutions u1 et u2 sont nécessairement liéairement
indépendantes.
On suppose que l’opérateur (DL, L) est injectif, c’est-à-dire que le problème

{

Lu = 0

u ∈ DL

n’admet que la solution nulle u = 0. Les fonctions u1 et u2, sont donc
linéairement indépendantes.

On va résoudre, par la méthode de la variation des constantes de La-
grange, le problème

{

Lu = −f
u ∈ DL

(II)

où f est une fonction donnée, continue sur [a, b]. La méthode consiste à
poser

u(x) = c1(x)u1(x) + c2(x)u2(x)

où les fonctions c1 et c2 vérifient u1c
′
1 + u2c

′
2 = 0, de telle sorte que l’on ait

{

p(u′1c
′
1 + u′2c

′
2) = f

u1c
′
1 + u2c

′
2 = 0

d’où il vient [u1, u2]c
′
1 = u2f et [u1, u2]c

′
2 = −u1f . En tenant compte du fait

que u appartient à DL, c’est-à-dire satisfait les conditions à la frontière, on
trouve c2(a) = 0 et c1(b) = 0 et par suite l’intégration du sytème précédent
donne

c1(x) = −
∫ b

x

u2(y)f(y)

[u1, u2]
dy, c2(x) = −

∫ x

a

u1(y)f(y)

[u1, u2]
dy

Ainsi, le problème (II) admet une solution qui s’écrit

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

avec

G(x, y) =











−1

[u1, u2]
u1(y)u2(x), si a ≤ y ≤ x ≤ b ;

−1

[u1, u2]
u1(x)u2(y), si a ≤ x ≤ y ≤ b.

(1)

On peut donc énoncer
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Théorème 5.4.1. On suppose l’opérateur (DL, L) injectif.
(i) Soient f une fonction de C[a, b] et u la fonction définie par

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

alors, la fonction u appartient à DL et vérifie Lu = −f
(ii) Soient u une fonction de DL et f = −Lu, alors

u(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

Démonstration. L’assertion (i) est déjà démontrée. Posons

v(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

d’après l’assertion (i) la fonction v appartient à DL et Lv = −f , donc
L(u − v) = 0. Comme l’opérateur (DL, L) est injectif, on en déduit que
u = v.

Définition 5.4.2. La fonction G(., .) s’appelle la fonction (ou le noyau)
de Green8 de l’opérateur (DL, L).

Le théorème 4.1 exprime que si l’opérateur (DL,−L) est injectif, alors
il est inversible et que son inverse est l’opérateur intégral à noyau donné
par

Gf(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y) dy

La fonction de Green est caractérisée par les propriétés suivantes qui
permettent donc de la construire.

Proposition 5.4.3. Soit Gx la fonction y 7→ G(x, y).
(a) La fonction Gx vérifie les conditions à la frontière en a et en b, elle

est ce classe C2 sur [a, x[ et ]x, b] et sur chacun de ces intervalles elle
satisfait : LGx = 0

(b) En x la dérivée de Gx est discontinue et le saut en ce point est

d

dy
Gx(x+ 0) − d

dy
Gx(x− 0) = − 1

p(x)

Si δx désigne la masse de Dirac au point x, ces propriétés montrent
qu’au sens des distributions, LGx = −δx.

8 George GREEN (1793-1841), est un mathématicien anglais qui, à travers sa re-
cherche d’une formulation de la théorie de l’électricité statique et du magnétisme, est
le créateur de la théorie du potentiel. Boulanger de sa profession, il s’initia seul aux
mathématiques, principalement en lisant les mémoires de Poisson.
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Exemple 5.4.4. - Soit (DL, L) l’opérateur défini par

DL = { u ∈ C2[0, 1] | u(0) = 0, u(1) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

Pour trouver son inverse, on doit résoudre
{

u′′ = −f
u(0) = 0, u(1) = 0

Après deux intégrations par parties, on trouve

u(x) = −
∫ x

0

(
∫ t

0

f(y)dy

)

dt+ c1x+ c2

où c1 et c2 sont deux constantes arbitraires. Intervertissant l’ordre des in-
tégrations, on obtient

u(x) = −
∫ x

0

(x− y)f(y)dy + c1x+ c2

Ecrivant que u(0) = u(1) = 0, il vient

c2 = 0 et c1 =

∫ 1

0

(1 − y)f(y)dy

et la solution u s’écrit donc

u(x) =

∫ x

0

(1 − x)yf(y)dy +

∫ 1

x

(1 − y)xf(y)dy

=

∫ 1

0

G(x, y)f(y)dy

où l’on a posé

G(x, y) =

{

(1 − x)y, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1 ;

(1 − y)x, 0≤ x ≤ y ≤ 1.

On vérifie facilement que G, ainsi trouvée, est la fonction de Green de
l’opérateur (DL, L) ; on peut la retrouver en appliquant la formule (1).

Exemple 5.4.5. - Soit (DL, L) l’opérateur défini par

DL = { u ∈ C2[0, π]/u(0) = 0, u(π) = 0 }
Lu = e−2x[(e2xu′)′ + e2xu], u ∈ DL
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Pour inverser cet opérateur, on doit résoudre
{

Lu = −f
u(0) = 0, u(π) = 0

L’équation différentielle s’écrit

u′′ + 2u′ + u = −f

En posant u = e−xv, l’équation devient e−xv′′ = −f , et sa solution générale
est donc de la forme

v(x) = −
∫ x

0

(x− y)eyf(y)dy + c1x+ c2

soit

u(x) = −
∫ x

0

(x− y)e(y−x)f(y)dy + c1xe
−x + c2e

−x

Ecrivant que u vérifie les conditions aux bords en 0 et en π, on trouve

c2 = 0 et c1 =
1

π

∫ π

0

(π − y)eyf(y)dy

La solution u est donc donnée par

u(x) =

∫ π

0

G(x, y)e2yf(y)dy

avec

G(x, y) =

{

(1/π)(π − x)ye−(x+y), 0 ≤ y ≤ x ≤ π

(1/π)(π − y)xe−(x+y), 0 ≤ x ≤ y ≤ π

On vérifie que la fonction G, ainsi trouvée, est bien la fonction de Green
de l’opérateur (DL, L).

Le théorème 4.1 s’applique à l’opérateur (DL, λI−L), pourvu que celui-
ci soit injectif. Dans ce cas, (DL, λI−L) est inversible et son inverse, qu’on
notera Gλ est de la forme

Gλf(x) =

∫ b

a

Gλ(x, y)f(y) dy

où la fonction Gλ est construite de façon analogue au cas où λ = 0. Plus
précisément, soit u1(., λ) la solution de λu− Lu = 0 vérifiant

u1(a, λ) = sin θ, p(a)u′1(a, λ) = cos θ

et soit u2(., λ) la solution de λu− Lu = 0 vérifiant

u2(b, λ) = sin γ, p(b)u′2(b, λ) = cos γ
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Si λI − L est injectif, les solutions u1(., λ) et u2(., λ) sont linéairement
indépendantes et par suite [u1(., λ), u2(., λ)] est une constante non nulle
qui ne dépend que de λ. On vérifie alors que le noyau Gλ est donné par

Gλ(x, y) =











−1

[u1(., λ), u2(., λ)]
u1(y, λ)u2(x, λ), si a ≤ y ≤ x ≤ b ;

−1

[u1(., λ), u2(., λ)]
u1(x, λ)u2(y, λ), si a ≤ x ≤ y ≤ b.

(2)

le théorème 4.1 se traduit par

Théorème 5.4.6. On suppose l’opérateur (DL, λI − L) injectif
(i) Soient f une fonction continue sur [a, b] et u la fonction définie par

u(x) =

∫ b

a

Gλ(x, y)f(y) dy

Alors, la fonction u appartient à DL et vérifie λu− Lu = f
(ii) Soient u une fonction de DL et f = λu− Lu, alors

u(x) =

∫ b

a

Gλ(x, y)f(y) dy

La famille des opérateurs Gλ s’appelle la résolvante de l’opérateur (DL, L).

Dans la suite on pose

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x) dx, et ‖f‖ =
√

〈f, f〉

L’espace C[a, b] est ainsi muni d’une structure d’espace préhilbertien dont
le complété est l’espace L2[a, b].

Définition 5.4.7. Un nombre complexe λ est une valeur propre de (DL, L)
s’il existe une fonction u dans DL, non nulle et vérifiant

λu− Lu = 0

la fonction u est alors appelée une fonction propre de (DL, L) associée à la
valeur propre λ.

Théorème 5.4.8. Les valeurs propres de l’opérateur (DL, L) sont réelles.
Les sous-espaces propres correspondant sont de dimension 1 et deux à deux
orthogonaux.

Démonstration. La formule (1) du paragraphe précédent se traduit par
〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉 si u et v sont dans DL, de sorte que si u appartient à DL
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le nombre 〈Lu, u〉 est réel. Soient λ une valeur propre de (DL, L) et φ une
fonction propre associée

〈Lφ, φ〉 = λ‖φ‖2

la valeur propre λ est donc réelle. Si ψ est une autre fonction propre associée
à λ. La formule (1) montre que pW (φ, ψ) est une constante, comme sa
valeur en a est nulle, on a W (φ, ψ) = 0 et les fonctions φ et ψ sont donc
proportionnelles.

Soient φ et ψ deux fonctions propres correspondant aux valeurs propres
λ et ν

〈Lφ, ψ〉 = λ〈φ, ψ〉 = 〈φ, Lψ〉 = ν〈φ, ψ〉
d’où (λ− ν)〈φ, ψ〉 = 0 et si λ 6= ν, 〈φ, ψ〉 = 0.

Exemple 5.4.9. - Soit (DL, L) l’opérateur défini par

DL = { u ∈ C2[0, 1] | u(0) = 0, u(1) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

on a, avec les notations utilisées,

u1(x, λ) =
sh

√
λx√
λ

, u2(x, λ) =
sh

√
λ(x− 1)√
λ

, [u1, u2] =
sh

√
λ√
λ

Les valeurs propres de l’opérateur (DL, L) sont les complexes λ tels que
[u1, u2] = 0, on en déduit que les valeurs propres de (DL, L) et les fonctions
propres (normalisées) associées sont

λn = −n2π2, φn(x) =
√

2 sin(nπx), n ≥ 1

Compte tenu de la formule (2), la fonction de Green Gλ est définie pour
λ 6= λn par

Gλ(x, y) =

√
λ

sh
√
λ















sh
√
λx√
λ

sh
√
λ(1 − y)√
λ

, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

sh
√
λy√
λ

sh
√
λ(1 − x)√
λ

, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

Exemple 5.4.10. - Soit (DL, L) l’opérateur défini par

DL = { u ∈ C2[0, π] | u(0) = 0, u(π) = 0 }
Lu = e−2x[(e2xu′)′ + e2xu], u ∈ DL

On vérifie que ses valeurs propres et les fonctions propres associées sont

λn = −n2, φn(x) = cne
−x sinnx, n ≥ 1

où cn est choisie de façon que φn soit normalisée. On calculera cn et on
explicitera l’expression de la fonction de Green Gλ, λ 6= λn, en exercice.

EXERCICES
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1. Montrer que si λ et µ ne sont pas des valeurs propres de l’opérateur
(DL, L), Gλ vérifie l’équation résolvante

Gλ −Gµ = (µ− λ)GλGµ

Montrer que cette équation se traduit par

Gλ(x, y) −Gµ(x, y) = (µ− λ)

∫ b

a

Gλ(x, z)Gµ(z, y) dz

Montrer que pour tout f dans L2[a, b]

‖Gλf‖ ≤ 1

|ℑmλ|‖f‖

Solution : Montrons cette dernière inégalité. Posons λ = ξ + iη et
u = Gλf , nous avons f = ξu+ iηu− Lu et donc

‖f‖2 = 〈ξu− Lu, ξu− Lu〉 + iη〈u, ξu− Lu〉 + η2‖u‖2

= ‖ξu− Lu‖2 + η2‖u‖2 ≥ η2‖u‖2

d’où on déduit que ‖Gλf‖2 ≤ η2‖f‖2.
2. Montrer que si λ0 n’est pas valeur propre de (DL, L), le problème

{

λu− Lu = f

u ∈ DL

est équivalent à l’équation intégrale

(λ− λ0)Gλ0
u+ u = Gλ0

f

En déduire que (DL, L) et l’opérateur intégral Gλ0
admettent les mê-

mes sous-espaces propres et que λ est valeur propre de (DL, L) si, et
seulement si, µ = (λ0 − λ)−1 est valeur propre de Gλ0

.
3. On considère l’opérateur (DL, L) défini par

DL = { u ∈ C2[0, π] | u(0) = 0, u(π) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

(a) Montrer que (DL, L) est injectif et trouver, pour toute f continue
sur [0, π], la solution du problème

{

Lu = −f
u ∈ DL

(b) En déduire la fonction de Green G(., .) de (DL, L).
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(c) Déterminer les valeurs propres (λn) de (DL, L) et les fonctions
propres associées.
(d) Pour λ 6= λn et f continue, trouver la solution du problème

{

λu− Lu = f

u ∈ DL

(e) En déduire la fonction de Green Gλ(., .) et montrer que

lim
λ→0

Gλ(x, y) = G(x, y)

Solution : Il suffit de reprendre l’exemple 4.9 dans lequel on remplace
l’intervalle [0, 1] par [0, π]. D’abord, la solution générale de Lu = 0
étant de la forme u(x) = c1 + c2x, la seule solution appartenant
à DL est 0 ; l’opérateur (DL, L) est donc injectif. La méthode de
la variation des constantes montre que toute solution de Lu = −f
s’écrit u = c1 + c2x+

∫ x

0
(t−x)f(t) dt. La condition u(0) = 0 implique

c1 = 0, la condition u(π) = 0 donne c2 = (1/π)
∫ π

0
(π− t)f(t) dt et par

suite la solution u de l’équation Lu = −f , qui appatient à DL s’écrit
u = Gf , où G est l’opérateur intégral de noyau la fonction de Green
G(., .) donnée par

G(x, t) =







x(π − t)
π , si 0 ≤ x ≤ t ≤ π ;

t(π − x)
π , si 0 ≤ t ≤ x ≤ π.

On remarque que l’expression de G peut être déduite de la for-
mule (2). Nous avons répondu aux questions (a) et (b). Comme dans
l’exemple 4.9, on montre que les valeurs propres (λn) et les fonctions
propres (normalisées) sont données par

λn = −n2, φn(x) =
√

2/π sin(nx), n ≥ 1

De même, pour λ 6= λn, ∀n ≥ 1, la solution u ∈ DL de l’équation
λu− Lu = f est donnée par u = Gλf , où Gλ est l’opérateur intégral
de noyau la fonction de Green Gλ(., .) définie par

Gλ(x, t) =















sh
√
λx sh

√
λ(π − t)√

λ sh
√
λπ

, si 0 ≤ x ≤ t ≤ π ;

sh
√
λt sh

√
λ(π − x)√

λ sh
√
λπ

, si 0 ≤ t ≤ x ≤ π.

La question (e) s’en déduit immédiatement. �
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4. L’opérateur (DL, L) étant celui défini dans l’exercice 3, résoudre le
problème suivant où k est un réel donné

{

λu− Lu = cos(kx)

u ∈ DL

Solution : Si λ 6= −k2, une solution particulière est donnée par la
fonction cos(kx)/(λ + k2). La solution générale de Lu − λu = 0 est
donc

u(x) = c1 ch(
√
λx) + c2

sh(
√
λx)√
λ

+
cos(kx)

λ+ k2

Il suffit alors de choisir les constantes c1 et c2 de façon que u(0) =
u(π) = 0, ce qui donne

u(x) =
ch(

√
λx)

λ+ k2
+

cos(kx)

λ+ k2

+
sh(

√
λx)

(λ+ k2) sh
√
λπ

(ch kπ − ch(
√
λπ))

Si λ = −k2, c’est-à-dire si λ est une valeur propre de (DL, L), on
construit une solution particulière u0 de Lu + k2u = cos kx à partir
des solutions linéairement indépendantes, u1(x) = sin kx et u2(x) =
cos kx, de Lu + k2u = 0, en utilisant la méthode de la variation
des constantes (voir l’exercice 2 du paragraphe 2) ; il vient u0(x) =
(1/k)

∫ x

0
cos kt sin k(x − t) dt = x sin kx/(2k). La solution de notre

problème est donc

u(x) = c2
sin kx

k
+
x sin kx

2k
où c2 est une constante arbitraire

5. Déterminer les fonctions propres normalisées et l’expression de la
fonction de Green Gλ de l’opérateur défini dans l’exemple 4.10.

6. On considère l’opérateur (DL, L) défini par

DL = { u ∈ C2[0, π] | u(0) = 0, u(π) + ku′(π) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

(a) Montrer que ses valeurs propres (λn) sont les solutions (quand
elles existent) de l’équation th

√
λπ = −k

√
λ

(b) Montrer que si λn est valeur propre, alors une fonction propre
associée est de la forme φn(x) = An sh

√
λnx

(c) Montrer que λ = 0 n’est valeur propre que si k = −π et que dans
ce cas une fonction propre associée est de la forme φ0(x) = A0x.
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7. On considère l’opérateur (DL, L) défini par

DL = { u ∈ C2[0, π] | u(0) = 0, u′(π) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

Déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de (DL, L).
8. Soit l’opérateur (DL, L) défini par : Lu = u′′ et DL l’ensemble des

fonctions u dans C[0, π] vérifiant les conditions aux bords

{

u′(0) + 2u′(π) = 0

u(π) = 0

(a) Montrer que (DL, L) n’est pas symétrique et que si λ est réel, le
problème : λu− Lu = 0, u ∈ DL, n’a aucune solution u non nulle.
(b) Montrer qu’il existe une infinité de valeurs complexes λn pour
lesquelles le problème précédent possède une solution un non nulle.
Déterminer les nombres (λn).
Solution : (a) Si l’opérateur (DL, L) était symétrique, le wronskien
de deux éléments quelconques de DL serait nul, c’est-à-dire que l’on
aurait u(0)v′(π) = u′(π)v(0), quels que soient u et v dans DL. La
fonction définie par u(x) = 1 + cosx appartient à DL et la condition
précédente implique v′(π) = 0 et par suite v′(0) = 0 pour tout v dans
DL. Cela n’est pas vrai puisque, par exemple, la fonction définie par
v(x) = − cos(x/2) + sin(x) appartient bien à DL, mais sa dérivée v′

ne s’annule pas en π.
(b) La solution générale de l’équation u′′ − λu = 0 est de la forme
u(x) = A ch(

√
λx) + B sh(

√
λx). Donc une solution u appartient à

DL si et seulement si

A ch(
√
λπ) +B sh(

√
λπ) = 0 et B + 2A sh(

√
λπ) + 2 ch(

√
λπ) = 0

c’est-à-dire si et seulement si ch(
√
λπ) = −2. Il est clair que cette

équation n’admet pas de solution réelle ; en posant
√
λ = µ + iν, on

vérifie rapidement que ses solutions sont de la forme

√

λn = µ+ i(2n+ 1) avec n ∈ Z et chµπ = 2.
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5.5 Etude spectrale des opérateurs de Sturm-

Liouville

Le théorème 4.6 montre que si λ0 n’est pas valeur propre de (DL, L), le
problème

{

λu− Lu = f

u ∈ DL

est équivalent à l’équation intégrale

(λ− λ0)Gλ0
u+ u = Gλ0

f

qui fait intervenir l’opérateur intégral Gλ0
de noyau la fonction de Green

Gλ0
(., .). Nous allons voir qu’il est possible de choisir λ0 de façon que

Gλ0
(., .) soit un noyau de type positif, on pourra alors appliquer les résultats

du paragraphe 1 et notamment le théorème de Mercer. Les notations étant
toujours celles du paragraphe 3, montrons d’abord le théorème suivant

Théorème 5.5.1. L’opérateur (DL, L) est semi-borné supérieurement.
C’est-à-dire qu’il existe une constante M telle que, pour tout u dans DL,
on ait

〈Lu, u〉 ≤M‖u‖2

Démonstration. Par intégration par parties on obtient

〈Lu, u〉 = [pu′u]ba −
∫ b

a

(

p|u′|2 + q|u|2
)

dx

Si les nombres θ et γ sont des multiples de π/2, le crochet est nul pour
toute fonction u de DL, donc pour une telle fonction

〈Lu, u〉 = −
∫ b

a

(

p|u′|2 + q|u|2
)

dx ≤M‖u‖2

avec
M = − inf{ q(x); a ≤ x ≤ b }

Dans les autres cas, on a

〈Lu, u〉 = |u(b)|2cotgγ − |u(a)|2cotgθ −
∫ b

a

(

p|u′|2 + q|u|2
)

dx

(en convenant de poser, pour θ = kπ, |u(a)|2cotgθ = 0).
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Lemme 5.5.2. Soit u une fonction dans C2[a, b]. Pour tout ǫ strictement
compris entre 0 et (a+ b)/2,

max
a≤x≤b

|u(x)|2 ≤ 2

ǫ

∫ b

a

|u(y)|2 dy + 2ǫ

∫ b

a

|u′(y)|2 dy

Démonstration. De l’égalité

u(x) − u(y) =

∫ x

y

u′(t) dt

on déduit, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|u(x) − u(y)|2 ≤ |x− y|
∫ b

a

|u′(t)|2 dt

de plus
|u(x)|2 ≤ 2|u(x) − u(y)|2 + 2|u(y)|2

d’où par intégration par rapport à y sur [x, x+ǫ] ou [x−ǫ, x] (l’un au moins
de ces deux intervalles est inclus dans [a, b])

ǫ|u(x)|2 ≤ 2

∫ b

a

|u(y)|2 dy + 2ǫ2
∫ b

a

|u′(t)|2 dt

Le lemme est ainsi prouvé.

Terminons la preuve du théorème 5.1. Posons

A = inf
a≤x≤b

p(x), B = inf
a≤x≤b

q(x) et C = sup{ |cotgθ|, |cotgγ| }

Nous avons

〈Lu, u〉 ≤ Cmax |u|2 − A

∫ b

a

|u′|2 dx−B

∫ b

a

|u|2 dx

D’après le lemme, pour tout ǫ > 0

〈Lu, u〉 ≤ (2Cǫ− A)

∫ b

a

|u′|2 dx+

(

2C

ǫ
−B

)
∫ b

a

|u|2 dx

Or, par hypothèse l’opérateur A est strictement positif ; on peut donc choi-
sir ǫ de sorte que 2Cǫ soit inférieur ou égal à A et il suffit alors de poser
M = 2Cǫ−1 −B. �
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Corollaire 5.5.3. Toute valeur propre de (DL, L) est inférieure ou égale
à M − inf{ q(x); a ≤ x ≤ b }.

Posons
m = sup{ 〈Lu, u〉 | u ∈ DL, ‖u‖ = 1 }

D’après le théorème 5.1, m est fini, inférieur ou égal à M et toute valeur
propre de (DL, L) est inférieure ou égale à m.

Théorème 5.5.4. Si λ0 > m, la fonction de Green Gλ0
(., .) est un noyau

de type positif.

Démonstration. Soit f une fonction de C[a, b] et soit u = Gλ0
f . D’après le

théorème 4.5, on sait que u ∈ DL et λ0u− Lu = f d’où

〈Gλ0
f, f〉 = 〈u, λ0u− Lu〉 = λ0‖u‖2 − 〈Lu, u〉 ≥ (λ0 −m)‖u‖2 ≥ 0

ce qui est le résultat cherché.

Théorème 5.5.5. (a) Les valeurs propres de (DL, L) constituent une
suite (λn) qui tend vers −∞.

(b) Les fonctions propres correspondantes, (φn), normalisées consti-
tuent une base hilbertienne de L2[a, b].

(c) Toute fonction u de DL s’écrit

u(x) =
∞
∑

n=1

〈u, φn〉φn(x)

où la convergence est absolue et uniforme sur [a, b].
(d) Si λ n’est pas valeur propre de (DL, L), le problème

u ∈ DL, λu− Lu = f

admet, pour toute f continue, une solution unique.
(e) Si λ est une valeur propre et φ une fonction propre correspondant

à λ, le problème
u ∈ DL, λu− Lu = f

admet une solution si, et seulement si, 〈f, φ〉 = 0.
(f) Si λ n’est pas valeur propre, le noyau de la résolvante Gλ s’écrit

Gλ(x, y) =
∞
∑

n=1

φn(x)φn(y)

λ− λn

la convergence étant absolue et uniforme sur [a, b] × [a, b].
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Démonstration. Soit λ0 un nombre réel qui n’est pas une valeur propre
de (DL, L). L’opérateur Gλ0

admet les mêmes sous-espaces propres que
(DL, L), ses valeurs propres sont les nombres

µ =
1

λ0 − λ

où λ est une valeur propre de (DL, L). D’après le théorème 2.9, chapitre IV,
on sait que les valeurs propres de Gλ0

constituent une suite (µn), n ≥ 1,
infinie qui tend vers 0. On en déduit que les valeurs propres de (DL, L)
constituent une suite (λn) reliée à (µn) par la relation

µn =
1

λ0 − λn

et qui tend donc vers −∞ quand n tend vers l’infini, comme Gλ0
est un

opérateur injectif, les fonctions propres (φn) correspondant à (λn) et nor-
malisées, constituent une base hilbertienne de L2[a, b] par suite du théorème
3.4, chapitre IV.

La partie (c) de l’énoncé est une conséquence du théorème 1.3 de ce
chapitre. La partie (d) a déjà été démontrée, c’est le (i) du théorème 4.6.
De plus, le problème

u ∈ DL, λu− Lu = f

est, d’après ce même théorème, équivalent à l’équation intégrale

(λ− λ0)Gλ0
u+ u = Gλ0

f

Celle-ci admet une solution si, et seulement si, Gλ0
f est orthogonale à φ

(théorème 1.4). Comme

〈Gλ0
f, φ〉 = 〈f,Gλ0

φ〉 = (λ− λ0)〈f, φ〉
on en déduit la partie (e).

Pour λ0 > m, le noyau Gλ0
(x, y) est de type positif (théorème 5.3), donc

d’après le théorème de Mercer (théorème 1.8)

Gλ0
(x, y) =

∞
∑

n=1

φn(x)φn(y)

λ0 − λn

la convergence étant absolue et uniforme sur [a, b] × [a, b]. Si λ n’est pas
valeur propre, le rapport (λ0 − λn)/(λ− λn) est borné et par suite la série

Gλ(x, y) =
∞
∑

n=1

φn(x)φn(y)

λ− λn

converge également absolument et uniformément sur [a, b] × [a, b]. Il est
facile de montrer que sa somme est égale à Gλ(x, y). Ce qui démontre la
partie (f) de l’énoncé.
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EXERCICES

1. Soit l’opérateur (DL, L), considéré à l’exercice 3 du paragraphe 4

DL = { u ∈ C2[0, π] | u(0) = 0, u(π) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL

(i) Ecrire le développement en série du noyau de Green de (DL, L)
suivant les fonctions propres (φn).
(ii) Que donne l’application du théorème de Mercer ?
(iii) Résoudre le problème

u ∈ DL, (1/4)u+ Lu = f

dans le cas où f(x) = sin 2x puis le cas où f(x) = x/2.
2. On considère l’opérateur

DL = { u ∈ C2[1, e] | u(1) = 0, u(e) = 0}
Lu = x2u′′ + 2xu′ + (1/4)u, u ∈ DL

(a) Déterminer les valeurs propres (λn) et les fonctions propres (φn) de
(DL, L) (on peut effectuer le changement adéquat pour transformer
L en un opérateur formellement auto-adjoint).
(b) Résoudre le problème

u ∈ DL, Lu = x−
1

2

3. On reprend l’opérateur de l’exemple 4.9 du paragraphe précédent.
(a) Traduire le théorème de Mercer pour le noyau de Green Gλ.
(b) Appliquer la formule de la trace et en déduire l’égalité

cotgz =
1

z
+

∞
∑

n=1

2z

z2 + n2π2

4. On considère l’opérateur (DL, L) défini par

DL = { u ∈ C2[0, 1] | u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0 }
Lu = u′′ − u, u ∈ DL

(a) Montrer que (DL, L) est injectif et déterminer son noyau de Green.
(b) Trouver la relation qui lie les valeurs propres (λn) de (DL, L) aux
valeurs propres (µn) de l’opérateur de Green G.
(c) Montrer que les fonctions propres de (DL, L) forment une base
hilbertienne de L2[0, 1].
(d) Déterminer la somme de la série

∑

λ−2
n .
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5. Reprendre les questions de l’exercice 5 pour les deux cas suivants

DL = { u ∈ C2[0, 1] | u(0) = u′(0), u(1) + u′(1) = 0 }
Lu = u′′ − u, u ∈ DL (a)

DL = { u ∈ C2[0, 1] | u′(0) = 0, u′(1) = 0 }
Lu = u′′, u ∈ DL (b)

5.6 Etude spectrale de l’opérateur de Bessel

Dans ce paragraphe nous présentons un exemple d’opérateur de Sturm-
Liouville singulier. Il s’agit de l’opérateur de Bessel dont l’étude nous est
accessible grâce au fait que sa résolvante est un opérateur de Hilbert-
Schmidt. On pourrait mener une étude similaire pour des opérateurs de
Sturm-Liouville singuliers, dont la résolvante est compacte. C’est le cas,
par exemple, de l’opérateur de Legendre et l’opérateur d’Hermite.

Soit L2((0, 1), xdx) l’espace de Hilbert des (classes de) fonctions définies
et de carré intégrables sur l’intervalle ouvert (0, 1), relativement à la mesure
xdx. Le produit scalaire et la norme y sont définis par

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)g(x)xdx et ‖f‖2 =

∫ 1

0

|f(x)|2 xdx

Dans l’espace L2((0, 1), xdx), on considère l’opérateur intégral G dont le
noyau k est défini par

k(x, y) =

{

Log x, si 0 < y ≤ x < 1 ;

Log y, si 0 < x ≤ y < 1.

Le noyau k a été évoqué dans l’exercice 3 du paragraphe 1. On peut vérifier
que k est de carré intégrable sur (0, 1) × (0, 1), relativement à la mesure
produit xydxdy. Mieux encore,

∫ 1

0

|k(x, y)|2 ydy =
x2

2
|Log x|2 +

∫ 1

x

|Log y|2 ydy

Comme la fonction y 7→ y|Log y|2 est bornée sur (0, 1), on en déduit qu’il
existe M > 0, tel que

sup
0<x<1

∫ 1

0

|k(x, y)|2 ydy < M2 (5.7)

L’opérateur G de noyau k est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt ; il est
auto-adjoint car k est symétrique.
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Proposition 5.6.1. Pour toute f dans L2((0, 1), xdx)),
(a) la fonction Gf est continue et bornée sur (0, 1) ; elle vérifie deplus :

lim
x→1−

Gf(x) = 0.

(b) Si de plus f est continue alors u = Gf est deux fois dérivable sur
(0, 1) et

1

x

d

dx

(

x
du

dx

)

= f et lim
x→0+

xu′(x) = 0.

Démonstration. Si l’on pose u = Gf , il vient

u(x) = Log x

∫ x

0

f(y)y dy +

∫ 1

x

Log yf(y)y dy

et si f est continue

u′(x) =
1

x

∫ x

0

f(y)y dy et (xu′)′(x) = xf(x)

La proposition s’en déduit immédiatement.

Nous allons voir que G est “la résolvante” d’un opérateur de Sturm-
Liouville “singulier”, appelé opérateur de Bessel.
Soit DL l’ensemble des fonctions u dans C2(0, 1) qui sont bornées et telles
que limx→1 u(x) = 0 et limx→0 xu

′(x) = 0. Pour u ∈ DL, on pose Lu =
x−1(xu′)′. (DL, L) est un opérateur de Sturm-Liouville singulier, puisque le
coefficient de u′ s’annule en 0 ; il est formellement auto-adjoint dans l’espace
L2((0, 1), xdx).

Conformément aux notations adoptées dans ce chapitre (voir le début
du paragraphe 3), on pose [u, v] = x(uv′ − vu′). On vérifie rapidement que
les fonctions u1(x) = 1 et u2(x) = Log x sont deux solutions de Lu = 0 et
[u1, u2] = 1. On comprend maintenant l’origine du noyau k : il s’exprime à
l’aide de u1 et u2 par la même formule (1) du paragraphe 4.

Proposition 5.6.2. L’opérateur (DL, L) est injectif.

Démonstration. En effet, toute solution u de Lu = 0, non identiquement
nulle, est une combinaison linéaire de u1 et u2 et ne peut donc satisfaire les
conditions aux limites.

Proposition 5.6.3. Avec les notations de ce paragraphe,
(i) Si f est continue sur (0, 1), alors u = Gf appartient à DL et satisfait

l’égalité Lu = f .
(ii) Inversement, soit u dans DL et posons f = Lu, alors f est continue

sur (0, 1) et Gf = u.
(iii) Pour u et v dans DL, on a 〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉.
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Démonstration. L’assertion (i) est une reformulation de la proposition 6.1
(b). Soit u ∈ DL, la fonction f = Lu est évidemment continue sur (0, 1).
D’après l’assertion (b) de la proposition 6.1, la fonction v = Gf est dans
DL et vérifie Lv = f . Comme (DL, L) est injectif on en déduit que v = u.
Pour montrer l’assertion (iii), on remarque d’abord que, si u est dans DL,
alors xu′ est bornée sur (0, 1), car une telle fonction s’écrit (d’après (ii))
sous la forme u = Gf , avec f = Lu et par suite

xu′(x) =

∫ x

0

f(y) ydy

Maintenant, pour u et v dans DL, on a

〈Lu, v〉 =

∫ 1

0

(xu′)′v dx = [u, v](1) − [u, v](0) + 〈u, Lv〉

Le fait que u et v soient dans DL et ce qui précède montrent que les deux
premiers termes du dernier membre sont nuls.

La proposition 6.3 exprime le fait que l’opérateur G est une bijection
de C(0, 1) sur DL et a pour “inverse” l’opérateur L. Autrement dit, G est
la résolvante de l’opérateur de Sturm-Liouville (DL, L).

Proposition 5.6.4. L’opérateur G est injectif de l’espace L2((0, 1), xdx)
dans lui-même.

Démonstration. Compte tenu de la relation (ℑmG)⊥ = ker(G∗) et de ce
que G est auto-adjoint, on doit montrer que l’image de G est dense dans
L2((0, 1), xdx). Or, la proposition 6.3 montre que l’image de G contient
DL. Comme ce dernier est dense dans L2((0, 1), xdx) (noter que l’espace
des fonctions C∞ à support compact dans (0, 1) contient DL), on en déduit
le résultat voulu.

Soit φ une fonction propre de G ; cela veut dire que φ est non identique-
ment nulle, appartient à L2((0, 1), xdx) et il existe une constante µ (non
nulle car G est injectif), telle que Gφ = µφ. Compte tenu des propositions
6.1 et 6.3, on déduit de cette égalité que φ est dans DL et que φ = µLφ,
c’est-à-dire que φ est fonction propre de (DL, L) associée à la valeur propre
µ−1. Inversement, on montre que si φ est une fonction propre de (DL, L)
associée à la valeur propre λ (λ 6= 0 d’après la proposition 6.2), alors φ est
fonction propre de G associée à la valeur propre λ−1.

• L’opérateur G étant injectif, ses fonctions propres, qui sont aussi les
fonctions propres de l’opérateur (DL, L), forment une base hilbertienne de
l’espace L2((0, 1), xdx). Nous allons déterminer cette base hilbertienne et
les valeurs propres correspondantes. Soit φ une fonction propre associée
à une valeur propre µ (µ 6= 0 d’après ce qui précède). En multipliant les
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deux membres de Lφ = µ−1φ par φ et en intégrant sur (0, 1), il vient
〈Lφ, φ〉 = µ−1‖φ‖2. Intégrant par parties et tenant compte de (f), il vient

−
∫ 1

0

|φ′(x)|2 xdx = µ−1‖φ‖2

Il en résulte que toute valeur propre µ est négative. Posons µ = −λ−2 et
faisons le changement de variable t = λx. On vérifie rapidement que la
fonction ψ, définie par ψ(t) = φ(x), est solution de

tψ′′ + ψ′ + tψ = 0 (5.8)

C’est l’équation différentielle de Bessel d’indice 0. Cherchons une solution
de cette équation sous la forme d’une série entière

ψ(t) =
∞
∑

k=0

akt
k

où les coefficients ak sont à déterminer de façon que φ soit dans DL. On a

tψ = a0t+ a1t
2 + a2t

3 + · · · + an−1t
n + · · ·

ψ′ = a1 + 2a2t+ 3a3t
2 + 4a4t

3 + · · · + (n+ 1)an+1t
n + · · ·

tψ′′ = 2a2t+ 3.2a3t
2 + 4.3a4t

3 + · · · + (n+ 1)nan+1t
n + · · ·

En ajoutant membre à membre ces trois égalités et en remarquant l’identité
(n+ 1)n+ (n+ 1) = (n+ 1)2, on obtient

tψ′′ + ψ′ + tψ = a1 + (22a2 + a0)t+ · · · + ((n+ 1)2an+1 + an−1)t
n + · · ·

On en déduit que a2k+1 = 0, pour tout entier k, et les coefficients d’indice
pair vérifient la relation de récurrence

(2k)2a2k + a2k−2 = 0, pour k ∈ N

En prenant a0 = 1, on trouve la solution

J0(t) =
∞
∑

k=0

(−1)k

(k!)2

(

t

2

)2k

c’est la fonction de Bessel d’indice 0. Le rayon de convergence de la série
du second membre est infini, et par suite la fonction de Bessel J0 est une
solution entière de l’équation (2). Elle vérifie de plus J0(0) = 1 et J ′

0(0) = 0.
Montrons que les seules solutions bornées sur l’intervalle (0, 1) sont celles
qui sont proportionnelles à J0. En effet, la formule (2) du paragraphe 2
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montre qu’une deuxième solution linéairement indépendante de J0 est don-
née par

u(t) = J0(t)

∫

ds

sJ2
0 (s)

La fonction J−2
0 est analytique au voisinage de 0 et donc on peut écrire

dans un tel voisinage

1

tJ2
0 (t)

=
1

t
+ une série entière en t convergente au voisinage de 0

On en déduit que la deuxième solution u peut s’écrire sous la forme

u(t) = J0(t) Log (t/2) + v(t)

où la fonction v doit vérifier l’équation différentielle

v′′ +
1

t
v′ + v =

2

t
J ′

0

Si l’on pose

v(t) =
∞
∑

k=1

(−1)k
bk

(k!)2

(

t

2

)2k

les coefficients (bk) doivent vérifier la relation de récurrence

bk+1 = bk + 1/(k + 1)

En prenant b1 = 1, on obtient bk = 1 + 2−1 + · · · + k−1 et le rayon de
convergence de la série définissant v est infini. Ainsi, toute solution, sur
(0,+∞), de l’équation (2) est de la forme

u(t) = AJ0(t) +B
[

J0(t) Log
( t

2

)

+ v(t)
]

où A et B sont des constantes. On appelle fonction de Bessel de deuxième
espèce et d’ordre 0, et on note Y0, la solution définie par

Y0(t) =
2

π

(

Log(t/2) + γ
)

J0(t)

+
2

π

∞
∑

n=1

(−1)n+1

(n!)2

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)

(

t/2
)2n

où γ est la constante d’Euler9,

γ =

(

lim
p→∞

p
∑

1

n−1 − Log p

)

= 0.577215...

9Leonhard Euler (1707–1783) est né à Bâle, en Suisse. Avec Joseph-Louis Lagrange,
son émule plus jeune, Euler est l’un des deux géants mathématiques qui ont dominé la
science du XVIIIe siècle. Ses travaux, d’une abondance inégalée, couvrent tout champ
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En revenant à la variable x, on peut dire que toute solution sur (0, 1) de
l’équation Lu = λu est de la forme

u(x) = AJ0(λx) +B
[

J0(λx) Log
(λ

2

)

+ v(λx)
]

Si φ est une fonction propre de (DL, L), φ est bornée et nulle en 1, donc
nécessairement B = 0 et J0(λ) = 0. On en déduit que les valeurs propres
de l’opérateur (DL, L), qui sont aussi les inverses des valeurs propres de
l’opérateur G, sont de la forme −λ2

n, où (λn) est la suite des zéros de la
fonction λ 7→ J0(λ).

Le graphe de la fonction x 7→ J0(x), représenté ci-dessous, montre que
la fonction de Bessel J0 est toujours majorée par 1 et qu’elle atteint cette
valeure en x = ±1. La preuve de cette propriété remarquable est donnée
dans l’exercice 1. Le comportement de J0(x), lorsque x tend vers l’infini,
est donné par

J0(x) ∼=
√

2/(πx) cos(x− π

4
)

si bien que la courbe d’équation y =
√

2/(πx) représente l’enveloppe de
celle de J0.

Le théorème suivant est l’analogue des théorèmes 4.3 et 5.3 du chapitre II,
qui concernent les opérateurs de Legendre et d’Hermite.

Théorème 5.6.5. Les valeurs propres de (DL, L) sont (−λ2
n), où les (λn)

sont les zéros positifs de la fonction J0. Les sous-espaces propres correspon-
dants sont de dimension 1. Les fonctions propres correspondantes forment
une base hilbertienne de l’espace L2((0, 1), xdx) et sont données par :

φn(x) =
√

2
J0(λnx)

J ′
0(λn)

Démonstration. L’opérateur de Hilbert-Schmidt G étant injectif, ses fonc-
tions propres (normalisées), qui sont aussi les fonctions propres de (DL, L),
forment une base hilbertienne de l’espace L2((0, 1), xdx). Ce qui précède

des mathématiques, de la mécanique céleste et de la physique de son époque. Il a re-
nouvelé l’articulation entre les secteurs mathématiques, fixé la plupart des notations
du calcul infinitésimal que nous utilisons encore, développé la théorie des nombres de
Fermat et systématisé la géométrie analytique de Descartes tout en l’étendant du plan à
l’espace. Lors de l’étude des développements asymptotiques de sommes partielles de sé-
ries divergentes, il a découvert le nombre γ, qui porte son nom, et a donné une méthode
pour trouver une valeur approchée de γ avec 15 décimales exactes. Mais ce nombre reste
encore de nature mystérieuse et on ne sait pas encore s’il est rationnel ou irrationnel.
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Fig. 5.1 – La fonction de Bessel J0 et son enveloppe

montre que ces fonctions propres φn sont de la forme φn(x) = cnJ0(λnx).
Les coefficients cn sont choisis de façon que φn soit de norme 1, c’est-à-dire
∫ 1

0
|φn(x)|2 xdx = 1. Pour calculer cn, soient λ et ν dans C, les fonctions

u(x) = J0(λx) et v(x) = J0(νx) vérifient

〈Lu, v〉−〈u, Lv〉 = [u, v](1)

c’est-à-dire

−(λ2 − ν2)〈u, v〉 = λJ ′
0(λ)J0(ν) − νJ ′

0(ν)J0(λ)

Supposons que λ soit un zéro de J0. En divisant les deux membres de la
deuxième égalité par (λ2 − ν2) et en faisant tendre ν vers λ, nous obtenons

∫ 1

0

[J0(λx)]
2 xdx =

1

2
[J ′

0(λ)]2

L’expression de φn s’en déduit immédiatement.

Corollaire 5.6.6. Toute fonction f de L2((0, 1), xdx) se développe en série
suivant les fonctions de Bessel :

f(x) =
∞
∑

n=0

cn(f)J0(λnx), cn(f) =
2

[J ′
0(λn)]

2

∫ 1

0

f(t)J0(λnt) tdt
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où la série converge vers f dans L2((0, 1), xdx). De plus, si f et g sont
dans L2((0, 1), xdx), on a la formule de Parseval

∫ 1

0

f(x)g(x)xdx =
∞
∑

n=0

[J ′
0(λn)]

2

2
cn(f)cn(g).

Le développement de f suivant les fonctions de Bessel est parfois ap-
pelé le développement de Fourier-Bessel de f , et les coefficients cn(f) sont
appelés les coefficients de Fourier-Bessel de f .

Exemple 5.6.7. - Soient 1 la fonction constante égale à 1 et u(x) =
x2. Nous allons chercher les développements de Fourier-Bessel de ces deux
fonctions. En remarquant que (xφ′

n)
′ = −λ2

nxφn, on a

〈1, φn〉 =

∫ 1

0

xφn(x) dx = −λ−2
n

∫ 1

0

(xφ′
n)

′ dx

〈u, φn〉 =

∫ 1

0

x3φn(x) dx = −λ−2
n

∫ 1

0

x2(xφ′
n)

′ dx

En tenant compte du fait que φn(1) = 0 et que φ′
n(x) = λnJ

′
0(λnx), des

intégrations par parties donnent

〈1, φn〉 = −J
′
0(λn)

λ2
n

et 〈u, φn〉 =
4 − λ2

n

λ3
n

J ′
0(λn)

On en déduit les développements en séries de Fourier-Bessel suivants

1 =
∞
∑

n=0

−2

λnJ ′
0(λn)

J0(λnx), x2 =
∞
∑

n=0

2(4 − λ2
n)

λ3
nJ

′
0(λn)

J0(λnx)

où la convergence a lieu dans l’espace L2((0, 1), xdx). On peut en déduire
le développement suivant

1 − x2 =
∞
∑

n=0

−8

λ3
nJ

′
0(λn)

J0(λnx)

La formule de Parseval appliquée, d’une part à f = g = 1, et d’autre part
à f = 1 et g = 1 − x2 donne

1

4
=

∞
∑

n=0

1

λ2
n

et
∫ 1

0

(1 − x2)xdx =
∞
∑

n=0

8

λ4
n

Sachant que les valeurs propres de l’opérateur intégral G sont les (−λ−2
n ),

la dernière relation implique la suivante

|||G|||2 =
∞
∑

n=0

1

λ4
n

=
1

32
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Notons que le premier membre de légalité ci-dessus, peut se calculer direc-
tement en utilisant l’expression du noyau de l’opérateur G.

EXERCICES

1. On pose In =
∫ π

0
sin2n θ dθ.

(a) Montrer que pour n ≥ 1, In = ((2n − 1)/2n))In−1. Sachant que
I0 = π, en déduire par récurrence que

In =
(2n)!

22n(n!)2
π

(b) En utilisant ce qui précède, le développement en série entière de
cosu et celui de J0 donné par (2), montrer que

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin θ) dθ

(c) En déduire la représentation intégrale de J0(λx), pour λ ∈ C et
montrer que, pour tout λ dans R,

|J0(λx)| ≤ 1

2. Soient a un réel positif et E = L2((0, a), xdx) l’espace de Hilbert
des (classes de) fonctions de carré intégrables pour la mesure xdx.
On désigne par DL le sous-espace des fonctions u ∈ C2(0, a) qui sont
bornées sur (0, a) et telle que : limx→a u(x) = 0 et limx→0 xu

′(x) = 0.
Pour u dans DL, on pose : Lu = (1/x)

(

xu′
)′

.
(a) Déterminer une base de solutions de l’équation Lu = 0 et en
déduire que l’opérateur (DL, L) est injectif.
(b) Déterminer le noyau de la résolvante de (DL, L).
(c) Déterminer une base hilbertienne de L2(0, a), xdx), formée de
fonctions propres de l’opérteur (DL, L). (On peut adopter la méthode
suivie dans le cas de l’intervalle (0, 1) ; il est peut être plus intéressant
de faire un changement de variables qui permet de se ramener au cas
de l’intervalle (0, 1)).



ANNEXE

A�n de rendre plus facile la lecture de ce livre� nous avons regroup�e dans

cette annexe les principaux th�eor�emes utilis�es� avec des d�emonstrations

plus ou moins compl�etes�

�� Espace de Banach

��� D�efinition� Un espace de Banach est un espace vectoriel norm�e

complet pour la m�etrique d�e�nie �a partir de sa norme�

Le crit�ere suivant� bien que facile �a d�emontrer� est tr�es utile

��� Proposition� Soit E un espace vectoriel norm�e� Les trois propri�et�es

suivantes de E sont �equivalentes

�a� E est un espace de Banach

�b� Toute s�erie d��el�ements de E normalement convergente est convergente

�c� Toute s�erie
P

xn� xn � E� telle que kxnk � 	�n pour tout � N est

convergente�

Rappelons qu
une s�erie est normalement convergente si la s�erie �a termes

positifs
P

n�� kxnk converge�

D�emonstration� � Le fait que �a� implique �b� est clair car� les sommes

partielles Sn � x�
x� � � �
xn forment alors une suite de Cauchy qui doit

converger� De m�eme� �b� implique de fa�con �evidente �c�� Pour montrer

que �c� implique �a� soit �yn� une suite de Cauchy� Il existe une sous�suite

zk � yn�k� telle que kzk � zk��k � 	�k� On pose alors

x� � z�� x� � z� � z�� � � � � xk � zk � zk��� � � �

l
assertion �c� entra��ne l
existence d
un �el�ement x de E� tel que

lim
k��

kx � zkk � �

Pour tout � � �� il existe un entier k� tel que� si k � k�� on ait

kx � yn�k�k � ��	� Puisque �yn� est une suite de Cauchy� il existe n�
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tel que� si n � n� et m � n�� on ait kyn � ymk � ��	� En combinant ces

deux in�egalit�es quand n�k� � n�� il vient kx� ymk � � pour m � n��

��� Remarque�

La proposition dit que si un espace vectoriel norm�e n
est pas complet�

on n
y dispose d
aucun crit�ere de convergence pour les s�eries� c
est l�a un

avantage de travailler dans un espace de Banach� Cependant� un espace

de Banach contient toujours des �el�ements di�ciles �a appr�ehender� car

il contient tous les �el�ements que l
on peut fabriquer �a l
aide de s�eries

normalement convergentes�

��� Exemple�

On d�esigne par C��� �� l
espace vectoriel des fonctions continues sur

��� ��� �a valeurs dans C � Pour f dans C��� ��� on pose

kfk� � sup
��x��

jf�x�j

on sait que ce maximum est �ni et atteint� Alors C��� ��� muni de cette

norme est un espace de Banach�

D�emonstration� � Soit
P

n�� fn une s�erie normalement convergente de

fonctions continues sur ��� ��� Puisque jfn�x�j � kfnk�� la s�erie num�erique

de terme g�en�eral fn�x� est absolument convergente� soit S�x� sa somme�

On d�e�nit ainsi une fonction S sur ��� �� et on a deux choses �a prouver � la

continuit�e de S et la convergence �au sens de la norme� de la s�erie
P

n�� fn
vers S� Soit n un entier �x�e assez grand pour que l
on ait

�X
k�n��

kfkk� � �

et soit Sn � f� 
 f� 
 � � �
 fn� Alors� Sn est continue sur ��� �� et il existe

� � � tel que jx � yj � � implique jSn�x� � Sn�y�j � �� Finalement�

l
in�egalit�e jx� yj � � implique

jS�x� � S�y�j � jS�x� � Sn�x�j 
 jSn�x� � Sn�y�j 
 jSn�y� � S�y�j � ��

Le fait que kS � Snk� tende vers �� lorsque n tend vers l
in�ni� est clair

car on a� pour tout x dans ��� ���

jS�x��Sn�x�j �
�X

k�n��

jfk�x�j� et donc kS�Snk� �
�X

k�n��

kfkk��
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Figure A�

Figure B�

C
est parce que C��� �� est complet qu
il contient des fonctions qui�

bien que continues� sont tout de m�eme di�ciles �a saisir� Par exemple la

fonction de Weierstrass d�e�nie par

f�x� �
�X
n��

	�n cos�anx�� a � 	� a � N

n
est nulle part d�erivable� Elle n
est croissante sur aucun intervalle �si

petit soit�il�� et elle n
est d�ecroissante sur aucun intervalle �si petit soit�

il�� La �gure A �resp� B� pr�ec�edente repr�esente le graphe de la somme
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partielle d
ordre 	 �resp� d
ordre �� � de la s�erie d�e�nissant la fonction de

Weierstrass avec a � 	 �

De m�eme� l
espace vectoriel Cm��� �� des fonctions dont toutes les

d�eriv�ees jusqu
�a l
ordre m sont continues sur ��� ��� muni de la norme

kfk � supf kf �r�k�� � � r �m g

est un espace de Banach�

��� Exemple�

Soit �X��� �� un espace mesur�e 	��ni� Si � � p 
 �� on d�esigne par

Lp�X��� �� l
ensemble des �classes de� fonctions f telles que

kfkp �

�Z
X

jf�x�jp d�

���p

�

et on d�esigne par L��X��� �� l
ensemble des �classes de� fonctions f

essentiellement born�ees� c
est��a�dire telles que

kfk� � supess jf�x�j 
�

Si p est strictement compris entre � et l
in�ni� on d�e�nit son exposant

conjugu�e q par la relation ���p� 
 ���q� � � et on convient que p � � et


� sont conjugu�es� L
application f �� kfkp v�eri�e� pour tout � � p � ��

L
in�egalit�e de H�older � pour f � Lp et g � Lq� kfgk� � kfkpkgkq�

L
in�egalit�e de Minkowski � pour f et g dans Lp� kf 
 gkp � kfkp 
 kgkp�

On en d�eduit alors que f �� kfkp est une norme sur Lp�X��� ��� En

utilisant la proposition 	� on montre que Lp�X��� �� muni de cette norme

est un espace de Banach�

��� Remarque�

On rappelle que� si � est une mesure de Radon sur Rn� l
espace Cc�Rn�

des fonctions continues �a support compact est dense dans Lp�Rn� d��

pour � � p 
 �� Si I est un intervalle born�e� C�I� est dense dans

Lp�I� dx�� Cela permet d
ailleurs de d�e�nir abstraitement les espaces Lp

sans th�eorie de l
int�egration pr�ealable� On part� en e�et� de l
espace

vectoriel C�I� �respectivement Cc�Rn��� qu
on munit de la norme kfkp
�c
est bien une norme car une fonction continue positive d
int�egrale nulle

est identiquement nulle�� On construit alors Lp�I� dx� �respectivement
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Lp�Rn� dx�� par le proc�ed�e canonique de compl�etion �celui qui permet

de construire R �a l
aide de l
ensemble de toutes les suites de Cauchy de

nombres rationnels��

�� Prolongement des applications lin�eaires continues

Soient E et F deux espaces m�etriques et E� 	 E un sous�ensemble dense

de E� On s
int�eresse �a l
�etude des propri�et�es d
une application f de E dans

F � connaissant les propri�et�es de sa restriction f jE� de E� dans F � Cela joue

un r�ole fondamental� en e�et de m�eme qu
une calculatrice ne manie que

des nombres rationnels �et jamais des nombres r�eels�� en analyse on ne

manipule jamais les fonctions �g�en�erales des espaces de Banach �tels que

Lp�R��� On ne traite que les approximations �telles que Cc�R� ou mieux

encore C�c �R���

��� Th�eor	eme� Soient E un espace vectoriel norm�e et E� une partie dense

dans E� Soient F un espace vectoriel norm�e complet� C une constante et

A � E� � F une application lin�eaire telle que

kAxk � Ckxk� 
x � E�

Alors� il existe une et une seule application lin�eaire continue !A � E � F �

dont la restriction �a E� co	
ncide avec A� de plus

k !Axk � Ckxk� 
x � E

D�emonstration� � La preuve est tr�es simple� Soit x dans E� il existe

au moins une suite �xn� dans E� telle que kx� xnk � �� �n���� Alors

�xn� est une suite de Cauchy et il en est de m�eme de �yn � Axn�� Puisque

F est complet� �yn� converge vers un �el�ement y quand n tend vers l
in�ni�

Pour poser y � !Ax� il su"t de s
assurer de ce que y ne d�epende pas de

la suite �xn� choisie� Mais si �x�n� en est une autre� kxn � x�nk tend vers �

quand n tend vers l
in�ni et il en sera de m�eme de kyn � y�nk� En�n� on

v�eri�e rapidement que !A est lin�eaire et� par passage �a la limite dans les

in�egalit�es� que k !Axk � Ckxk�

��� Remarque�

Si E� est dense dans E et si A est une application continue de E�

dans F � il n
existe pas n�ecessairement d
application continue de E dans

F qui prolonge A� Cependant� si on suppose que A est uniform�ement
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continue �propri�et�e automatiquement satisfaite si A est lin�eairte�� alors

le prolongement existe et est unique� La lin�earit�e joue donc un r�ole

important� notamment dans les th�eor�emes de Banach que nous allons

pr�esenter dans la section qui suit�

�� Les th�eor�emes de Banach

Une propri�et�e agr�eable des espaces complets est que la th�eorie des

op�erateurs lin�eaires y est plus simple� La mani�ere dont on exploite souvent

le fait que l
espace est complet repose sur le th�eor�eme suivant� valable sur

les espaces m�etriques complets�

��� Th�eor	eme de Baire� Soit E un espace m�etrique complet� Alors l�une

des deux propri�et�es �equivalentes suivantes a lieu

�a� Pour toute famille d�enombrable d�ouverts Un dense dans E�
T
n Un

est dense dans E�

�b� Pour toute famille d�enombrable de ferm�es Fn d�int�erieur vide� la

r�eunion
S
n Fn a un int�erieur vide�

La version suivante du th�eor�eme de Baire est souvent utilis�ee

��� Th�eor	eme� Soit E un espace m�etrique complet� Supposons que E soit

�egal �a une r�eunion d�enombrable d�ensembles ferm�es E �
S
n Fn� Alors un

au moins de ces ferm�es est d�int�erieur non vide�

D�emonstration� � Il est clair que les propri�et�es �a� et �b� sont

�equivalentes par passage au compl�ementaire� Montrons �a�� c
est��a�dire

que U �
T
n Un est dense dans E� Cela revient �a prouver que� pour tout

x � E et tout � � ��

U �B�x� �� �� 


o�u B�x� �� d�esigne la boule ouverte de centre x et de rayon �� Puisque U�
est dense dans E� l
intersection B�x� �� � U� est un ouvert non vide et il

existe une boule B�x�� ��� telle que

B�x�� ��� 	 B�x� �� � U�� avec �� 
 	��

On construit la boule B�x�� ��� de la fa�con suivante � puisque U� est dense

dans E� l
ouvert B�x�� ��� � U� est non vide et contient donc une boule

B�x�� ��� telle que

B�x�� ��� 	 B�x�� ��� � U�� avec �� 
 	��
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Par r�ecurrence� ce proc�ed�e permet de construire� pour tout n� la boule

B�xn� �n� v�eri�ant

B�xn� �n� 	 B�xn��� �n��� � Un� avec �n 
 	�n

La suite �xn�� form�ee par les centres de ces boules est une suite de Cauchy�

puisque si n �m� alors B�xn� �n� 	 B�xm� �m� et par suite la distance de

xn �a xm est inf�erieure ou �egale �a �m 
 	�m� Donc cette suite converge

vers un �el�ement a de E �car E est complet�� On v�eri�e rapidement que a

se trouve dans chaque boule ferm�ee B�xn� �n�� comme celle�ci est incluse

dans B�x� �� � Un� on obtient

a �
�
n

B�xn� �n� 	 B�x� ��
�
n

Un � B�x� �� � U

ce qui ach�eve la d�emonstration�

Le th�eor�eme de Baire est un des r�esultats fondamentaux de l
analyse�

Il est en e�et �a la base des th�eor�emes de Banach et de Banach�Steinhaus�

��� Th�eor	eme de Banch
Steinhaus� Soient E et F deux espaces de

Banach et �An� une suite d�applications lin�eaires continues de E dans F �

Alors les trois propri�et�es suivantes sont �equivalentes

�a� Pour tout x � E� la suite �Anx� a une limite dans F �

�b� Il existe une partie totale X 	 E telle que la suite �Anx� ait une

limite dans F pour tout x � X� et il existe une constante C telle que

pour tout n � �� on ait kAnk � C�

�c� Il existe une application lin�eaire continue A de E dans F telle que

lim
n���

Anx � Ax� 
x � E

D�emonstration� � On va d
abord donner la preuve de la partie facile

�et utile� du th�eor�eme � �b� �� �a��

Soit E� l
espace vectoriel des combinaisons lin�eaires �nies d
�el�ements de

X� Alors� on d�e�nit A � E� � F par

Ax � lim
n���

Anx� 
x � E�

Par passage �a la limite dans les in�egalit�es� On a

kAxk � Ckxk� 
x � E�
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Le prolongement de A �a E� que nous noterons encore par A� s
obtient

gr�ace au th�eor�eme � de la section 	 et l
in�egalit�e pr�ec�edente est encore

vraie pour tout x � E� Il reste �a montrer que

lim
n���

Anx � Ax� 
x � E

A cet e�et� pour tout x dans E et tout � � �� on choisit � � E� tel que

kx � �k � �C��� il vient

kAx �Anxk � kAx �A�k
 kA� �An�k
 kAn� �Anxk

� 	� 
 kA� �An�k

Il su"t alors de remarquer qu
il existe n� tel que kAn� � An�k � � d�es

que n d�epasse n��

Venons�en maintenant �a l
implication �a� �� �b�� Elle est connue sous

le nom de th�eor�eme de la borne uniforme� En e�et� on va montrer que si

pour tout x � E la suite �Anx� est born�ee �ce qui est plus faible que �a�� �


x � E� il existe C�x� � � telle que kAnxk � C�x�� 
n

alors il existe une constanteC telle que kAnxk � Ckxk � pour tout x � E et

tout n� c
est��a�dire que �An� est uniform�ement born�ee par la constante C�

Posons Fk � fx � E$ kAnxk � k�
n g� Les ensembles Fk sont des ferm�es

dont la r�eunion est �egale �a E� Le th�eor�eme de Baire assure l
existence d
un

Fk� d
int�erieur non vide et par suite il existe une boule ferm�ee B�x�� ��

contenue dans Fk� � En particulier


n� kAnx�k � k� et pour tout jxj � �� kAn�x� 
 x�k � k�

On en d�eduit que� pour tout x � B�o� ���

kAnxk � 	k�� 
n

Il su"t alors de prendre C � 	k���� Le reste de la preuve est facile�

Remarque� � Notons que c
est l
implication �b� �� �a� qui est la plus

utile� cela signi�e qu
on doit� pour prouver �a�� passer obligatoirement par

�b�� Notons aussi que la preuve montre que l
espace vectoriel F n
a pas

besoin d
�etre complet�
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��� Th�eor	eme de l�application ouverte� Soient E et F deux espaces

de Banach� Si une application lin�eaire continue A de E dans F est

surjective� alors pour tout ouvert U de E� A�U� est un ouvert de F �

D�emonstration� � D�esignons par BE�o� n� la boule dans E� de centre

l
origine o et de rayon n� Par hypoth�ese� on a

F � A�E� � A
��
n

BE�o� n�
�
�
�
n

A�BE �o� n��

En vertu du th�eor�eme de Baire� il existe n� tel que A�BE �o� n��� contienne

une boule BF �y�� ��� comme A�BE�o� n��� est �equilibr�e� il contient aussi

BF ��y�� ��� De plus� A�BE �o� n��� est convexe �car l
image d
un convexe

par une application lin�eaire est convexe et la fermeture d
un convexe

l
est aussi�� il contient donc l
enveloppe convexe des deux boules et par

suite contient BF �o� �� qui est contenue dans cette enveloppe convexe� Par

homoth�etie� on a


r � �� BF �o� r� 	 A�BE�o� n�r�����

en particulier�

BF �o� �n
��
� � 	 A�BE�o� ���

Montrons �a pr�esent que BF �o� ���	n��� est contenue dansA�BE�o� ���� Soit

y � BF �o� ���	n���� puisqu
on sait d�ej�a que BF �o� ���	n��� est incluse dans

A�BE�o� 	����� il est possible de choisir un point y� dans A�BE�o� 	����

tel que jy � y�j 
 ���#n��� Comme BF �o� ���#n��� est incluse dans

A�BE�o� ��#��� on peut trouver de m�eme y� dans A�BE�o� ��#�� tel que

jy � y� � y�j 
 ����n��� En continuant ce proc�ed�e� on construit une suite

�yn� telle que yn � BF �o� 	�n� et jy�y��y��� � ��ynj 
 ���	n��n��� Cela

implique que y �
P�

� yn et puisque yn � Axn� o�u xn � A�BE�o� 	�n���

la s�erie de terme g�en�eral xn converge� et sa somme x v�eri�e kxk 
 ��

de plus la continuit�e de A implique que Ax � y� Ainsi� on a montr�e que

BF �o� ���	n��� 	 A�BE�o� ����

Par homoth�etie� on aura aussi BF �o� r� 	 A�BE�o� r���	n���� et ce

pour tout r � �� On en d�eduit que A�BE�x�� r�� contient la boule

BF �Ax�� r���	n���� Ce qui ach�eve la preuve�

Ce th�eor�eme est souvent utilis�e dans les situations suivantes �

��� Corollaire� Soit A une application lin�eaire et bijective d�un espace

de Banach E sur un espace de Banach F � Si A est continue� alors A���

l�application r�eciproque de A� est elle aussi continue�
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��� Corollaire� Soit E un espace de Banach relativement �a la norme

k k�� Si k k� est une autre norme relativement �a laquelle E est aussi un

espace de Banach et s�il existe une constante c telle que kxk� � ckxk��

pour tout x � E� alors les deux normes sont �equivalentes� c�est��a�dire

qu�il existe une constante c� telle que kxk� � c�kxk� pour tout x � E�

D�emonstration� � Il su"t d
appliquer le corollaire % �a l
application

identit�e de �E� k k�� sur �E� k k���

��� Remarques�

� Un raisonnement analogue est valable pour deux familles de semi�

normes faisant de E un espace m�etrique complet � si l
une des deux familles

de semi�normes majore l
autre� alors ces deux familles d�e�nissent une

m�eme topologie� Cette circonstance se rencontre souvent en th�eorie des

distributions�

� Attention� un m�eme espace vectoriel peut �etre un espace de Banach

pour deux normes k k� et k k� sans que ces normes soient �equivalentes�

Une autre application int�eressante du th�eor�eme de l
application ouverte

est donn�ee par le th�eor�eme du graphe ferm�e� Soient E et F deux espaces

de Banach� L
ensemble produit E�F est un espace vectoriel si l
addition

et la multiplication par un scalaire sont d�e�nies par

��x�� y�� 
 
�x�� y�� � ��x� 
 
x�� �y� 
 
y��

On v�eri�e que l
application � �x� y� � k�x� y�k � kxkE 
 kykF est une

norme sur E � F qui en fait un espace de Banach� Soit A � E � F une

application lin�eaire� Le graphe de A est le sous�ensemble GA de E � F

donn�e par

GA � f �x�Ax�$ x � E g

Puisque A est lin�eaire� GA est un sous�espace vectoriel de E � F et

k�x�Ax�k � kxkE 
 kAxkF

Il est facile de voir que si A est continue� GA est ferm�e donc complet�

le th�eor�eme du graphe ferm�e montre que la r�eciproque est vraie� plus

pr�ecis�ement

��� Th�eor	eme du graphe ferm�e� Soient E et F deux espaces de

Banach� A � E � F une application lin�eaire et GA le graphe de A� Les

assertions suivantes sont �equivalentes
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�a� L�application A est continue�

�b� Le graphe de A est ferm�e dans E � F �

�c� Si �xn� est une suite dans E telle que les limites

x � lim
n��

xn et y � lim
n��

Axn

existent� alors y � Ax�

D�emonstration� � Il est facile de v�eri�er que �b� et �c� sont �equivalentes

et que �a� implique �b�� Il reste �a montrer que �b� implique �a�� Pour cela�

soient �� � GA � E et �� � E�F � F les projections canoniques� d�e�nies

par

���x�Ax� � x� ���x� y� � y

L
application �� est lin�eaire continue et surjective �en fait bijective� de

GA �qui est un espace de Banach d
apr�es �b�� sur E� Le th�eor�eme de

l
application ouverte montre alors que ���� est continue� Or� A � �� � �
��
�

et �� est continue� donc A est continue�

�� Le th�eor�eme d�Arzel�a	Ascoli

On sait que la convergence uniforme d
une suite �fn� de fonctions vers

une fonction f implique la convergence simple de �fn� vers f � alors que

la convergence simple de �fn� vers f n
implique pas n�ecessairement la

convergence uniforme� Par exemple les fonctions fn � ��� �� � R� d�e�nies

par fn�x� � xn converge simplement vers la fonction f d�e�nie par

f�x� �

�
�� si � � x 
 �

�� si x � �

mais la convergence n
est pas uniforme �puisque f n
est pas continue &��

Soit E un espace m�etrique compact et F un espace m�etrique complet�

On d�esigne par C�E�F � l
espace des fonctions continues de E dans F et

on d�esigne par d� la distance de la convergence uniforme

d��f� g� � supf d�f�x�� g�x��$x � E g

c
est un espace complet� Le th�eor�eme d
Arzel�a�Ascoli caract�erise les sous�

ensembles compacts de C�E�F � et permet donc de dire quand est ce
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qu
on peut en extraire des sous�suites uniform�ement convergentes� Avant

de l
�enoncer� on rappelle d
abord la notion d
�equicontinuit�e d
ensemble de

fonctions continues�

��� D�efinition� Un sous�ensemble F de C�E�F � est �equicontinu en x�
si� pour tout � � �� il existe �� � ���� x�� tel que


f � F � d�x� x�� � � �� d�f�x�� f�x��� � �

le sous�ensemble F est dit �equicontinu s�il est �equicontinu en tout point

de E� Il est uniform�ement �equicontinu si � ne d�epend que de ��

��� Th�eor	eme d�Arzel	a
Ascoli� Soient E un espace m�etrique com�

pact� F un espace m�etrique complet et F un sous�ensemble de C�E�F ��

Pour que F soit un sous�ensemble compact de C�E�F �� il faut et il su�t

que F soit ferm�e� �equicontinu et que� pour tout x dans E� les ensembles

F�x� � f f�x�$ f � F g soient relativement compacts dans F �

D�emonstration� � �� Supposons F compact� Il est alors ferm�e� D
autre

part� si x � E� l
application qui �a f � F associe f�x� � F est continue

puisque

d�f�x�� g�x�� � d��f� g�� f� g � C�E�F �

Comme F�x� est l
image du compact F par cette application� il est lui�

m�eme un sous�ensemble compact de F � En�n� puisque F est compact�

pour tout � � �� il existe un nombre �ni de fonctions f�� f�� � � � � fN dans

F telles que tout f de F se trouve �a une distance inf�erieure ou �egale �a ���

de l
une de ces fonctions� Puisque les fj sont continues� pour tout x� � E�

il existe �� � ���� x�� tel que

max
��j�n

d�fj�y�� fj �x��� � ���� d�es que d�x�� y� � �

Soit f � F � il existe j compris entre � et N � tel que d��f� fj � � ��� et

on en d�eduit que� si d�x�� y� � �� alors

d�f�x��� f�y�� � d�f�x��� fj �x��� 
 d�fj�x��� fj�y�� 
 d�fj�y�� f�y��

� 	d��f� fj � 
 d�fj �x�� fj �y�� � �

Cela montre que F est �equicontinu�
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	� Inversement� supposons F ferm�e et �equicontinu et que� pour tout x

dans E� F�x� est relativement compact� Soit � � � �x�e� l
�equicontinuit�e

montre qu
�a tout x � E on peut associer un nombre �� � ���� x� tel que

d�x� y� � � �� d�f�x�� f�y�� � ���� 
f � F

Puisque E est compact� on peut le recouvrir par un nombre �ni de boules

ouvertesB�xj � �� �� � j � p�� CommeF�x� est relativement compact pour

tout x� on en d�eduit que l
ensemble f �f�x��� f�x��� � � � � f�xp��$ f � F g est

relativement compact dans F p� Il peut donc �etre recouvert par un nombre

�ni de boules de rayon ���� c
est��a�dire qu
il existe f�� f�� � � � � fk dans F �

telles que

F 	
k�
i��

B�fi� ����

Fixons f � F � et soit i tel que f soit dans B�fi� ����� Si x � E� alors il

existe j tel que x � B�xj � ��� et par suite

d�f�x�� fi �x�� � d�f�x�� f�xj �� 
 d�f�xj �� fi�xj �� 
 d�fi�xj �� fi�x�� � �

ce qui implique que d��f� fi� � �� Cela� joint au fait que F est ferm�e donc

complet� implique que F est compact�

Il existe d
autres situations o�u la vonvergence simple d
une suite de

fonctions continues� vers une fonction continue� implique la convergence

uniforme� En voici une� imagin�ee par Dini

��� Proposition� Supposons E compact et F complet et soit �fn� une

suite de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction

continue g� Si la suite �fn� satisfait la propri�et�e suivante � il existe une

constante c � � telle que


m � n � �� d�g�x�� fm�x�� � c�d�g�x�� fn�x��

alors� �fn� converge uniform�ement vers g�

D�emonstration� � Soit � � � �x�e� La convergence simple implique que

pour tout x dansE� il existe un entier N�x� tel que d�f�x�� fn�x�� � ����c�
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d�es que n d�epasse N�x�� Puisque f et fN�x� sont continues en x� il existe

��x� tel que pour tout y � E� v�eri�ant d�x� y� � ��x�� on ait

��� maxf d�f�x�� f �y��� d�fN�x��x�� fN�x��y�� g � ����c�

Comme E est compact� il existe un nombre �ni de boules ouvertes

B�xi� ��xi��� avec �� � i � n�� telles que E 	
Sn
i��B�xi� ��xi��� Posons

N� � maxfN�xi�� � � i � n g et soit n � N� quelconque� Pour tout

�el�ement x de E� il existe xi tel que x soit dans B�xi� ��xi��� La propri�et�e

que v�eri�ent la suite �fn� et l
in�egalit�e triangulaire impliquent que

d�f �x�� fn�x�� � c�d�f�x�� fN�xi��x�� �

� c
h
d�f�x�� f�xi �� 
 d�f�xi�� fN�xi��xi�� 
 d�fN�xi��xi�� fN�xi��x��

i

Comme x est dans B�xi� ��xi��� l
in�egalit�e ��� montre que

d�f�x�� f�xi�� � ����c� et d�fN�xi��x�� fN�xi��xi�� � ����c�

de plus� puisque n � N� � N�xi�� on a aussi d�f�xi�� fn�xi�� � ����c�� De

cette in�egalit�e et celles qui la pr�ec�edent� on d�eduit que� pour tout x � E

et pour tout n � N�� d�f�x�� fn�x�� � �� c
est��a�dire que �fn� converge

uniform�ement vers f �

��� Th�eor	eme de Dini� Soit E un espace m�etrique compact� Si �fn� est

une suite monotone de fonctions continues� convergeant simplement vers

une fonction continue g� alors �fn� converge uniform�ement vers g�

D�emonstration� � C
est une cons�equence imm�ediate de la proposition

pr�ec�edente� En e�et� si la suite �fn� est� par exemple� croissante c
est��a�dire

fn�� � fn� et si m � n� alors

jf�x� � fm�x�j � jf�x� � fn�x�j� 
x � E

La suite �fn� satisfait donc les hypoth�eses de la proposition #��
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