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AVANT-PROPOS

Le contenu de cet ouvrage correspond " a I'enseignement dispensé
aux étudiants de deuxieme année de ma 1trise de mathématiques.

Le livre s’adresse principalement aux étudiants et & ce titre, je
n’ai pas hésité a détailler les démonstrations des résultats énoncés,
méme lorsque parfois elles semblent évidentes. Cela m’a amené & me
répéter de temps a autre. Les théorémes utilisés sans démonstration,
sont rappelés en annexe avec leurs démonstrations. Cela facilitera
la lecture de ’ensemble sans autre recours, mais ne doit pas priver
Pétudiant de lire d’excellents ouvrages sur le sujet, comme par
exemple celui de A. Achour “ Calcul Différentiel” paru dans la méme
collection et oil on trouve des exercices intéressants.

Comme la plupart des résultats présentés ici sont classiques, je
n’ai pas essayé de me renseigner sur la source de chaque partie. J’ai
simplement signalé dans la bibliographie les principaux livres que
j’ai consultés. En aucun cas labsence de référence n’implique une
prétention a l'originalité.

Le livre est organisé en cinq chapitres et une annexe. Chaque
chapitre est divisé en sections et chaque section est suivie d’une liste
d’exercices qui sont souvent une application directe du cours. On a
proposé des solutions a certains d’entre eux; ces solutions ne sont
pas toujours détaillées et ne constituent pas un modele du genre,
Pobjectif visé est d’encourager le lecteur & traiter tous les exercices
ce qui lui permettra de controler la bonne assimilation du cours.

Le texte a été réalisé en utilisant TEX. Cet incomparable traite-
ment de texte est une arme & double tranchant : il permet de tout
faire, mais dévoile facilement le mauvais gotit. J’ai essayé, autant que
faire se peut, de minimiser ces fautes de gotut. Il n’en reste pas moins
que utiliser TEX ne suffit pas a faire un bon et beau livre. J’espére
ne pas trop décevoir ceux qui voudrons bien lire ce livre.

Le referee m’a fait part de beaucoup de corrections, critiques
et commentaires, c’est un plaisir pour moi de lui exprimer mes

remerciements sinceres pour cette généreuse collaboration...

Février, 2001 Houcine Chébli
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Chapitre 1

Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert! sont la version de dimension infinie des es-
paces euclidiens ou hermitiens, dont ils gardent beaucoup de propriétés.
En fait, ils trouvent leur origine dans la théorie des développement de fonc-
tions arbitraires en séries de fonctions orthogonales, celles-ci apparaissant
le plus souvent comme fonctions propres de certains opérateurs différentiels
linéaires (séries de Fourier, fonctions sphériques, polynémes orthogonaux).
Ils fournissent le cadre mathématique dans lequel se développe la méca-
nique quantique et jouent un role important dans beaucoup de branches
des mathéma-tiques, spécialement en Analyse linéaire.

1.1 Propriétés élémentaires et Exemples.

Dans tout ce chapitre K désigne ou bien le corps des nombres réels R
ou bien le corps des nombres complexes C.

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. Une forme sesquili-
néaire sur E, est toute application B de E x E dans K vérifiant, quels que
sotent o, B dans K et x, y, z dans E

(a) Blaz+ By, 2) = aB(x,2) + 3B(y, )

(b) B(z,ay + pz) =aB(z,y) + fB(x, 2)
On dit que B est hermitienne si elle vérifie de plus

(¢) B(z,y)=B(y,z), Vaw,yek

Notons que dans le cas oul le corps des scalaires est K = R, une forme
sesquilinéaire est simplement une forme bilinéaire, et une forme hermitienne

Le mathématicien allemand David HILBERT (1862-1943) est 1'un des plus grands
mathématiciens de son temps. Il a contribué a presque toutes les branches des mathé-
matiques, de la logique & l’algébre en passant par l'analyse et la géométrie. Lors du
Congrés International des mathématiciens tenu a Paris en 1900, il a formulé 23 pro-
blémes qui ont servi de référence dans la recherche mathématique et ouvert la voie a
plusieurs générations de chercheurs.



Espace de Hilbert

est une forme bilinéaire symétrique. La forme quadratique associée a B est
définie par : Q(z) = B(z,z). On notera que si B est hermitienne alors @
est réelle, c’est-a-dire que Q(x) est un réel pour tout = dans E.

On dit que la forme hermitienne B est positive si la forme quadratique ()
est positive : Q(x) > 0, pour tout = dans E.

Théoréme 1.1.2. (Identité de polarisation)
Toute forme bilinéaire symétrique B vérifie

AB(z,y) = B(x +y,v +y) — B(x —y,z — y)
Toute forme sesquilinéaire B (hermitienne ou non ), vérifie

AB(z,y) = Bz +y,x +y) — B(z —y,x —y)+
+iB(x + iy, x + iy) —iB(x — iy, x — iy)

Ces identités, dont la preuve est immédiate, montrent que, dans tous les
cas, la forme quadratique (Q associée & B caractérise entierement celle-ci.

Théoréme 1.1.3. Soit B une forme hermitienne sur E. Si B est positive
alors elle vérifie les propriétés fondamentales suivantes
(i) L’inégalité de Cauchy?-Schwarz®

N|=

|B(x,y)| < B(z,2)B(y,y)

L’égalité n’a lieu que si x et y sont proportionnels.
(ii) L’inégalité de Minkowski*

N|=

Bz +y,x+y)? < B(x,z)? + B(y,y)

Démonstration. Le point-clef est bien str la positivité de la forme hermi-
tienne. Etant donné deux éléments x et y, on considére la fonction ¢ définie
sur K par ¢(«) = B(x + ay, z + ay). C’est une fonction a valeurs positives
et par développement, elle sécrit

¢(a) = |’ B(y, y) + aB(z,y) + aB(y, z) + B(x, x)

2 Augustin-Louis CAUCHY (1789-1857) compte d’importants travaux sur les inté-
grales définies, la théorie des fonctions d’une variable complexe et la théorie de ’élasti-
cité. Il a donné une nouvelle architecture a 1’Analyse.

3Karl Hermann Amandus SCHWARZ (1843-1921), mathématicien allemand d’une
grande intuition géométrique, a notamment établi le théoréme d’uniformisation pour les
domaines simplement connexes du plan complexe.

4Hermann MINKOWSKI (1864-1921), est un mathématicien russo-allemand & ’es-
prit original et perspicace dont Einstein avait été I’étudiant au Polytechnicum de Ziirich.
Il a introduit I'idée fondamentale qui consiste a envisager ’espace et le temps comme
formant une seule et méme entité : 'espace-temps a quatre dimensions.
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Supposons B(y,r) = |B(z,y)|e? et soit a = te~" avec t dans R, et soit
¢(a) = P(t). Ce qui précéde montre que, pour tout réel t,

P(t) =t*Q(y) — 2t|B(z,y)| + Qx) > 0

Si Q(y) = 0 l'inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel ¢ que
si B(x,y) = 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz est dans ce cas une égalité.
Sinon, P est un polynéme du second degré qui reste positif en tout ¢ réel ; il
en résulte que son discriminant, a savoir |B(z,y)|* — Q(y)Q(z), est négatif
ce qui traduit précisément l'inégalité de Cauchy-Schwarz. De celle-ci on
déduit

B(x,y) + B(y, z) = 2ReB(x,y) < 2B(x,2)? B(y,y)?

et en ajoutant B(z,x) + B(y,y) aux deux membres, on trouve

[NIES

B(rx+y,x+y) < [B(:v,m) + B(y,yﬁr

En prenant la racine carrée des deux membres, on obtient I'inégalité de
Minkowski. [

L’inégalité de Minkowski montre que I'application x +— Q(x)% est une
semi-norme, et est une norme si et seulement si la forme () est non dégé-
nérée, c’est-a-dire vérifie : Q(z) = 0 si et seulement si x = 0. On dit, dans
ce cas, que ¢’est une norme induite par la forme hermitienne B.

Définition 1.1.4. Un produit scalaire sur E est une forme hermitienne
positive et non dégénérée.

Définition 1.1.5. Un espace préhilbertien réel (ou complexe) est un espace
vectoriel E sur K sur lequel est défini un produit scalaire B et muni de la
norme induite par B.

On écrit (z,y) au lieu de B(z,y) et on pose ||z|| = Q(z)2. Avec ces
notations, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent,
pour z et y dans F,

[, ) < =l lyll et [lo+yll <zl + [yl
Exemple 1.1.6. - Les espaces R™ et C" sont des espaces préhilbertiens
pour le produit scalaire dit usuel
(x,y) = Z x;y;, dans le cas réel
i=1

(x,y) = Z x;7;, dans le cas complexe
i=1
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Exemple 1.1.7. - Soit /?(N) I'ensemble des suites x = (z,,), avec n dans
N et x,, dans K, telles que

[e.9]
Z |lz;]* < o0
i=1

Soient x = (,) et y = (y,) deux éléments de I'ensemble ¢?(N), I'inégalité
2|z;yi| < |z:|* 4 |yi|* montre que la série Y z;7; est absolument convergente
et on en déduit que

Szt yil =Y ([l + |yl + 2Re(2:77))
=1 =1

<2 (Jaal* + lwil?)
i=1

Ces inégalités montrent que x+7y est dans ¢*(N), celui-ci est donc un espace
vectoriel. On pose, pour x et y dans /%(N),

(oY) = o (1.1)

On vérifie que cela définit bien un produit scalaire sur £2(N) et les inégalités
de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’écrivent
[e’s) 1
9 2
(S w)
i=1

w3 el < (ZW)
=1 =1 =1
0o 1 00 00 3
(Stetul) < (i) + (Sl
i=1 i=i i=1

Soit E un espace vectoriel sur K et (,) un produit scalaire sur E; 'ap-

2

plication = — /(z,x) est une norme et I'application qui au couple (z,y)
associe d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur £.

Définition 1.1.8. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K
qui est complet pour la distance définie par d(z,y) = ||z — y||.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach®, dont la
norme provient d’un produit scalaire. Une telle norme est parfois appelée
norme de la convergence en moyenne quadratique.

Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, a introduit les espaces qui
portent son nom et étudié les applications linéaires dans ces espaces(1920-1930). Il est
considéré comme 1'un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle.
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Exemple 1.1.9. - L’espace /*(N) muni du produit scalaire usuel est un
espace de Hilbert.

Démonstration. On a vu a l'exemple 1.1.7 que ¢*(N), muni du produit
scalaire (1.1) est un espace préhilbertien, il reste & montrer que £(N) est
complet pour la distance associée au produit scalaire usuel. Soit donc (x?)
une suite de Cauchy dans ¢?(N), avec

xP = (2,25, ...)

Par définition Y - | |#F — z2|* tend vers zéro lorsque p et ¢ tendent vers
'infini ; donc a fortiori pour tout n fixé, la suite numérique (2),p € N, est
une suite de Cauchy, notons z,, sa limite et x = (z,,) la suite ainsi définie.

Soit € > 0, il existe un entier r tel que, pour p > r et ¢ > r, on ait

o0
Do .42
> lah — i <e
n=1
Pour tout entier m, on aura a fortiori
E P 4|2
n<m

comme il s’agit ici d’'une somme finie, on peut faire tendre ¢ vers l'infini et
on obtient I'inégalité > 2P — x,|> < e. Cela étant pour tout entier m,
on en déduit que

n<m ‘

Dol —waf <e

n=1
Il en résulte que la suite x = (,,) appartient a ¢*(N) et que lorsque p tend
vers l'infini, x? tend vers x dans ¢*(N). O

L’espace /%(N) joue un role fondamental dans 1’Analyse Hilbertienne,
c’est lui qu’on a longtemps appelé “ [’espace de Hilbert”.

Exemple 1.1.10. - Soit C[—1, 1] I'espace vectoriel des fonctions continues
sur [—1,1] & valeurs complexes. L’application qui & une fonction f dans
C[—1, 1] associe
]
|lz|<1

est une norme, dite norme de la convergence uniforme, et I’espace C[—1, 1]
muni de cette norme est complet.

Considérons maintenant la forme hermitienne qui, & deux fonctions f
et g continues sur [—1, 1], associe

(f.g) = / orot
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C’est un produit scalaire sur C'[—1, 1] et application

Felste=(f ]f(t)\?dtf

est une norme sur C'[—1, 1], dite norme de la convergence en moyenne qua-
dratique. Mais l'espace vectoriel (C[—1,1], ||.|[2) n’est pas complet :

En effet, considérons la suite des fonctions continues f,, définies sur
I'intervalle [—1, 1] par

0, si—1<z<-1/n;
fol) =< nzx+1, si—1/n<z<0;
1, si 0<x <1

Pour n et m dans N, avec m < n, la fonction f,, — f,, est positive et nulle
en dehors de l'intervalle [—1/m, 0] si bien que

/|fn fnl)? Z/llfn(x)—fm(fv)IdeS%

la suite (f,,) est donc une suite de Cauchy pour la norme || ||o. Nous allons
voir qu’elle ne peut pas converger vers une fonction continue. En effet,
supposons que f soit la fonction continue sur [—1, 1], vers laquelle converge
la suite (f,,); la quantité ||f — f,.||3 est égale a

1

/;ﬁf@ﬂ”+/ihm4—1—f@ﬂ%m4iéjl_f@”%m

n

Sur l'intervalle [—1/n, 0], la fonction nz + 1 est bornée et donc, lorsque n
tend vers 'infini, I'intégrale du milieu tend vers 0. Finalement, il reste

/ |2dx—|—/ 11— f(z)]*dz =0

c’est-a-dire que la limite f est forcément donnée par

f(x):{o si—1 <2 <0;

1 si0<z<1.

Ceci est en contradiction avec I'hypothése de continuité de f. Donc aucune
fonction continue ne peut étre la limite de (f,,).(voir aussi l'exercice 6).

Exemple 1.1.11. - Soit X un ensemble, €2 une o-algebre de X et p une
mesure positive sur Q. Si f et g sont dans L*(X,Q, i), I'inégalité de Holder
montre que fg est dans L'(X, ), i) et que application

me@w:Amm



1.1 Propriétés élémentaires et Exemples.

11

est un produit scalaire sur L*(X, Q, 11). Le théoréme de Fischer-Riesz assure
que L*(X,Q,u) muni de ce produit scalaire est complet, c’est donc un
espace de Hilbert. Comme cas particulier important de cette situation, on

distingue l'espace L*(T), ou T est I’ensemble des nombres complexes de
module 1 (c’est le cercle unité du point de vue ensemble) :

L[ e
) ={o 1ol = 5 [ loteo o < oo}

Rappelons qu’a tout élément g de L*(T), on associe la suite donnée,
pour n dans Z, par

1 4 ) ,
g(n) / g(ew)e—zne do

:% o

C’est la suite des coefficients de Fourier® de g et le théoréme de Parseval
se traduit par 1’égalité
lgll3 =Y la(n)I?

ne

Ainsi, I'application qui a un élément g de L?(T) associe la suite de ses
coefficients de Fourier (§(n)), n € Z, est un isomorphisme isométrique de
'espace L?(T) sur l'espace (*(Z).

COMPLETE D’UN ESPACE PREHILBERTIEN. Soit F un espace préhilbertien
muni du produit scalaire (, ) ; soit E son complété relativement a la métrique
induite par ce produit scalaire. Il est facile de voir que le produit scalaire
(,) se prolonge de facon unique en un produit scalaire sur £ qui en fait un
espace de Hilbert. Autrement dit, tout espace préhilbertien admet un plus
petit espace de Hilbert le contenant, a savoir son complété en tant qu’espace
vectoriel normé. Ce résultat reste abstrait et la détermination pratique du
complété est un probléme important pour beaucoup de questions d’Analyse
et est a la base de la théorie des espaces de Sobolev par exemple.

L’espace C[—1,1] des fonctions continues sur [—1,1] & valeurs com-
plexes, muni du produit scalaire

(r9) = | s0s0d

est un espace préhilbertien qui n’est pas complet pour la norme induite
par ce produit scalaire (voir exemple 1.10), son complété est par définition
'espace de Hilbert L?((—1,1),dx).

6Le mathématicien francais Jean-Baptiste Joseph FOURIER, (1768-1830) est aussi
connu comme égyptologue et administrateur. Il a été professeur d’Analyse a I'Ecole
Polytechnique de 1796 & 1798. Son étude des séries trigonométriques et ses recherches
sur la théorie de la conduction de la chaleur ont eu un impact considérable sur I’évolution
actuelle de la Physique Mathématique.
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SOUS-ESPACES DE HILBERT. Si F est un sous-espace vectoriel d'un espace
préhilbertien F, on peut évidemment le munir d’'un produit scalaire, res-
triction de celui de E et F' devient préhilbertien ; si de plus £ est un espace
de Hilbert et F' est fermé dans F, I’ est complet, ¢’est donc un espace de
Hilbert ; on dit alors que F' est un sous-espace de Hilbert de FE.

Exemple 1.1.12. - Prenons F = L*(X,Q, i) et soit Y un sous-ensemble
p-mesurable de X ; 'ensemble des (classes de) fonctions de E qui sont nulles
p-presque partout sur X \ Y est un sous-espace vectoriel de E'; il est fermé,
car si une suite (f,) d’éléments de I’ converge dans E vers un élément f,
on a

27 _ _ 2 124, -
/X = /X =g < /X 1 = fulPdi — 0, (n— oo)

donc f = 0 presque partout sur X \ Y. De plus F' s’identifie naturellement
a L*(Y, ply).

Exemple 1.1.13. - Soient ng un entier naturel et Fy I’ensemble des suites
x = (x,) telles que x,, = 0 pour n > ny. Fy est un sous-espace de Hilbert
de D'espace (*(N).

L’ensemble F} des éléments x = (x,,) de (*(N) tels que x, = 0 pour
tout entier n, n < ng, est aussi un sous-espace de Hilbert de ¢?(N).

Exemple 1.1.14. - Dans l'espace de Hilbert L?(0,27), considérons I'en-
semble F' des éléments f dont les coefficients de Fourier, ¢,(f), sont nuls
pour tout entier n strictement négatif. ' est, de facon évidente, un sous-
espace vectoriel de L?(0,2m). Pour montrer qu'’il est fermé, soit (f;) une
suite de Cauchy d’éléments de F' et soit f sa limite, il s’agit de montrer
que ¢, (f) = 0 pour tout n < 0. Or, I'égalité de Parseval dit que

If = fell3 = Z len(f) = en(fr)?

nez

Comme le premier membre tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini, a fortiori
chaque terme du second membre tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini,
c’est-a~dire que limy . |cn(f) —cn(fx)| = 0, pour tout n € Z. Mais ¢, (fr) =
0, pour les entiers n strictement négatifs, il en résulte que ¢,(f) = 0, pour
tout n < 0. O

EXERCICES

1. On munit R™ du produit scalaire usuel. En utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, montrer que

(|la1| + |ag| + -+ 4 |an])* < n(a? + a3+ --- +a?)
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Solution : L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que, pour x et y dans
R™ on a [{x,y)| < ||z|| ||y||; en particulier, pour z = (1,1,...,1) et

y = (lay],...,|an|), il vient
Sl < (X m) (S’
i=1 i=1 i=1

L’inégalité voulue s’en déduit. [

2. Autre produit scalaire sur R" : Soit A = (a;;) une matrice carrée (nx
n) a coeflicients réels. On suppose que A est une matrice symétrique
et définie positive c¢’est-a-dire que, pour tout x = (z1,...2,) # 0,

<AX,X> = Z Qi TiT5 > 0

1,j=1

Montrer que I'application ¢ : (x,y) — (Ax,y) est un produit scalaire
sur R™. Montrer que tout produit scalaire sur R™ s’écrit sous la forme
précédente.

Solution : 11 est facile de vérifier que I'application ¢ est une forme
bilinéaire sur R" x R". Elle est symétrique si et seulement si a;; =
a;; pour tout couple d’indices i, j, c’est-a-dire si la matrice A est
symétrique. Si de plus A est définie positive, la forme ¢ est positive
et non dégénérée, donc un produit scalaire.

Inversement, soit 1 un produit scalaire sur R™ et soit (¢;),1 <i <n
la base canonique de R™. Puisque 1 est bilinéaire, pour x = Y " | ;¢
ety => " y;e;,ona

Y(x,y)=1¢ (i Zi€i, i yjej)
i=1 i=1

= Z V(e €5)iy;

ij=1
= (Ax,y)

ot A est la matrice de coefficient a;; = ¢(e;,e;). O

3. Montrer que si B est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel
complexe F, telle que B(x,z) € R pour tout x € F, alors B est une
forme hermitienne.

Solution : Par hypothése, B(xz +y,x+vy) et B(z+ iy, z +iy) sont des
réels. Comme B est sesquilinéaire, on en déduit que B(x,y)+ B(y, x)
est réel et B(y, x)—B(x,y) est imaginaire pure. Il en résulte facilement
que B(z,y) = B(y,z). O

Il faut bien noter que la conclusion n’est pas vraie si ' est un espace
de Hilbert sur R, donner un exemple.
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4. Soit (E, (,)) un espace de Hilbert. Montrer que I’application qui, &
deux élements x et y associe leur produit scalaire est une fonction
continue sur £ X E.

Solution : La continuité est une conséquence de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz : [(z,y)| < |lz(/[ly[. O

5. Soit E un espace vectoriel sur C, muni d’une norme qui vérifie I'iden-
tité du parallélogramme, a savoir

lz+yll* + llz = yl* = 2(ll=l* + llyll*)

Pour x et y dans E, on pose

8(e.5) = 5 (e + P = llz = ol + lla + iyl — il — ig?)
(a) Montrer que ¢(z,y) = ¢(y, z) et que ¢(z,x) = ||z
(b) Montrer que ¢(z + 2,y) = ¢(x, y) + ¢(2,y)
(c) Montrer que ¢(Az,y) = Ap(z,y), pour tout A € C.
(d) En déduire que toute norme qui satisfait I'identité du parallélo-
gramme est induite par un produit scalaire.

Indication : Le point important est (c¢). Pour le démontrer , on com-
mence par prouver l’égalité pour A € 7Z, puis pour A € Q. On en
déduit I’égalité pour A € R et on termine en remarquant que 1’égalité
est satisfaite pour A = i.)

6. Soit a un réel strictement positif et L? (—a, a) 'espace de Hilbert des
(classes de) fonctions mesurables et de carré intégrable sur (—a,a)
pour la mesure de Lebesgue. On désigne par F l’ensemble des élé-
ments de L? (—a, a) qui sont pairs et par G celui des éléments impairs.
Montrer que F et G sont des sous-espaces fermés de L? (—a, a).

Solution : Pour unélément f de L?(—a,a),dz), on désigne par f la
fonction définie, pour presque tout x de (—a,a), par : f(z) = f(—x)
et on pose

eN=Ff+f vhH=Ff—Ff weH=Ff elf)=F

Les applications ¢; et o sont linéaires et continues de E dans lui-
méme. C’est donc le cas des applications ¢ et ¢». Comme ¢! ({0}) =
G et v71({0}) = F, il en résulte que F et G sont deux sous-espaces
vectoriels fermés de £. [

7. Version intégrale de I'inégalité de Minkowski.
Démontrer 'inégalité suivante

{/’ /f(:t,y)dwrdy]; S/[/yf(x,y)ﬁdyrdx
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Montrer que, plus généralement, pour tout ¢, avec 1 < ¢ < o0,

[ frtea ] < [[ fistmnm]a

Solution : Si 'on désigne par A le premier membre, on voit que A2
est majoré par

/(/!f(:c,y)ldx>2dy=/[/!f(w,yﬂd:c} [/|f(z,y)]dz}dy

Intégrant d’abord par rapport a y et utilisant I'inégalité de Holder, il

vient
e [[(] |f(:c,y)\2dy>é( / \f(z,y)IQdy)édxdz

Le second membre est exactement le carré du second membre de
I'inéga-lité annoncée. [J

1.2 Projection Orthogonale

Soit F un espace métrique, x € E et F' une partie non vide de F.

e Existe-t-il un point a € F' qui soit le plus proche de x7 c’est-
a~dire tel que Vy € F, d(z,a) < d(z,y), autrement dit tel que

d(z,a) = ;rellg d(x,y) ouencore d(z;F)=d(x,a)

e Si un tel point existe, est-il unique ?
Un tel point, quand il existe, est appelé une projection de x sur F.

Si F' n’est pas fermé, on peut citer des exemples triviaux ou la réponse
a la premiére question est déja négative (prendre par exemple £ = R,
F =10,1] et = = 2). Aussi supposerons-nous dans la suite que F' est une
partie fermée non vide. En général, un point n’a pas forcément de projection
sur un sous-ensemble fermé, ou peut en avoir plusieurs (prendre F' un cercle
et x son centre). Cependant, ce probléme a une solution satisfaisante lorsque
I est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert E. Cela s’accomplit grace
a la notion d’orthogonalité que nous introduisons maintenant.
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Définition 1.2.1. Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert E sont dits
orthogonauz si (x,y) =0, on écrit alors x L y.

On dit que deux parties F' et G de E sont orthogonales si tout élément de
F' est orthogonal a tout élément de G, on écrit alors F' 1. G.

L’orthogonal d’une partie F' de E, noté F*, est I'ensemble des éléments de
E orthogonaux a F.

Proposition 1.2.2. Soit E un espace de Hilbert.
(1) L’orthogonal d’un sous-ensemble F' de E est un sous-espace fermé
de E et on a

FNF-={0}, Fr=(F)" e Fc(FH*

(2) Si deuz sous-ensembles F' et G de E vérifient F C G, alors leurs
orthogonaux vérifient G+ C F*.

Démonstration. La propriété (2) est triviale. Par ailleurs, il est clair que
F est un sous-espace vectoriel de E, car si x et y sont dans F* alors la
linéarité montre que, pour tout z dans F, (x + vy, z) = (x,2) + (y,2) = 0.
Montrons que F1 est fermé : soit (x,) une suite de Cauchy d’éléments de
F* et soit z sa limite. Pour tout y dans F, on a

[z, )| = [{& = 2, y)| < [l — 2l [yl

Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers
'infini et donc (x,y) = 0. Ceci étant pour tout y € F', on en déduit que x
appartient & F'+ et donc F'* est un fermé.

D’autre part, puisque F' C F on a Iinclusion F C F*. Soit alors  un
élément de F- et y un élément de F, il existe une suite (y,,) d’éléments de
F telle que lim, o ||y — yn]| = 0. On a alors

()] = e,y — yn)| < 2l [y — yall

Le membre de droite tend vers zéro quand n tend vers I'infini et il en résulte
que {x,y) = 0. Ainsi F'* est inclus dans (F)*. O

Théoréme 1.2.3. (Pythagore”) Si 1, @9, ..., z, sont des éléments de E,
deux a deux orthogonauz, alors

[ e e | oY o Y[ SR o
Démonstration. Si x1 et x9 sont orthogonaux,
21 + 25> = (21 + @9, 21 + x9) = [l ||* + 2Re((21, 22)) + [ 22|

Comme (xq,x9) = 0, on en déduit le théoréme lorsque n = 2. Le cas général
s’en déduit par induction. ]

"né vers 580av. J-C et mort vers 490av. J-C, était un mathématicien, philosophe et

astronome de la Gréce antique.
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Proposition 1.2.4. Si F' et G sont deux sous-espaces fermés d’un espace
de Hilbert E et s’ils sont orthogonaux, F' 1 G, alors I’ensemble F' + G des
éléments de la forme x +vy, avec x € F et y € G, est un sous-espace fermé

de E.

Démonstration. 1l est clair que F' 4+ G est un sous-espace vectoriel de F.
Soit (z,) une suite de Cauchy dans F' + G, pour tout n il existe z,, € F' et
Yn € G tels que z, = x, + y,, et on a

|2n — Zm||2 = ||, — meQ + |yn — ym||2
Hxn - me2 < Hzn - Zm||2

g = ymll® < 120 = 2l

donc (z,) et (y,) sont des suites de Cauchy dans F' et G respectivement.
Comme F' et G sont fermés, (z,) converge vers un élément = de F' et (y,)
converge vers un élément y de GG et par suite lim 2, = x + y appartient

n—0o0

bien & F + . O

La norme d’un espace de Hilbert vérifie les propriétés caractéristiques
suivantes :

Théoréme 1.2.5. Dans un espace de Hilbert E' la norme vérifie les deux
propriétés équivalentes suivantes, valables pour tout x, a et b dans F,
(1) L’identité de la médiane :

1 1
|z = all® + llz = b]* = 2]}z — 5(a + )I” + 3 lla — bl
(2) L’identité du parallélogramme :
o+ all? + |l — af* = 2l + |al?]

Démonstration. En prenant b = —a dans l'identité de la médiane, on re-
trouve l'identité du parallélogramme.

Inversement, en appliquant l'identité du parallélogramme aux deux élé-
ments u = x —a et v = x — b, on obtient I'identité de la médiane. Il suffit
donc de démontrer I'identité du parallélogramme, ce qui se fait facilement
en développant son premier membre. O

En interprétant ||z|| comme la longueur du vecteur z, I'identité du pa-
rallélogramme traduit la propriété bien connue en géométrie plane qui dit
que “dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale
a la somme des carrés des cotés’.

ENSEMBLES CONVEXES. Rappelons qu’une partie F' d’un espace vectoriel
E est dite convexe si elle posséde la propriété géométrique suivante : pour
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tout a et tout b appartenant & F et pour tout « € [0, 1], ’élément défini par
2o = (1 — a@)a + ab appartient aussi & F. Quand « décrit l'intervalle [0, 1],
x4 décrit le “segment de droite” dans £ qui joint 1’élément a a 1’élément b.
La convexité exige donc que F' contienne les segments joignant deux de ses
points.

Les convexes dans R sont les intervalles. Tout sous-espace vectoriel de
E est convexe. De méme dans un espace vectoriel normé, la boule fermée
B(a,r) = {z | ||z — al| <7} est convexe.
Théoréme 1.2.6. (projection sur une partie convexe compléte). Soient E
un espace préhilbertien et F' une partie non vide de E, conveze et compléte
(par exemple convezxe fermé si E est un espace de Hilbert). Pour tout élé-
ment x de E, il existe un unique élément a de F tel que ||x—all = d(x; F).
De plus, a est caractérisé par la propriété suivante :

Re ((x —a,b—a)) <0, pour tout b € F

Démonstration. 1) Démontrons 'existence d'un élément a € F vérifiant
|z — a|| = d(z; F). Par définition de la borne inférieure, il existe une suite
(a,) d’éléments de F telle que ||z — a,|| tend vers d(z; F) lorsque n tend
vers l'infini. L’identité de la médiane donne

1

1
§||ap - aq||2 = ||z — CLPHQ + ||z — aq||2 —2[jx — E(ap + aq)||2

comme F est convexe, 3(a, +aq) € F et par suite

1
|z — 5(% + CLq)||2 > d2(x; F)

On en déduit que
1
§||ap - aq”2 <z - ap”2 + [lz — CLq||2 - 2d2(:v; F)

Le second membre de cette inégalité tend vers 0, lorsque p et ¢ tendent vers
Uinfini, et il en sera alors de méme de |la, — a,||*>. La suite (a,) est donc
une suite de Cauchy ; comme F' est supposé complet, elle converge vers un
¢élément a de F' et on a

| —all = lim [z —an[| = d(z; F)
n—oo
2) Démontrons l'unicité de I’élément a. Supposons qu’'un autre élément
a' € F réalise aussi 'égalité ||z — /|| = d(z; F); Vélément o’ = 3(a + o)
appartient & F et par suite ||z — a”|| > d(z; F') ; mais on a aussi

1
|z = a"|I* = 5 (lz = al® + [l = a'”) = Zla— o'l

1
= (s F) = fllo— |
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L’égalité a = a’ s’en déduit.
3) Montrons maintenant que I’élément a de F' est caractérisé par la
propriété
Re ((x —a,b—a)) <0, VbeF

Pour tout « € [0, 1], le point a 4+ a(b — a) appartient & F', donc

lz — al* < [[(z — a) — a(b — a)|*
< llz — al/* + a2[lb — al|? — 2aRe ((z — a,b — a))
la relation cherchée résulte alors de I'arbitraire de «.
Inversement, la propriété e ((x —a,b —a)) <0, Vb e F, implique
lz = bl* = lI(z —a) = (b— a)|*
= [z —al* + [[b— a|* — 2Re ((z — a,b — a))
> |z — al®

Cette inégalité étant vraie pour tout b dans F, il vient ||z—a|| = d(z; F)). O

Théoréme 1.2.7. (projection sur un sous-espace de Hilbert). Soient E un
espace de Hilbert, I' un sous-espace de Hilbert et x un élément de E. Il
existe un unique élément a, € F tel que

[ — .|| = d(x; F)

De plus, a, est l'unique élément de F' tel que x — a, soit orthogonal a F';
il est noté Pr(x) et est appelé la projection orthogonale de x sur F'.

Démonstration. La premiére assertion est déja démontrée. Pour la seconde,
on remarque que si b € F', alors a + ab € F pour tout complexe «; le
théoréme 1.2.6 implique

Re((x — a,ab)) = Re((x —a,ab+a—a)) <0

Il suffit ensuite de prendre a = +1 et a = =i.
Réciproquement, soit a € F tel que x — a L F. Pour tout b € F', on a

lz = blf* = |z — a|l* + [Ib — al|* > ||z — a|®
Il en résulte que a = Pp(z). O

Remarque 1.2.8. - Il faut bien noter que 'utilisation de I'identité de la
médiane a été décisive dans la preuve du théoréeme 1.2.6, et donc pour la
validité du théoréme 1.2.7. En fait, dans un espace de Banach, ce théoréme
n’est pas vrai; par exemple dans lespace de Banach (C[0,1],].||o) des
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fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme de la convergence uniforme,
I’ensemble

F={feC[0,1]|f0)=0 e 0<f<1}
est une partie convexe femée et pour tout f € F, on a

1= flloo = sup |1 = f()] =1
0<t<1

donc pour tout f € F, d(1; F) = |1 — f[[oc = 1. Ainsi, tous les éléments de
F minimisent la distance de 1 a F'.

Remarque 1.2.9. - La réciproque de ce théoréme, a savoir que si dans un
espace hilbertien E, un ensemble F' est tel que pour tout x € E il existe
un unique a € F' qui est le plus proche de x, alors F' est convexe et fermé,
a été avancée depuis longtemps, mais elle n’a été ni prouvée ni réfutée.

Corollaire 1.2.10. Soient E un espace de Hilbert et F' un sous-espace de
Hilbert de E. Alors les sous-espaces F' et F+ sont supplémentaires dans E,
c’est-a-dire que : E=F @ F*

Démonstration. Le sous-espace F'N F* est réduit a 0 parce que le pro-
duit scalaire est non dégénéré; de plus, pour tout élément x de F on a
évidemment r = x — Pp(z) + Pr(z) et * — Pp(x) € F* . O

Corollaire 1.2.11. L’application Pr est un opérateur linéaire de E dans
F qui vérifie, pour tout x et tout y dans FE,

[1Ppal <[zl (Prz,y) = (z,Pry) et Pp(Ppz)= Ppx

Démonstration. Si x € E, on écrit © = © — Pp(x) + Pp(z) et on utilise le
théoréme de Pythagore

l]l* = ll = Pp(@)|* + [|1Pp(2)|* = || Pr(2)]|*

De plus, comme pour tout y € F, Pr(y) =y, et pour tout z € E, Pp(x) €
F, on en déduit que Pg (PF.f) = Pp(x) pour tout x € E. D’autre part,
pour x et y dans F, les éléments Prx et y — Pry sont orthogonaux et il en
résulte que

(Prx,y) = (Prx, Pry) et (z, Pry) = (Prx, Pry)

Cela termine la preuve du corollaire. O
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Remarque 1.2.12. - On doit noter que méme si F' est un sous-espace
vectoriel fermé dans un espace préhilbertien, son orthogonal ne lui est pas
nécessairement supplémentaire comme le montre I’exemple suivant : Soit
I'espace vectoriel C[0, 1], muni du produit scalaire

(f.9) = /O F(Hg(E) dt

Soit F' le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur [0,1/2], alors son
orthogonal F* est le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur [1/2,1].
La fonction constante 1 ne peut étre somme d’une fonction nulle sur [0, 1/2]
et d’une fonction nulle sur [1/2,1] car elle s’annulerait au point 1/2.

C’est que I'hypothése “F fermé” n’est pas la bonne hypothése quand
I'espace E n’est pas complet (ce qui est le cas de 'espace C[0, 1] muni de
la norme induite par le produit scalaire ci-dessus). La bonne hypothése est
que F soit complet comme c’est précisé dans le théoréme 1.2.6.

Corollaire 1.2.13. Soit E un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace

vectoriel (non nécessairement fermé). F est dense dans E si, et seulement

si, F- = {0}.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.2.2, on a F+ = (F)L, le résultat
s’en déduit. ]

UN PROBLEME DE MINIMISATION. Soit vy, vs,...,v; des éléments d’un
espace de Hilbert F, linéairement indépendants et soit x € F. Il s’agit de
trouver un moyen pour calculer la valeur minimum de la quantité

k
r — E CjUj
=1

lorsque ¢y, ¢, . .., ¢ décrivent K, et de trouver les valeurs correspondantes
de ci,¢9,. .., Ck.
Soit. F' 'espace vectoriel engendré par les éléments vy, vg, ..., v, Cest un

sous-espace fermé de E (puisque sa dimension est finie égale a k). La quan-
tité qu’on cherche & minimiser représente la distance de x a I’élément de F'
donné par 35 ¢;v;. le théoréme 1.2.7 précise que Pp(z) est 1'unique élément
de F' qui rend minimum la quantité ci-dessus, cet élément répond donc a
la question posée et il s’agit de le déterminer. Pr(x) s’écrit sous la forme
Pr(x) = Z?Zl cjv; et est aussi caractérisé par le fait que © — Pp(z) € F*,
ce qui pourrait alors étre utilisé pour obtenir des renseignements sur le
calcul des coefficients ¢y, ca, . .., cx. Posons pour cela

Qi = <Ujvvi>7 bi = (z,v;)
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La propriété z— Pr(z) L F implique que (x— Pp(z),v;) = 0 pour 1 < i < k,
ce qui fournit k équations linéaires dont les inconnues sont ¢, co, ..., ¢ :

E

aijcj:bi, ol 1§Z§k’
j=1

L’existence et I'unicité de Pr(x) implique que le déterminant de la matrice
(a;;) n’est pas nul, et les (¢;) se calculent en résolvant le systéme précédent.
Soit maintenant v la valeur minimale de

k
r — E CjUj
j=1

Puisque x — Pr(x) est orthogonal a F', on a (x — Pr(z), Pr(x)) = 0 et donc

7V = (x = Pp(x),x — Pp(z)) = (z,2 = Pr(2)) = (z,2 =) cju;)

=1
de sorte que
2 _ 2 —
v = l=llT = ) gb;
J=1
et notre probléme est ainsi résolu.

Venons en maintenant a un cas particulier : On suppose que les éléments
V1, U, ...,V sont deux a deux orthogonaux. Alors

e sii=gs
Y 0, sinon.

et par suite le systéme linéaire que vérifient les coeflicients (¢;) donne, pour
tout 4, ¢; = b;/||v;||? et on a alors

k

k
Ui i l12
Pro =3 (bt et o7 = [l = 3 o) P!
J

Siles v, 0 < j < k sont orthonormés, ce qui précéde se résume comme suit

J=1 J=1

Théoréme 1.2.14. Soient vy, vs, ..., v, des éléments deux a deux ortho-
gonauz et de norme 1, dans un espace de Hilbert E, soit F' le sous-espace
vectoriel engendré par (v;) et soit x un élément de E. Alors, quels que
sotent les scalaires A, Aa, ..., Ak, on a

k k
HLC—Z<$,U]'>’UJ‘ < HJJ—Z)\]'U]‘
j=1

j=1
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L’égalité a lieu si et seulement si \; = (x,v;) pour 1 < j < k. La projection
orthogonale de x sur le sous-espace F' est

k

Prx = Z(w,vj>vj

=1
La distance v de x au sous-espace F' est donnée par

k
V=Nl = Pezl® = |lz|® =) e, v;)?

J=1

Ainsi, on a trouvé un algorithme constructif permettant de trouver la
projection orthogonale d’un élément x de F sur un sous-espace de dimen-
sion finie. Cet algorithme sera genéralisé au paragraphe 4.

Exemple 1.2.15. - Soit a calculer

1
min/ |2% — ax® — br — c[*dx
-1

a,b,c

Considérons L?*(—1, 1) Pespace de Hilbert des (classes de) fonctions de carré
sommable sur U'intervalle (—1, 1) relativement a la mesure de Lebesgue. Le
produit scalaire sur L*(—1,1) est défini par

(f. ) = / (@) dr

Soit F' le sous-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a deux a coefficients réels et posons g(x) = x3. F étant un sous-espace
vectoriel de dimension finie, engendré par les polynémes

po(z) =1, pi(x) =z, pa(x) =2

est donc un convexe fermé de L?(—1,1).
Il s’agit de trouver le polynéme p € F' qui minimise la distance du
polynoéme g au sous-espace F' et de calculer cette distance. Posons

p=copo+cipr+ copa, by =(g,p;), aij = (pj, pi)
On vérifie rapidement que by = by = 0, by = 2/5 et que
ago = 2, an = ag =2/3, axn =2/5 apn =az =0

Il en résulte que ¢y = ¢ = 0 et ¢; = 3/5; la projection orthogonale du
polynome g sur le sous-espace F' est donc

Pp(g)(z) =3x/5 et |g—Pr(g)ll* =8/(175)
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On en déduit que

1
min/ |2° — az® — bw — c|*dv = 8/(175)
a,b,c 1

et que ce minimum est réalisé lorsque a = ¢ =0 et b = 3/5.

Voyons maintenant I’avantage a disposer dans F' d’une base orthogonale :
on peut vérifier facilement (voir I'exercice 8) que les polyndmes

vo(z) =1, vy(z) =2, vo(x) =32> -1

forment une base orthogonale du sous-espace F. On en déduit que

Vo U1 U2
P = —_— R - -
F(g) <ga UO> ||'Uo||2 + <ga vl) ||U1||2 + <gv UQ) ||’U2||2

Des raisons de parité évidentes montrent que (g,vo) = (g,v2) = 0, et que
(g,v1) = 2/5 et ||v1]|*> = 2/3. Tl en résulte que Pr(g) = (3/5)z.

EXERCICES

1. Soient F) et F, deux sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert E.
On suppose F, C F}. Montrer que Pp, o Pp, = Pp,.

Solution : Puisque F} et F;, sont des sous-espaces fermés de 'espace de
Hilbert E, on peut appliquer le théoréme de la projection orthogonale
sur un sous-espace fermé. Pour tout x dans E, on pose

1 = Pp (), :105 = Pp,(x1) et xzy = Pg(x)

Le théoréme de la projection affirme que x; est 'unique élément de Fj
tel que x—x; L F; x} est Punique élément de Fy tel que o1 —xd 1 Fy
et x5 est I'unique élément de F5 tel que x — x5 L Fy. Comme on a
I'inclusion Fy C F, x — 21 étant orthogonal & F, est aussi orthogonal
a Fy. Tl en résulte que (x—zy)+ (v —2}) = — ) est aussi orthogonal
a Fy. L’unicité montre alors que o = z3, c’est-a-dire que
PFQ(I'):PFQOppl(QJ). ]

2. Soit E un espace de Hilbert et soit B la boule unité fermée de F,
c’est-a-dire B = {x € E, ||z|| < 1}. Montrer que B un convexe de F.

Solution : soient x et y des éléments de B. Pour tout réel t, 0 <t <1,
on a
[tz + (1 =t)yl < tllzl + (1 =)yl <1

C’est-a-dire que txr + (1 — t)y appartient & B. [
3. Pour f dans l'espace C([0,1]) des fonctions continues sur [0,1] a
valeurs complexes on pose

L= 1£ O+ [1f1ls = [£0)] + /0 |F(2)]dt
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Montrer que cela définit une norme sur C'([0, 1]). Soit F' le sous-espace
des fonctions qui s’annulent en 0 et soit fy la fonction constante égale
a 1. Calculer la distance de fy a F. Existe-t-il un élément f de F' tel

que || fo — fl| = dist (fo, F)?

Solution : Il est facile de voir que f — || f|| est une norme sur C([0, 1]).
Soit d la distance associée, d(f,g) = ||f — ¢g|| pour f, g € C(]0,1]).
Par définition, d(F, fo) = infrep || fo — f||; ¢’est-a-dire

AP fo) = i1+ [ 1= p0lan

Il est alors clair que d(F, fy) > 1; nous allons montrer I'égalité
d(F, fo) = 1. A cet effet, soit (f,) la suite de fonctions définies par

1, si 1/n<t<1;
nt, si 0<t<1/n.

Vn>2, fu(t)= {

Pour tout n > 2, f,, est dans F et on a

1

n

d(anfn):1+/ (1—nt)dt:1+i

0 2n

Ce qui montre que d( fo, f,) tend vers 1, quand n tend vers U'infini. [
4. Calculer

1
min/ |2% — ax® — br — c[*dx
-1

a,b,c

1
et trouver le maximum de I'intégrale ) / 23 f () dx‘ ou f est suppo-
-1

sée de norme 1 et soumise aux restrictions suivantes

/_zf(ar)dx:/_lle(x)dx:/_lﬁf(x)dx:(),

1

Solution : Pour la premiére partie de ’exercice, il suffit de se reporter
a 'exemple 1.2.15. La deuxiéme partie peut s’énoncer sous la forme

suivante : calculer .
/ 2 f () dx)
-1

max
lgll=1
fLF
ou F est le sous-espace de L?*(—1,1) formé¢ par les polynomes de
degré inférieur ou égal a 2. Posons g(z) = 2?, la fonction g — Pr(g)
appartient a L*(—1,1) et est orthogonale au sous-espace F' et pour
tout f L F,on a

(9, ) = [{g = Pr(9), /) < llg = Pe(a)IlIf]
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Il en résulte que le maximum cherché est atteint pour f = ¢(g —
Pr(g)) onc=|lg— Pr(g)||"". Le calcul de Pr(g) a déja été fait (voir
exemple 1.2.15), celui de la constante ¢ ne présente pas de difficulté.
Finalement on trouve

VT

57,003
c—m, :m(a:——x) O

(@) -

. Calculer

o0
min [ |2° — ax® — by — c’e " dw
a,b,c 0

Solution : On désigne par E l'espace de Hilbert des (classes de) fonc-
tions de carré sommable sur [0, 4o00[ pour la mesure de densité e*
par rapport a la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

VigeE, (f.g)= / " Ha)g@)evda

On désigne par F' ’ensemble des polynémes sur R, de degré inférieur
ou égal & 2. C’est un sous-espace de Hilbert de E, dont la dimension
est 3. On désigne par g le mondome défini par g(x) = z3. L’intégrale

/ (2% — ax® — br — c)* e "dx
0

représente le carré de la distance de I'élément g au sous-espace F'. Le
théoréme de la projection sur un sous-espace de Hilbert assure qu’il
existe un unique polynéme Pr(g) de F' tel que g — Pr(g) L F et tel
que

miD/ (2° — ax® = bx — ¢)* e "dx = ||lg — Pr(9)|?
0

a,b,c

Il s’agit donc de trouver le polynéme Pr(g) et de calculer sa distance
a g. Le polynome Pr(g) s’écrit sous la forme

Prp(g)(z) = az® + fa + 7
de plus, comme g — Pr(g) € F'*, on a les trois équations
(9= Pr(9),1) =0, (g—Pr(g),z) =0 et (g— Pr(g),2%)=0

En utilisant la formule suivante

o0
Vn € N, / e Tdx = n!
0
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qu’on peut démontrer par récurrence, les trois équations précédentes
se traduisent par les suivantes :
I—-pB—-—7=0
4 — a3l — 2l =y =0
5l —adl — B3 —~21 =0
c’est-a-dire
2a+0B+7=6
6o+ 28 +~v =24
2400 + 68 + 2y = 120

On en déduit facilement que o = 6, 3 =0 et v = —12 et par suite
Pr(g)(z) = 62 + 12

Il reste a calculer ||g— Pr(g)||, ce qui ne présente aucune difficulté. [
6. Soit F' un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert E et soit a € E.
Démontrer que

min{ ||z —af| : x € F} = max{[(a,y)| 1y € F [ly] =1}

Solution : Par définition méme de la projection orthogonale de a, il
est clair que le minimum de ||z —al|, lorsque x varie dans F', est égal a
lla — Pral|. D un autre coté, pour tout élément y dans F et de norme
1, [{a — Pra,y)| < |la — Pral| et I'égalité a lieu si, et seulement si,
y et a — Pra sont proportionnels. Dans ce cas y = c¢(a — Pra) ou
¢ = ||la — Ppal|~!; la relation annoncée s’en déduit. [

7. Soit C0,1] I'espace des fonctions continues sur [0, 1], muni de la
norme de la convergence uniforme. Soit F' I’ensemble des fonctions
f € Cl0,1] telles que

/Oéf(t) dt — [f(t) dt =1

Démontrer que F' est un sous-ensemble fermé convexe de C[0, 1] qui
ne contient pas d’élément de norme minimale.

8. Montrer que les polynomes définis par po(z) = 1, p1(z) = z, pa(x) =
322 — 1 et p3(r) = ba® — 3z sont deux a deux orthogonaux dans
l'espace L?((—1,1),dx).

Solution : Pour des raisons de parité évidentes, on a

(Po, p1) = (Po, p3) = (P1,p2) = (P2, p3) =0

On vérifie d’autre part que

1
(po, p2) == [2° — 2]%y =0, {p1,ps) = [”5 B ”“"3} L0

Donc po p1,p2 et p3 sont deux a deux orthogonaux. [l
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1.3 Dualité et théoréme de Représentation de
Riesz

La construction de I’espace dual d’un espace vectoriel topologique est
une opération importante dans la mesure ou cet espace dual posséde de
bonnes propriétés quand l'espace initial en posséde lui-méme. Nous allons
voir, comme conséquence du théoréme de la projection, que tout espace de
Hilbert est isomorphe & son dual (topologique).

Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires valables dans le cadre

des espaces vectoriels normés.

Définition 1.3.1. Une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert K
est une application linéaire L : E — K telle que, quelle que soit la suite
() convergente vers x dans E, la suite (L(x,)) converge vers L(x).

L’ensemble des formes linéaires continues sur E est appelé le dual
topolo-gique de E et se note souvent E'.

Proposition 1.3.2. Une forme linéaire L sur E est continue si, et seule-
ment si, il existe une constante c telle que

|L(z)| < c||z||, pour tout x € E

Démonstration. 1l est clair que s'il existe ¢ telle que l'on ait |L(x)| < c||z]]
pour tout x € E, alors L est continue puisque, si une suite (z,) converge
vers r dans F,

|L(x) = L(za)| = [L(z — 2n)| < ¢l = an] = 0, (n — o0)

Inversement, si L est continue I'image réciproque par L de la boule ouverte
centrée a l'origine et de rayon 1 est un ouvert de E contenant 0, il existe
donc 7 > 0 tel que ||z]| < nimplique ||Lz|| < 1. Soit 2 un élément arbitraire
de F non nul, I'élément n||z|| "'z a une norme égale a n donc n||z|| || Lz| <
1 et par suite, pour tout z € F,

[La] < n~ ||
Cela montre que la forme linéaire L est bornée par n~!. O
Pour L € E’, on pose
IL|| = sup L]
fl=]|<1

On vérifie facilement que 1'on définit ainsi une norme sur E’. Cette norme
se définit encore par la relation

1Ll = nf{ =0/ | Az] < ez, Yz e E}
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Autrement dit, pour tout x dans E, on a
L@@ < LI [l]
et le réel ||L|| est la plus petite constante réalisant cette propriété.

Remarque 1.3.3. - Si F est de dimension finie, par exemple E est R" ou
C", une application linéaire de F dans F' est nécessairement continue. On
a vu au paragraphe 2 que dans un espace préhilbertien, un opérateur de
projection orthogonale est continu.

Cependant, si E n’est pas de dimension finie, il existe des formes li-
néaires qui ne sont pas continues. Par exemple sur l’espace préhilbertien
C'0, 1] muni du produit scalaire

(f.g) = /0 f(2)g(x) da

la forme linéaire 6 : f +— f(0) n’est pas continue. En effet la suite de
fonctions (f,,) définies par f,(z) = (1 — x)" vérifie

VneN, 6(f.)=1 et |full=@2n+1)"2 =0, (n— o)

Fixons nous un élément a de E et définissons la forme linéaire L, sur E
par L,(z) = (x,a). L'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer que
L, est continue et que ||L,|| < ||a]|; en fait on a I'égalité car L,(a) = ||al*.

Théoréme 1.3.4. (de Représentation de Riesz®)
(1) Soit E un espace de Hilbert et soit L une forme linéaire continue
sur E. Alors il existe un unique élément a de E tel que

VezekE, Lx)=(z,a) et |L[=]al

(2) Inversement, tout élément a de E définit une forme linéaire conti-
nue L, sur E par la formule

L,(z)=(x,a), VYreFE

Ainsi I'application qui & un élément a € F associe la forme linéaire continue
L, est un isomorphisme (anti-linéaire) topologique de E sur son dual E’

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas d’une forme linéaire continue
L, non identiquement nulle. Soit alors ' = ker(L), c’est un hyperplan fermé
de F (car L est continue), qui est distinct de E et le corollaire 1.2.10 nous

8Frédéric RIESZ (1880-1956), mathématicien d’origine hongroise, exerca une in-
fluence profonde sur le développement des mathématiques modernes. Il est, avec S.
Banach, 'un des principaux fondateurs de 1’analyse fonctionnelle.
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dit que £ = F @ F*. Soit yp un élément non nul de F*, alors L(y,) # 0.
Pour tout x € E, on pose

Il est clair que L(u) = 0, c’est-a-dire que u appartient & F, et comme
appartient & F, on a (u,yy) = 0. Cela s’écrit, en remplacant u par son
expression, (z,yo) — ||yol>L(x)/L(yy) = 0. On en déduit que

et il suffit alors de poser a = ||yo|| "2L(yo)yo-. Il est facile de voir que 1’¢élément
a est unique. O

Corollaire 1.3.5. Soit (X,Q,p) un espace mesuré et soit L une forme
linéaire continue sur l'espace L*(X,Q, 1), alors il existe un unique élément
fo € L*(p) tel que

L(g) = /X gfodp.

Remarque 1.3.6. - Le théoréme de représentation de Riesz nous permet
donc toujours d’identifier les espaces E et E’. Cependant il faut prendre
garde de ne pas identifier “simultanément” les espaces duaux de deux es-
paces de Hilbert dont I'un est contenu dans ’autre. Plus précisément soient
Ey et Ey deux espaces de Hilbert distincts dont les normes respectives sont
notées || ||op et || ||1. On suppose que

EiCEy et Fe>0|Vue B, |ullo < |ul:

(c’est-a-dire que l'injection de E; dans Ej est continue) et que de plus F;
est dense dans Fj.

On peut donc identifier £, dual de Ej, a une partie de E{ dual de
E, et écrire Ejj C EY, avec injection continue (car E; est dense dans FEj).
Il est alors clair que si on décide d’identifier par le théoréme de Riesz
Ey et E|, on ne peut plus a la fois considérer F; comme un sous-espace
vectoriel de Ej et identifier ) avec Ej. Souvent, lorsque Ej est l'espace
fonctionnel L?(X,Q, ), on décide d’identifier Fy et Ej), et de ce fait on
s’interdit d’identifier un espace de Hilbert plus petit (c’est-a-dire contenu
dans L*(X,, u)) a son dual.

Topologie faible. L’espace dual £’ d’un espace vectoriel normé F permet
d’introduire une nouvelle topologie sur E, appelée la topologie faible qui est
un bon exemple de topologie définie par une famille de semi-normes. Cette
topologie prend une grande importance dans le cas des espaces de Hilbert
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grace a 'identification possible, par le théoréeme de Riesz, de I'espace et de
son dual topologique.

Rappelons que, dans un espace de Banach F, une suite (z,,) converge faible-
ment vers x si pour toute forme linéaire L, continue sur E, la suite (L(x,,))
converge vers L(z). Si E est un espace de Hilbert, la convergence faible
se traduit, grace au théoréme de représentation de Riesz, par la définition
suivante.

Définition 1.3.7. Une suite (z,)nen d’éléments d’un espace de Hilbert E

converge faiblement vers a si pour tout élément y € F,

Jim (z,y) = {a,y).

Commentaire. Notons bien que si, pour tout y € E, la suite ((z,,y))
converge, alors la suite (x,) converge faiblement vers un élément a € F
car, la suite de formes linéaires continues (L, ) étant convergente en tout
point y € E, le théoréme de la borne uniforme (voir 'annexe) assure que

(i) La suite (L,,) est uniformément bornée, c’est-a-dire qu'il existe M
telle que ||z,,|| < M pour tout n € N.
(ii) Il existe une forme linéaire continue L telle que, pour tout y dans
E, lim (z,,y) = L(y).
n——+00
Le théoréme de représentation de Riesz garantit alors 'existence de a € E
tel que L(y) = (a,y). Notons aussi que l'assertion (i) dit que toute suite
fatblement convergente est bornée.
Evidemment si (z,,) converge dans E vers a, alors (z,,) converge faiblement
vers a, puisque |[(z,,y)—(a,y)| < ||z, —a|l ||ly||. On dira que la convergence
en norme entraine la convergence faible. Mais la réciproque n’est pas vraie,
ce que montre l'exemple de la suite de fonctions e, (t) = ¢™, 0 <t < 27
emprunté a la théorie des séries de Fourier. La suite e,, converge faiblement
vers 0 dans l'espace de Hilbert L?(0,27), mais elle ne converge pas en
moyenne quadratique puisque, pour n # m,

||€n - 6m||L2(O,27r) - 2ﬁ

En fait une différence essentielle entre “convergence en norme” et “conver-
gence faible’ de (x,,) vers a est que la premiére propriété entraine la relation
lim,, .o ||| = ||a||, tandis que cette relation ne découle pas de la seconde
propriété. Mais il y a plus, la convergence faible couplée avec la relation
précédente entraine précisément la convergence en norme :

Théoréme 1.3.8. Dans un espace de Hilbert, une suite (x,,) converge vers
a si et seulement si

(a) La suite (x,) converge faiblement vers a

(b) La suite (x,,) vérifie nh_)nolo lznll = [lal|-



32

Espace de Hilbert

Démonstration. Nous avons en effet
|zn — a||2 = HanQ + HaH2 — (T, @) — (a, Ty)
I1 suffit alors de passer a la limite, quand n tend vers 'infini. ]

Une autre différence importante entre la topologie forte et la topologie
faible est relative a la notion de compacité. Ce concept, on le sait, est lié¢ a
I'un des plus importants théorémes de I’Analyse élémentaire : le théoréeme

de Bolzano?-Weierstrass!'C.

Théoréme 1.3.9. Si (x,) est une suite d’éléments d’un espace de Hilbert
E, telle que ||z, || < 1, ¥n; alors on peut en extraire une sous-suite qui
converge faiblement dans E.

On exprime ce résultat en disant que “la boule unité fermée de E est
faiblement compacte”.

Démonstration. Par hypothése ||z, || < 1. La suite ({z,,21)) est donc bor-
née dans C et le théoréme de Bolzano-Weierstrass assure ’existence d’une
sous-suite convergente ((xnl,x1>). La suite ((xnl,x2>) admet a son tour
une sous-suite convergente (<l’n2,l'2>). Répétant cet argument, on en dé-
duit l'existence d’une sous-suite (z,;) de la suite (x,) telle que

((xnj, :L’p>) converge pour tout p <y

Par le procédé diagonal de Cantor!! on montre que, pour tout p € N, la suite
((x,m, xp>) converge. On en déduit que pour tout y € E, la suite ((xm, y>)
converge. Cela se vérifie d’abord pour tout élément y du sous-espace fermé
F engendré par la famille {xy, 2o, ..., 2,,...}. Si ce sous-espace coincide
avec I notre assertion se trouve démontrée ; dans le cas contraire, on écrit
E = F® F*, et tout élément y € E s'écrit y = vy, + 12 avec y; € F et
Yo € FH, il Sensuit que (T, y) = (Tpn, y1). La suite ((z,,,y)) est dans ce
cas aussi convergente. O

9Bernhard Bolzano (1781-1848), est un philosophe et mathématicien tchéque, d’ori-
gine italienne. Il est, avec Weierstrass, I'un des créateurs de la théorie des fonctions
réelles. Il a laissé une ceuvre étendue et importante que ses contemporains ont presque
totalement ignorée. Il s’est notamment proposé d’établir une doctrine de I'infini & partir
de concepts ensemblistes.

10 Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS (1815-1897) est un mathématicien alle-
mand, il a été un des fondateurs de la théorie moderne des fonctions. Il a notamment
complété les travaux d’Abel et de Jacobi sur les fonctions elliptiques. Il a eu une influence
déterminante sur la Mathématique de la fin du XIXéme siécle.

11 Georg Cantor (1845-1918) né a Saint-Petersbourg, a bouleversé par ses travaux
la pensée scientifique du XXéme sciécle. Il s’est attaqué aux concepts de linfini et
introduisit & cette occasion les nombres transfinis et les bases de la théorie des ensembles.
Hilbert avec son ami Minkowski étaient des partisans de Cantor & une époque ou ils
étaient fort peu nombreux. A ce propos, Hilbert disait :“il ne nous chasseront pas du
paradis que Cantor a crée pour nous”.
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Ce théoréme, dont une illustration est donnée a ’exercice 6, est parfois
appelé théoréme de sélection et, a travers la preuve ci-dessus, on comprend
tout a fait la raison. A force d’extraire il risque d’y avoir pénurie, et c’est
pour éviter celle-ci que Cantor a inventé cet algorithme de sélection appelé
encore procédé diagonal.

Remarque 1.3.10. - Rappelons qu’en contraste avec ce théoréme, un
autre théoréme de Riesz nous apprend que la boule unité d’un espace normé
(et donc d’un espace de Hilbert) n’est compacte pour la topologie déduite
de la norme (topologie forte) que si I'espace est de dimension finie.

EXERCICES

1. Soit L une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert E, non
identiquement nulle. Montrer que dim(ker(L)%) = 1.

Solution : L est une forme linéaire continue non identiquement nulle
donc ker (L) est un sous espace vectoriel fermé de E, c¢’est donc un
sous espace de Hilbert de E. D’aprés le corollaire 2.10, on a

E = ker(L) & (ker(L))*

Cela veut dire que tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous
la forme x = xg + 11 avec zy € ker(L) et 7, € (ker(L))*. Soit yo un
¢lément non nul de ker(L)*, tout élément = de E peut s’écrire sous

la forme :
(o M@ Y, LW
“‘"( L(Z/o)yo) " i)™

Il est facile de voir que le premier terme du second membre est dans
ker(L) et que le second terme est dans ker(L)*. Il en résulte, en
particulier, que (ker(L))* est engendré par y, et est donc de dimension
1. O

2. Soit E = ¢(*(N). On se fixe un entier p et on consideére la forme
linéaire définie sur £ par L(x) = x,, ot = (x;),% € N. Trouver
I’élément a € E tel que L = L,.

Réponse : a = e, le p"™° vecteur de la base canonique de ¢*(N).

3. Soit F = (*(N).
(a) Montrer que si @ = (o) est un élément de F, la série entiére
> 2™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
(b) Soit A un nombre complexe, |A| < 1, et L la forme linéaire définie
sur E par L(a) = > a,\". Trouver 1'élément a € F tel que L = L,
(c) Quelle est la norme de la forme linéaire L7

Réponse : a) Puisque o = (a,) appartient a ¢?(N), le terme général a,
tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il en résulte que, pour |z| < 1,
la série Y v, 2" est absolument convergente.
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b)-c) On vérifie que a = (") et que la norme de L est égale a celle
de a, c¢’est-a-dire

1

: 1
Ll = 2n -
1L (}ju \) e

n

. Montrer que dans l'espace de Hilbert L?(0,27), la suite définie par

fn(z) = sin(nz), ot n € N, converge faiblement vers zéro lorsque n
tend vers I'infini mais ne converge en norme vers aucune limite.

Indication : Le lemme de Riemann montre que si f est dans L*(0, 27),

alors
27

lim f(z)sin(nz) de =0

n—oo 0
Cela exprime la convergence faible de la suite (f,) vers 0. D’autre
part, il est facile de voir que || f,,|| = v/7, pour tout entier n; la suite
(fn) ne converge donc pas au sens de la norme de L*(0,27). O

. Montrer que, dans un espace de Hilbert F, si (x,) converge faible-

ment vers x et si (y,) est une suite qui converge vers y, alors la suite
({xn, yn)) converge vers (z,y).

Solution : On a

@0y Yn) — (2, 90| = [Ty Yo — y) + (20 — 7, 9)]
< @ Y — )| + [0 — 7, )|

< yn =yl |2nll + K20 — 2, 9)]

Puisque (z,,) converge faiblement vers z, le deuxiéme terme du second
membre tend vers 0 quad n tend vers l'infini. D’autre part, la suite
(x,,) est bornée, car elle est faiblement convergente, et comme ||y —y,||
tend vers 0 quand n tend vers l'infini, il en sera de méme du premier
terme du second membre. Donc, (x,,y,) converge vers (x,y). O

. Soient E = L?[0,1] et (f,),n € N une suite bornée d’éléments de E.

On pose
Fn(m):/fn(t)dt, out neN
0

Montrer que la suite (f,,) converge faiblement vers 0 si, et seulement
si, la suite (F},) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

En déduire que (f,,) converge faiblement vers un élément f de E si
et seulement si la suite (F),) converge uniformément sur [0, 1] vers la
primitive de f qui s’annule en 0.
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Solution : Supposons d’abord que (f,) converge faiblement vers 0 et
soit C' > 0 telle que ||f,|| < C, pour tout n. La convergence faible
implique en particulier que (F,,) converge simplement vers 0, et 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz montre que si 0 < x < y < 1, alors
|F,(y) — Fo(x)| < Cly — 2|2 et ces deux faits entrainent la conver-
gence uniforme. En effet, pour tout € > 0, soit N fixé tel que N=! <
e/(2C?*) et I ={0,1/N,2/N,...,(N—1)/N }. La convergence simple
implique l'existence d’un entier ng tel que pour tout n > ng et tout x
dans I, on ait |F,(x)| < €/2. Maintenant, si x est dans [0, 1], il existe
un xq dans I, tel que |z —xo| < 1/(2N), et par suite pour tout n > ng
on a |Fy(z) — F(w0)| < Clz — x0|"/? < C/v2N < ¢/2, et finalement
|F.(x)] < esin > ng. En sens inverse, la convergence uniforme sur
[0,1] de (F,) vers 0 se traduit par lim, ..(fn,g) 0t ¢ = Xjo,4- Par
linéarité, on aura cette propriété pour toute fonction ¢ en escalier.
Enfin, le théoréme de Banach-Steinhaus fournit le cas général. [

1.4 Bases Hilbertiennes

Dans ce paragraphe, on généralise aux espaces de Hilbert les notions de
base orthogonale ou orthonormale dans I'espace euclidien. Cela passe in-
évitablement par la considération de séries de vecteurs. Dans un espace de
Banach, un des critéres généraux de convergence d’une série, dont on dis-
pose, est celui de la convergence normale (voir ’annexe). Dans le cadre des
espaces de Hilbert, et pour les séries d’éléments deux a deux orthogonaux,
il est possible d’avoir un autre critere.

Théoréme 1.4.1. Soient E un espace de Hilbert et (x,) une suite d’élé-
ments de E deux & deux orthogonauz. La série ), x; converge si et seule-
ment si la série numérique Y, ||lz;]|* converge. Dans ce cas, on a la relation
de Pythagore généralisée

o0 2 ']
>l =2 Nl
=1 =1

Démonstration. Soit (y,) la suite des sommes partielles de la série ) . x;
et (o) la suite des sommes partielles de la série Y, ||z;]|*. Le théoréme de
Pythagore assure que, pour deux entiers quelconques p < ¢ ,

2 q
= > llzl?

p+1

q

>

p+1
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ce qui s’écrit ||y, — ypl|* = |y — a,|%. Alinsi, la suite (y,,) est une suite de
Cauchy si et seulement si la suite (a;,) l'est aussi, et dans ce cas on a

n 2 n
. . . 2
lim g x;|| = lim E |||
n—oo n—oo
i—1 i=1
ce qui termine la démonstration. (]

On passe maintenant a la généralisation de la notion de base algébrique
d’un espace vectoriel dans le contexte des espaces de Hilbert. On rappelle
d’abord quelques définitions bien connues.

Définition 1.4.2. Soient E un espace vectoriel sur K, x1,xo,...,xp des
éléments de E et cq,co, ..., ¢ des scalaires, alors cixy + coxo + -+ - - CLx) €St
appelé une combinaison linéaire de x1,xs, ..., T}.

Soit F = { z;,i € I }, une famille d’éléments de E. L’ensemble V' consti-
tué de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de la famille F est
évidemment un sous-espace vectoriel de E, appelé le sous-espace vectoriel
engendré par cette famille. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de F
contenant les éléments x;, i € I.

Supposons maintenant F un espace de Hilbert et soit ' = V '’adhérence
de V'; c’est un sous-espace complet (car fermé) de E. C’est le plus petit
sous-espace de Hilbert contenant la famille F, il est appelé le sous-espace
de Hilbert engendré par la famille { z;,i € I }.

Dans un espace de Hilbert E, une famille {x;,i € I} est dite or-
thogonale si ses éléments sont deux a deux orthogonaux, c’est-a-dire si
(xi, ;) = 0 pour tout i # j. Elle est dite orthonormale (ou orthonormée)
si on a de plus ||z;]| = 1 pour tout i.

Le théoréeme suivant généralise le théoréeme 1.2.14.

Théoréme 1.4.3. Soit E un espace de Hilbert, soit {e;,i € N} une suite
orthonormée d’éléments de E et soit F le sous-espace de Hilbert qu’elle
engendre
(a) Pour tout x € E, la série vectorielle Y (x,e;)e; est convergente, sa
somme est égale a Pp(x) et on a l'inégalité de Bessel'?

Z (o, e)* = | Pp(2)]* < |||

=1

12 1astronome allemand Friedrich Wilhelm BESSEL (1784-1846) a beaucoup corres-
pondu avec Gauss. Il a contribué a la théorie du Potentiel et son étude des perturbations
des trajectoires des planétes I'a conduit a développer les fonctions spéciales qui portent
son nom.
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(b) Quels que soient x et y dans E, la série numérique ) (z, e;)(y, €;)
est absolument convergente et on a

[e.9]

> (x,e){y,ei) = (Pr(2), Pr(y))

=1

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on désigne par F,, le sous-espace
vectoriel engendré par les éléments {eq,...e,} dont ils forment par hy-
pothése une base orthonormée. Il suit du théoréeme 1.2.14 que, pour tout
élément x de F,

n

Pr,(x) =) (r,e)e; et || Pr,(2)]* = Z (@, )]

i=1

L’inégalité || Pg, (z)|| < ||| assure la convergence de la série >~ [(z, ¢;)|? et,
tenant compte du théoréme 1.4.1, celle de la série ) (x, e;)e;. La somme
de cette derniére est un élément a de F' qui vérifie par construction

(x —a,e;) =0, pour i>1

Mais nous savons bien que cela est une propriété caractéristique de Pr(x).
On a donc a = Pr(x) et de nouveau le théoréme 1.4.1 donne

oo

> e = [1Pe(@)]? < )

i=1
Cela prouve l'assertion (a). Quant a l'assertion (b), elle se démontre en
remarquant que pour y € E

n

(Pp,(2), Pr,(y)) = Z(xa €i){y, )

1=1

et par passage a la limite quand n tend vers l'infini. O

Définition 1.4.4. On dit qu’une famille { z;,i € 1} d’éléments d’un espace
de Hilbert E, est totale dans E si le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre
est égal a E.

Une suite orthonormée et totale dans E est appelée une base hilbertienne
de E.

Définition 1.4.5. Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension
dénombrable, s’il contient une famille dénombrable totale.

Un espace de Hilbert qui posséde une base hilbertienne est évidemment
séparable. Inversement, on a
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Théoréme 1.4.6. Si un espace de Hilbert est séparable, alors il posséde
une base hilbertienne.

Démonstration. Soit E un espace de Hilbert séparable et (f,,), n € N, une
suite totale. Nous allons construire & partir de cette suite une base hilber-
tienne.

En enlevant, par récurrence, les f; qui sont combinaisons linéaires de
ceux qui les précédent, on peut supposer que la suite est formée d’éléments
linéairement indépendants.

Pour orthogonaliser cette suite, il suffit alors de procéder & une nouvelle
récurrence en définissant une suite (e,), n € N, par

e1 = fi1, ea=[fo _PF1(f2)’-"aen = fn _PFn71(fn)

ou F, désigne bien siir le sous-espace de E engendré par les n premiers
vecteurs de la suite (f,,). Par construction méme, la suite (e,), (n > 1), est
formée de vecteurs deux a deux orthogonaux et, pour tout entier n, le sous-
espace vectoriel engendré par { e, e, ... e, } est égal & F,. Les éléments
(e,) forment donc une suite totale dans E. En divisant chacun d’eux par
sa norme, on obtient une base hilbertienne de F£. O

Le théoréme suivant caractérise les bases hilbertiennes.

Théoréme 1.4.7. Soient E un espace de Hilbert et (e,) une suite ortho-
normée dans E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) La suite {en,m > 1} est une base hilbertienne de E.

(b) Tout élément x de E s’écrit sous la forme x = Z(x, €n)en

n=1
(¢) Quels que soient x ety dans E, on a

[e.9]

(z,y) = Z(CL’, en) (Y, en)

n=1

(d) Pout tout x € E, on a l’égalité de Parseval

2l =D [z, en)l?

n>1

Démonstration. Soit F' le sous-espace de Hilbert engendré par la suite (e,,)
et soit Pr lopérateur de projection orthogonale sur F. La suite (e,) est
une base hilbertienne si et seulement si F' = F, c’est-a-dire Pr = I, et le
théoréeme 1.4.3 montre que (a) est équivalent & (b) et implique (¢) et (d).
L’assertion (d) traduit le fait que pour tout x dans F, on a I'égalité
|z||> = || Prz||? et par suite ||z — Pr(z)|| = 0. Cela veut dire que Pr = I et
donc F' = E. ]
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Corollaire 1.4.8. Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie
est isomorphe a (*(N).

Démonstration. En effet, application qui, & un élément = de FE, associe la
suite de ses composantes ({(x,e;)), suivant la base hilbertienne (e;), est un
isomorphisme de E sur /*(N). O

Exemple 1.4.9. - Dans I'espace (?(N), considérons la famille { e,,n € N}
ou e, est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le niéme qui vaut 1.
Cela veut dire que e, représente la suite (0,1), kK € N, ot §,. est I'indice de
Kronecker!3 qui vaut 1 si k = n et 0 sinon. Il suit directement du théoréme
précédent que cette famille forme une base hilbertienne de Pespace £%(N),
dite la base canonique de ¢*(N). De méme, dans I'espace de Hilbert L?[0, 27]

muni du produit scalaire

o)=L [ g de

2 Jo

la suite définie par e,(t) = €™, n € Z, est une base hilbertienne. Nous
reviendrons sur cet exemple et sur d’autres au chapitre II.

Remarque 1.4.10. -

e [l ressort du corollaire précédent que I'exemple fondamental d’espace
de Hilbert qu'est ¢*(N), est le modéle des espaces de Hilbert possédant
une base dénombrable. Dans de tels espaces, les formules de la géométrie
euclidienne, telle que I’écriture d’un vecteur comme la somme de ses com-
posantes dans une base orthonormée, restent valables. Cependant, cela n’a
pu se faire qu’en se préoccupant de questions de convergence.

e Soit (e;) une base hilbertienne de E. Pour tout x dans F, on a

=3 Jae)l?

i=n-+1

n

T — Z(x,ei)

=1

Le second membre de cette égalité est le reste d’une série convergente, et
donc tend vers zéro quand n tend vers infini. Ainsi, > (z,e;)e; repré-
sente une approximation de I’élément z, d’autant plus précise que n est
grand.

e A travers la preuve du théoréme 4.6, nous reconnaissons dans le pro-
cédé qui a permis de construire la suite orthonormée (e;);en a partir de
la suite (f;)ien , une extension d’un procédé bien connu dans le cadre des

13 Leopold KRONECKER (1823-1891) est un mathématicien allemand. Il s’est inté-
ressé principalement a la théorie des Equations Algébriques et a la Théorie des Nombres.
Il a demandé avec insistance que toutes les mathématiques puissent étre fondées sur les
nombres entiers. Il disait a ce propos : “Dieu a créé les nombes entiers, tout le reste est
I'ceuvre de 'Homme”.
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espaces euclidiens ou hermitiens de dimension finie, appelé procédé d’ortho-
gonalisation de Gram!'*- Schmidt!?.

Nous utiliserons ce procédé pour construire quelques exemples (clas-
siques) de bases hilbertiennes et analyser des exemples de problémes d’ap-
proximation qui s’y rattachent.

Somme directe hilbertienne.

Soient Fj et F, deux sous-espaces de Hilbert d’un espace de Hilbert E
sur K. Leur somme directe I} @ F» est I’ensemble des éléments de la forme :
T = T1+T9, ol x; appartient a Fj, 1 < i < 2. C’est un sous-espace vectoriel.
Pour deux élements © = x1 + x5 et y = y; + yo de F} @ F3, on vérifie que

(z,y) = (x1,91) + (22, Y2)

On vérifie que cela fait de I} @ F5 un sous-espace de Hilbert. Il est appelé
la somme directe hilbertienne des sous-espaces Fi et Fj.

On veut généraliser cette construction a une suite de sous-espaces de
Hilbert de E, deux & deux orthogonaux.

Proposition 1.4.11. Soient { F,,,n € N}, une suite de sous-espaces de
Hilbert de E et soit F' l’ensemble des suites (x,,), ot z, est dans F,, pour tout
n, telles que Y 7 |lzn|]* < oo. Pour deux éléments x = (x,) ety = (yn)

dans F', on pose
[o¢]

(x,y) =3 (i)

=1

Alors, (,) est un produit scalaire sur F', la norme associée étant

o0 1
2
Il = |3 hal?
i=1
Muni de ce produit scalaire, F est un espace de Hilbert.

Démonstration. On remarque d’abord que, si x = (x,) et y = (y,,) sont
deux éléments de F', la série Y (x;,y;) est absolument convergente, car

S| < S el ol < (X el?)* (3 ) < o0

On vérifie ensuite, rapidement, que £ est complet. ]

4 Jorgen Pedersen GRAM (1850-1916), mathématicien allemand, a étudié la théorie
de la fonction gamma et les systémes orthogonaux.

15 Ehrard SCHMIDT (1876-1959) est un mathématicien d’origine allemande, il a dé-
veloppé 1’Algebre linéaire et a participé a la fondation de la théorie des Equations Inté-
grales.
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Définition 1.4.12. Soit (F,) une suite de sous-espaces de Hilbert de E.
L’espace de Hilbert F', construit ci-dessus, est appelé la somme directe hil-
bertienne des sous-espaces F,, et on note

Fr=nehkho ---oF,®---

Remarque. Si pour tout entier n on prend F, = K, 'espace E somme
hilbertienne des (E,) est tout simplement ¢?(N).

EXERCICES

1. Soit L?(0,1) muni du produit scalaire (f, g) fo dx. Pour
tout entier relatif n, on pose ¢,(z) = e*™2.
(a)Montrer que la suite (¢,),ecz est une base hilbertienne de L?[0, 1].
Soit Fy l'ensemble de tous les éléements f = > ¢, ¢, de L?[0,1] tels
que conr1 = 0 pour tout n € Z. Soit F; I'ensemble des éléments
g=">cpd, de L?(0,1) tels que cq,, = (1+ |n|)cans1 pour tout n € Z.
(b) Montrer que Fy et I} sont deux sous-espaces fermés de L?(0,1).
(c) Montrer que Fy + F est dense dans L?(0,1) et que de plus si
h =" c,¢, appartient a Fy + F; alors

Z n?|coni|? < 00
nez

(d) Conclure que la somme de deux sous-espaces fermés d’'un espace
de Hilbert n’est pas nécessairement fermée.

2. Soit D le disque unité ouvert de C, soit O(D) I'ensemble des fonc-
tions holomorphes dans D et soit £ l’ensemble des fonctions f €
O(D) telles que

112 = / le(z)|2dxdy<oo, ol z =z +iy

Pour f et g dans E, on pose : = [[, f( g(2)dxdy.
(a) Montrer que, pour tout zy € D et f€eE, ona

|f(20)] <

| f]l, ou ro=dist(zy,dD)

1
g
(b) En déduire que F est un espace de Hilbert.

On pose, pour tout entier n > 0, e,(z) = /(n+ 1)/72".

(c) Vérifier que (e,) est une suite orthonormée dans E. Calculer le
produit scalaire (f,e,), pour f € E.

(d) Soit f € Eet0<r <1etsoit D(0,r) le disque centré a 'origine
et de rayon r. En considérant 'intégrale

// 2)|*dxdy
D(0,r)
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montrer que .
2 £ (0)?
I71I° = W%; CESCIE

et en déduire que (e,) est une base hilbertienne de E.

. Soit O(C) I'ensemble des fonctions holomorphes dans C, et soit £

I'ensemble des fonctions f € O(C) telles que

117 =+ [ [P exp(-|zPdzdy < o0

Pour f et g dans E, on pose

//f 2 exp(—|[2)dzdy

(a) Montrer que si (a,) sont les coefficients du développement en
série entiére d’'une fonction f € E alors, ||f]|* = >, o, an/*(nl) et
pour tout z € C, on a | f(2)] < || f]| exp(|z]*/2). -

(b) Soit (a,) une suite de nombres complexes tels que

o0

D an*(n!) < 00

n=0

Montrer que la série ) a,2" définit une fonction f de FE.

(c) Montrer que E est un espace de Hilbert et que la suite (¢,,) définie
par ¢, (2) = 2™/v/m!, m > 0, est une base hilbertienne de E.

(d) Montrer que, pour tout a complexe, 'application f — f(a) est
une forme linéaire continue sur E. Soit e, I'unique élément de E tel
que f(a) = (f,e,). Montrer que la famille (e,), ou a varie dans C, est
totale dans F. Déteminer e,.

. Soit (¢,) une suite orthonormée d’éléments de L*([a, b]; dx).

(a) Montrer que la suite (¢,,) est totale si, et seulement si, pour tout
x dans U'intervalle [a, b]

S ([ova) a0

(b) Montrer que (¢,,) est totale si et seulement si

neN

t)dt

da? = (b ) (%)

neN

Solution : (a) Si (¢,,) est une base hilbertiennes le théoréme 1.4.7, ap-
pliqué a x, la fonction caractéristique de [0, z] (a < x < b), implique
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que z —a = ||xz|I* = D oi2; [{Xas @) |* ce qui est la relation (x). Inver-
sement, supposons que (¢;) est une suite orthonormée satisfaisant a
la relation (x), pour tout = € [a,b]. Le théoréme projec :ei assure que
la série Y >°, (Xz, ¢i)¢; est convergente et a pour somme la fonction
Xz €t ce pour tout x dans [a,b]. Il en résulte que si une fonction f
dans C'[a,b] est orthogonale a la suite (¢;), alors elle est orthogonale
a Xz, c’est-a-dire que F'(x) = (f, x») = 0. Ceci étant pour tout = dans
la, b], on en déduit que F' est identiquement nulle sur I'intervalle et il
en sera de méme de sa dérivée f. La suite (¢,,) est donc totale dans le
sous-espace Cla, b], qui lui-méme est dense dans L?[a, b]. Il en résulte
que (¢,) est une base hilbertienne.

D’autre part, par intégration terme a terme, la relation (x) implique
la relation (*x), pour montrer (b) il suffit donc de prouver que cette
derniére implique la relation (). Or, le théoréme projec :ei, appliqué
a la fonction x,, montre que la série Y . [(x., ¢:)|* est convergente et
que sa somme est inférieure ou égale a ||x,||* = (z — a). La fonction
définie sur lintervalle [a,b] par A(z) = (v —a) — >, [{Xa, ¢i)|? est
continue et positive, et la relation (xx) se traduit par fabA(y) dy = 0.
Il en résulte que A(z) =0, Vo € [a, b], ce qui est la relation (). O






Chapitre 2

Exemples de bases hilbertiennes

Dans ce chapitre nous allons passer en revue quelques exemples des
plus classiques de bases hilbertiennes. Ce sont des fonctions spéciales qui
interviennent dans la résolution d’un grand nombre de problémes de la
physique théorique et mathématique. Elles jouent aussi un role important
dans la théorie de 'approximation et I’analyse numérique.

2.1 Approximation uniforme

Nous rappelons d’abord le remarquable théoréeme d’approximation de
Weierstrass qui établit la densité de I'espace des polyndémes dans ’espace
C'0, 1] pour la norme uniforme. En d’autres termes, la suite des fonctions

est totale dans C'[0, 1] muni de la norme uniforme. Soit P,, 'espace vectoriel
des polynomes de degré inférieur ou égal a n sur R.

Théoréme 2.1.1. Soit [a,b] un intervalle fermé borné et f une fonction
dans Cla,b]. Alors pour tout € > 0, il existe un entier n € N et un polynome
p € P, tels que

If = pllec <e

Ce théoréme a fasciné les mathématiciens qui lui ont donné plusieurs
démonstrations. La démonstration originale de Weierstrass ne donne pas un
procédé d’approximation pratique et ne fournit pas une majoration com-
mode de la quantité || f — p||~. On doit & F. Bernstein un procédé explicite
d’approximation uniforme d’une fonction f continue sur [0, 1] par des po-
lynomes appelés polynomes de Bernstein!.

IFélix Bernstein (1878-1956) fut éléve de Cantor, puis de Hilbert et Klein. Il devint
professeur de statistique mathématique en 1911 a 'Université de Gottingen. A partir de
1934, il immigra aux Etats Unis d’Amérique o il enseigna dans plusieurs Universités.
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Définition 2.1.2. On appelle polynéme de Bernstein d’ordre n d’une fonc-
tion f de C[0,1] et on note B, f, le polynome de degré inférieur ou égal a
n défini par

B, f(x) = Zzn;f(i/n) <7Z)x(1 )" n=1,2,...

Démonstration. Quitte a faire le changement ¢t = (z — a)/(b — a), on peut
supposer dans la suite que a = 0 et b = 1. Désignons par ¢,; le polynéme
défini par

Qni(x) = (n> xi(l — x)”_", ol 1< n
1

Les polynémes g¢,,; vérifient les relations

Z iqni(T) = nx (2)
i(i = 1)gua(z) = n(n — 1)2? 3)

Pour le voir on considére la formule de Newton?
n - n 1. n—1
T = x
oy =3 (1)t

En prenant y = 1 — 2, on obtient (1). Si l'on dérive la formule de Newton
par rapport & x et on multiplie par z, on obtient

n n . .
nx(z + y)n_l = Z 1 (Z,)ZICZ?JR_Z

=0
et la relation (2) s’en déduit en prenant y = 1 — z. En dérivant deux fois

la formule de Newton par rapport & z et en multipliant par 2%, on obtient
la relation

n(n = Da*(z +y)" = iz’(z’ ~1) (ZL) ziy

=0

2La contribution de Isaac Newton (1642-1727) en mathématiques et en physique
est trés importante. Il généralisa la formule du bindéme, inventa le calcul des fluxions
(“Calcul Différentiel”) et proposa le principe de la gravitation universelle. Voila ce qu’il
écrivait a la fin de sa vie : “J’ignore sous quel aspect je puis apparaitre au monde ; mais, &
moi-méme, je me fais 'effet de n’avoir été autre chose qu'un gargon jouant sur le rivage,
et m’accusant de temps & autre a trouver un cailloux plus poli ou un coquillage plus joli
qu’a 'ordinaire, tandis que le grand océan de la Vérité se déroulait devant moi sans que
je ne le connusse."
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qui implique (3) lorsque 'on prend y = 1 — x. Les formules (1), (2) et (3),
ainsi prouvées, impliquent la suivante

n

Z(z — n2)2qni(7) = na(l — z) (4)

La relation (1) permet d’écrire

n

f(x) = Buf(x)

[f (@) = f(i/n)] gni(w)

=0

et il vient donc, pour tout = € [0, 1],

[f(z) = Buf(x)] < Z |[f(@) = f(i/n)|gni(2) (5)

Ceci étant, la fonction f est uniformément continue sur [0, 1], donc pour
tout € > 0 il existe un réel 6 > 0 tel que |f(z) — f(i/n)| < €/2 et ce pour
tout z tel que |z — (i/n)| < 0. Considérons alors pour tout z € [0, 1] les
deux ensembles

N ={ieN:|z—(i/n) |< 8}
N'={ieN:|z— (i/n) |> 6}

S |£@) = Fi/m]au@) € 5D ainle) < 5D gnle) = 5

ieN’ i€N’

En désignant par M le maximum de f sur Uintervalle [0, 1] et sachant que
pour n dans N”, (nx —4)?> > n?6?%, on a aussi d’apres (4)

(@) = Fi/n)|gui(e) <2M Y guile

ieN// ZEN”

2M M
= 2522% Z—nx <Wx<1_x)§2n52

Il existe un entier N(e) tel que le dernier terme de I'inégalité ci-dessus
soit inférieure & €/2 dés que n > N(¢). Donc, pour tout € > 0, et pour n
plus grand que N(¢),

| f(@) = Buf(@) |< 545 =¢

pour tout x € [0, 1], ce qui établit la convergence uniforme sur [0, 1] de la
suite (B, [f) vers f. O
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Remarques

e Si I'on examine de prés la démonstration précédente, on s’apercoit
que l'estimation de la somme (5) dépend essentiellement de ’estimation
de (5) pour les fonctions particulieres fo(z) = 1, fi(z) = x et fo(x) = 22
Cela suggére que la convergence uniforme de la suite des polynomes de
Bernstein d'une fonction continue sur [a, b] dépend de la maniére dont se
comportent les polynémes de Bernstein pour les trois fonctions fy, f1 et
fa. Cette constatation, jointe au fait que l'opérateur qui a une fonction
continue f associe son polynéme de Bernstein B,, f est positif, est & I'origine

des généralisations du théoréeme par P. P. Korovkin.

e Les polynémes de Bernstein B, f ne constituent pas une bonne ap-
proximation uniforme de f pour n petit. Leur succés vient du fait que, pour
n petit, ils conservent les propriétés géométriques globales de f (monoto-
nie, convexité). La figure 2.1, qui représente les graphes de f(z) = x® et
des polynémes de Bernstein By f et Bsf, montre que la converge de (B, f)
est lente .

e Notons aussi que la méthode d’approximation la plus naturelle, a
savoir l'interpolation polynomiale, ne donne pas nécessairement de suite
de polynomes convergente vers f. Par exemple, Bernstein a montré que
si les points d’interpolation sont équidistants dans Uintervalle [—1, 1], avec
xg = —1 et x, = 1, alors pour f(x) = |z|, les polynémes d’interpolation de
Lagrange divergent en chaque point de [—1,1] excepté en . = 0, x = —1 et
x = 1! Cette situation est connue sous le nom de phénoméne de Runge?.

e Rappelons enfin, que si (p,) est une suite de polynémes qui converge
uniformément sur un intervalle non borné vers une fonction f, alors f est
un polynome. Ainsi, I'idée d’approcher uniformément une fonction continue
par des polynomes sur un intervalle non borné est dépourvue d’intérét. Le
cas des fonctions périodiques

On appelle polyndéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n en
la variable réelle z, toute combinaison linéaire (& coefficients complexes) de
la forme

P(z) = Z Cm€™ avec ¢, € C

En décomposant e en partie réelle et partie imaginaire, il revient au

méme de dire qu'un polynome trigonométrique de degré inférieur ou égal

3Carl David Tolmé Runge (1856-1927) était le premier & occuper la chaire de mathé-
matiques appliquées, crée a I’Université de Gottingen sous I'impulsion de Félix Klein.
Il a été influencé surtout par Weierstrass. Ses travaux ont porté sur la géométrie diffé-
rentielle, I'algébre, la théorie des fonctions et surtout les méthodes numériques. Il est
considéré parmi ceux qui ont construit un pont entre les mathématiques et les Sciences
Techniques.
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Fic. 2.1 -

& n est une fonction de la forme

P(z) = Z(am cos mx + by, sin mx)

m=0

Un polynéme trigonométrique est évidemment une fonction continue et
périodique de période 2. En outre, les coefficients c¢,,, sont bien déterminés
par les valeurs de P, en effet les relations d’orthogonalité

1 2 ) )
2_ ezmxe—zk‘z dl’ — 5km
™ Jo
donnent les formules
1 27 )
Crm = by P(x)e "™ dx, —n<m<n
™ Jo

Plus généralement, soit f une fonction a valeurs complexes, 27-périodique
et continue dans l'intervalle [0,27] (et par suite, en vertu de la périodi-
cité, continue dans R). On appelle coefficients de Fourier de f les nombres
complexes

2
cm(f) = %/0 f(x)e ™ dx, meZ
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On est naturellement amené, par analogie avec ce qui a été vu plus
haut, & associer a f les polynémes trigonométriques

n

Suf(x) =Y em(f)e™, neN

m=—-n

ot les ¢,,(f) sont les coefficients de Fourier de f. On dit que S, f est le
polynéme de Fourier de f; il est de degré n si 'un au moins des coefficients
¢n ou c_, est non nul. C’est aussi la somme partielle de la série

Z Cm(f)eimx
meZ

dite série de Fourier de f. On peut voir a l'exercice 1 que S, f s’écrit a
'aide du noyau de Dirichlet* D,,, sous la forme

1 [ . sin((2n + 1)%)
o f( VD, (z —t)dt, ou D,(t) = sin(%)

Snf =

On pourrait espérer que S, f converge uniformément sur [0,27] (ou
au moins simplement) vers f, mais on connait des exemples de fonctions
périodiques continues, dont la série de Fourier est divergente en certains
points. Cela provient du fait que

27
sup/ Do (1)) dt =
n 0

Ce probléme peut étre surmonté en considérant les sommes de Césaro,
(E. Césaro : 1859-1906). La somme de Césaro d’ordre n > 1 est par dé-
finition la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite (S, f),

Cest-a-dire
Sof +S1f+--+ S af
Un(f) = 0

Il est plus commode d’écrire o, (f) sous forme intégrale. La relation

sin(j -+ %)u - sin(g) = %[cosju —cos(j + 1)uj

permet d’écrire

4Peter-Gustave Lejeune Dirichlet (1805-1859) forme, avec ses amis Jacobi et Kum-
mer, la premiére génération des mathématiciens allemands aprés Gauss. Le sujet de
prédilection de Dirichlet, pendant toute sa carriére, a été la théorie des nombres. On lui
doit deux outils puissants : le célébre “principe des tiroirs” et les “séries de Dirichlet”.
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et on en déduit alors

1 21

) = 5= [ 0[S L

2t J, sin(*5+)

21 J, sin®(451)

1 [ ; sin?(n(x —t)/2) gt

Ainsi, 0,(f) apparait comme le produit de convolution de la fonction f
avec la fonction

appelée parfois noyau de Féjer, du nom du mathématicien L. Féjer (1880—
1959). En vertu de la périodicité, on peut écrire aussi

on(f / i) g,
27m

sin®(%)

Contrairement au noyau de Dirichlet, le noyau de Féjer F), est positif, il
posséde de plus les deux propriétés suivantes (voir exercice 2)

1 21 g

— | Fy(r)dx =1, etpourd >0, lim [ F,(z)dx=0
Théoréme 2.1.3. Toute fonction continue, 2mw-périodique, est limite uni-
forme sur [0,2x] d’une suite de polynémes trigonométriques.

Démonstration. Nous allons montrer que la suite (o, (f)) des sommes de
Césaro converge uniformément sur [0, 27| vers f. En effet, compte tenu des
propriétés du noyau de Féjer, on a

1 / @ —t) — F@)Fa0) de

Tl )(a) — Fl2) = 5

Puisque f est uniformément continue sur [—, 7], pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que pour |t| < 4§, on ait

sup | f(z —1) = fx) [<e

—n<x<m

le nombre § étant ainsi choisi, il existe un entier ny tel que

= ™
/ F,(t) dt—i—/ F,(t)dt < ;, pour n > ny
- 5 2)| Flloo

Il en résulte alors que, pour tout n > ng et tout = € [0, 27] ,

0

f(@) = 0u(f) (@) < e / Fo(t)di + € < 2

—6
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La preuve du théoréme est ainsi terminée. [

On s’intéresse maintenant a la question de séparabilité d'un espace de
Hilbert. Plus précisément, considérons un espace de Hilbert de la forme F =
L*(I, 1) ou I est un intervalle de R et 4 une mesure absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue® et dont la densité w est supposée continue
et strictement positive sur 7. On supposera que les intégrales [, 2*%(x)dx
sont finies pour tout entier n € N. Cette hypothese assure que les fonctions
polyndmes sont dans I'espace L?(1, ).

Théoréme 2.1.4. Si Uintervalle I est borné, alors lespace L*(I,u) est
séparable.

Démonstration. En effet, le théoréeme de Weierstrass dit que toute fonction
continue sur 'adhérence de I est limite uniforme de polynoémes; ensuite
la convergence uniforme entraine la convergence au sens L?(I, i) car pour
toute fonction continue sur I on a

11221y = /I!f(l’)l%(fv)dx < Hfllio/lw(%‘)dw

enfin, les fonctions continues sont partout denses dans L*(I, p). [

Dans ce cas, on peut appliquer le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt a la suite (f,,) définie par f,(z) = 2" et il est clair que les éléments
(pn) ainsi construits sont des polynémes de degré n qui constituent une base
orthogonale de L?(I, i). Dans le cas général (I non borné), on a le résultat

suivant

Théoréme 2.1.5. Supposons qu’il existe un réel v > 0 tel que

/eﬂxw(x)dx < 00
I
Alors, la suite (f,), définie par f,(x) = 2", n € N, est totale dans L*(I, ).

Démonstration. Soit f une fonction de L*(I, i1) telle que, pour tout n € N,
on ait

/1 f(2)z"w(z)dz = 0

Il s’agit de vérifier que f = 0. Posons

F(z) :/If(a:)e_i”w(yc)dx

°Henri LEBESGUE (1875-1941) a été 'auteur de nombreux travaux d’Analyse des
fonctions d’une variable réelle. Sa Théorie de I'Intégration reste aujourd’hui la référence
en ce domaine.
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La fonction F' est bien définie sur O, = {z € C | |Sm(z)| < r/2}. Le théo-
réeme de convergence dominée montre qu’elle est holomorphe sur I'ouvert
O, et pour tout n € N,

F(")(z):/If(x)(—ix)"e(_i”)w(x)dx

On en déduit que toutes les dérivées de F' sont nulles en 0, ce qui implique
que F' est identiquement nulle. Mais F' n’est autre que la transformée de
Fourier de la fonction f.w prolongée a R par 0 en dehors de I ; on en déduit
que f est identiquement nulle. O

Conséquence. Soit w une fonction vérifiant I’hypothése du théoréme 2.1.5.
Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, appliqué a la suite définie
par f,(z) = z", donne naissance a une suite de polynémes (p,), degp, = n,
qui constituent une base orthogonale de l'espace L?*(I,w(x)dz). En fait,
cette base est déterminée de fagon unique (& une constante multiplicative
prés) par le poids w, plus précisémment on a

Théoréme 2.1.6. Soit (q,) une suite de polynémes deux a deuz orthogo-
nauzr dans L*(1,w(z)dx) et tels que deg q, = n, pour tout n. Alors
(a) Tout polynéme de degré n peut étre représenté sous la forme d’une
combinaison linéaire des polynomes q,,, avec 0 < m < n, et on a

(b) /qn(a:)xmw(x)dx =0, pour m <n.

I
(¢) Si p, est une autre suite de polynomes, deux a deux orthogonauz
dans L*(I,w(x)dx), telle que degp, = n pour tout n, il existe une
constante ¢, telle que p, = c,qn.

Démonstration. La propriété (a) est en fait vraie méme si les polyndmes
¢» ne sont pas deux a deux orthogonaux. En effet, il est clair qu’il existe
des constantes ¢q et ¢; telles que

r = coqo(r) + crqi(x)

Supposons par récurrence que tout polyndéme de degré inférieur ou égal a
m peut étre représenté par une combinaison linéaire des polynomes (g;),
avec 0 < 7 < m. Le polynéme ¢,,.1, é¢tant de degré m + 1, s’écrit sous la
forme

Gm+1(x) = Conpr 2™+ Qm(x), avec ¢y #0 et deg@,, <m

I’hypothése de récurrence montre que @),, est combinaison linéaire des poly-
nomes ¢g;, 0 < 7 < m, et il en résulte que le monoéme

Cn1 8™ = [gr1 (2) — Qu(2)]
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est une combinaison linéaire des polynomes g;, avec 0 < j < m + 1. Ainsi
'assertion (a) est vraie pour les monémes z™ et on en déduit facilement
qu’elle est vraie pour tout polynome.

Montrons la relation (b). D’aprés (a), pour tout m < n on peut écrire
le monome 2™ sous la forme

a™ = coqo(x) + arqu(@) + -+ + g (2)

En multipliant les deux membres de cette égalité par ¢, et en intégrant, on
en déduit immédiatement la propriété (b) et ce grace a 'orthogonalité des
polynoémes (g;).

Démontrons l'assertion (c). Le polynome p,, est de degré n, donc d’apres
la propriété (a), il peut s’écrire sous la forme

pn(.I) = COCIO<37) + ClQl<x) T+t Cngn(x)

mais p, est orthogonal & tout polyndéme de degré inférieur ou égal a n — 1,
en particulier, pour tout j < n —1

0= [ p@et) s = [ Gl

Il en résulte que p,, = ¢, qpn. ]

Remarque 2.1.7. - La relation (c) traduit le fait que les polynémes (g,),
obtenus par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a la
suite des mondmes =™, n € N, sont définis (& une constante multiplicative
prés) de fagon unique par le poids w. On en déduit notamment la propriété
de parité suivante

Corollaire 2.1.8. Si l'intervalle I est symétrique par rapport a l’origine
et si la fonction w est paire, alors les polynomes q, ont la parité de n,
c’est-a-dire q,(—x) = (—1)"q,(x), pour tout n.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout n, la fonction ¢, définie
par ¢,(x) = ¢,(—x) est un polynéme de degré n et que, pour n # m

[ @in(e)ote) dz = [ g, @)an(z)o(e)ds =0
I I

la relation (c¢) du théoréme précédent montre alors qu’il existe une constante
¢y, telle que g, = ¢,q,. En examinant les termes de plus haut degré on trouve
que ¢, = (—1)™ O

Les paragraphes qui suivent sont consacrés a la présentation de quelques
exemples classiques de bases hilbertiennes.
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EXERCICES

1. On désigne par D, le noyau de Dirichlet : D,(z) = > — et
(a) Montrer que D, est 2r-périodique, paire dont I'intégrale sur [0, 27|
vaut 2.

(b) Montrer que D,, peut s’écrire sous la forme

sin(p + 3)x

D@ = =50

(c) Soit f une fonction continue et 27-périodique. Montrer que son

polynome de Fourier de degré p, S,f = > " penlf e §'écrit
1 27
—t)dt
S,f(0) = 5= | 10D, -1
1
5, f() = o f<a: — D) dt
(d) En appliquant Uinégalité sin(t/2) < ¢/2, (0 < ¢t < 7), montrer
que
D,(1)| dt > = /wdt
-7 0

Zz/< D[sin(t)]
T Jo t

et en déduire que cette derniére quantité croit indéfiniment lorsque
Ientier n tend vers I'infini.

2. Montrer que le noyau de Féjer F;, est égal a la moyenne arithmétique
des n premiers noyaux de Dirichlet

Do(x) + Dy () +--- + Dy (2)

Fo(r) =

En déduire que : fOQﬂFn(x) dx = 2.
Soit § > 0, montrer que

T 1
/ Fo(z)de < ————
4

nsin®(2)

et en déduire que

™

lim [ F,(x)dz =0

n—=oR EY
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3. En utilisant le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, calcu-

ler les quatre premiers éléments de la base orthogonale dans chacun
des cas suivants

(a) L’ensemble {z",n > 0} dans l'espace L*((—1,1), \/|z|dz)

(b) L’ensemble {e™"* n > 1} dans lespace L*((0,0), dz)

(¢) L’ensemble {2, n > 0} dans Pespace L?(R, e~ #!dz).

. Soit w une fonction continue sur U'intervalle [a,b] et strictement po-

sitive. Soit (p,) une suite de polynémes orthogonaux sur 'intervalle
la, b] relativement & la mesure de densité w par rapport a la mesure
de Lebesgue

/pn(:c)pm(:c)w(x) dr =0, Vm#n

(a)Montrer que les racines de p,, sont simples.
(b)Montrer que si z ¢ [a,b], on a

[P uoys = pute) [Py a Q

S —XT S —X

(c)En déduire que toutes les racines de p,, sont dans [a, b].

Solution. (a) Soient xq,xs, ..., ,, les racines de p qui sont de multi-
plicité impaire et posons P(x) =[]\~ (z — ;). Alors,

/pn(I)P(x)w(x) dr >0

Mais si m < n, P et p, seraient orthogonaux et le premier membre
de l'inégalité ci-dessus serait alors nul. cela est impossible et donc
m = n, ¢’est-a-dire que les racines de p,, sont toutes simples.

(b) Soit = en dehors de 'intervalle [a, b]. Le premier membre de (x)
peut sécrire sous la forme

/pn(s)ww(s) ds +pn(9€)/p"—(s)w(s) ds

§—x WS— T

L’expression [p,(s) — pn(z)/(s — )] est un polynéme en s de degré
(n — 1), ce polynéme est donc orthogonal & p,,. On a donc obtenu la
formule annoncée.

(c) Si z est un réel en dehors de [a, b], le premier membre de (%) garde
un signe constant et par suite p,(x) # 0. Si = o + i, avec T # 0,
la partie imaginaire du premier membre de (*) s’écrit

] /ab< Al)ls)

s—0)2+712

et est donc non nulle. Il s’ensuit, dans ce cas aussi, que p,(z) # 0. O
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5. Considérons dans l'espace de Hilbert L*((a,b);w(x)dr), une base
orthogonale formée de polynémes (p,). Montrer que le poids w est
déterminé de fagon unique par la suite (p,,).

2.2  Séries de Fourier

Notons E espace vectoriel L?[0,27] des (classes de) fonctions de carré
sommables sur [0, 27] pour la mesure de Lebesgue. Une classe de fonctions
qui appartient & E est représentée par une fonction f : [0,27] — C mesu-
rable et de carré intégrable sur [0, 27]. Il sera commode de prolonger f en
une fonction f, 2r-périodique et mesurable ; il suffit de modifier éventuelle-
ment f en un point pour que f(0) = f(27), et de poser f(x+2km) = f(2)
pour x € [0,27] et k € Z. Inversement, une fonction g : R — C, 27-
périodique mesurable et de carré intégrable sur [0, 27| définit, par restric-
tion, un élément de F. Sur F le produit scalaire et la norme sont donnés
par

(o) =52 [ s

1 2m
1B = 3= | /0P pow fgeP

Pour tout n € Z, on désigne par e,, la fonction définie sur R a valeurs dans
C par e, (z) = e™*. Les fonctions (e,) constituent une famille orthonormale
et nous allons montrer que c’est une base hilbertienne de L?[0, 27].

En effet, on sait que les fonctions 27-périodiques et continues sur [0, 27]
constituent un sous-espace vectoriel dense de L*[0, 27|, cela veut dire que
pour tout élément f de L2[0,27] et tout e > 0, il existe une fonction g, 27-
périodique et continue sur [0, 27] telle que ||f — g|l2 < e. Le théoréeme 1.3
montre qu’il existe un polynéme trigonométrique P tel que ||g — Pllo < €.
A fortiori, on a ||g — P|ls < € (c’est ce qu'on exprime en disant que la
convergence uniforme implique la convergence en moyenne quadratique).
On en déduit, en utilisant 'inégalité triangulaire, que

If = Pll2 < 2¢

Les polynémes trigonométriques sont donc denses dans l'espace L?[0, 27],
ce qui traduit le fait que la suite (e,), n € Z, est totale dans L?[0, 27| et
en est donc une base hilbertienne. En vertu du théoréme 1.4.7, chapitre I,
on peut énoncer

Théoréme 2.2.1. La suite (e,), n € Z, est une base hilbertienne de l’espace
L?(0,27]. La série de Fourier d’une fonction f de L*[0,2n] est convergente
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dans L*[0,27] et sa somme est égale a f, c’est-a-dire

lim Hf ck(f)ekH:0 ot cn(f) = (f, en)

n—-4oo
|k|<n

De plus, pour deux fonctions f et g dans L*0,27], on a les formules de
Parseval

1713 = el )P et - f dBdt =3 eulf)

nez nez

Lorsque 1'on s’occupe de fonctions réelles et que I'on utilise les coefficients
de Fourier a,(f) et b,(f), oul'on a posé

1

ao(f) = oy

f()

et pour n >0

an(f) = %/OQWf(t) cosntdt et b,(f) = %/O%f(t) sin nt dt

les relations précédentes s’écrivent :

1

171 = lao(F) + 5 3 [lan(HP + on( F)]
(F.9) = aol $)aala) + 5 3 [an(an(a) + bul £l

Une conséquence de ce théoréme est donnée par le corollaire suivant

Corollaire 2.2.2. Soit f un élément de L*[0,2x]. Dans l’ensemble des
polynd-mes trigonométriques P de degré inférieur ou égal a n, le polyndéme
de Fourier S, f =3 <, cr([f)ex réalise le minimum de || f — Pl|a, et il est
le seul a avoir cette propriété.

Démonstration. L’ensemble P, des polynomes trigonométriques de degré
inférieur ou égal & n est un sous-espace vectoriel de L?[0,27] engendré
par la famille {e, |k| < n}. Le polynéme de Fourier S, f est la projection
orthogonale de f sur P,, d’ou le résultat. ]

Remarque 2.2.3. - En ce qui concerne la convergence des séries de Fou-
rier, comme séries de fonctions, on peut citer le résultat de Carlson (1965)
qui dit que la série de Fourier d’'une fonction f € L?[0, 2] converge et a
pour somme f(z) pour presque tout z € [0,27]. Ce résultat est valable
pour une fonction f dans LP[0,2x], pour 1 < p < oo (R. A. Hunt, 1967).
On sait par ailleurs qu’il existe des fonctions f intégrables sur [0, 27] dont
la série de Fourier diverge en tout point (Kolmogorov, 1925).
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Exemple 2.2.4. - Considérons la fonction f définie par

—1, pour —7 <z <0;
flz) = 0, pourz=0;
1, pour 0 <z <.

et par f(x + 2m) = f(x). Cest une fonction périodique de période 27
et impaire, donc a,(f) = 0 pour n > 0 et un calcul simple donne

4/(mn), pour n impair;

2
ba(f) = ;/ sin(nz) de = {O '
0 : pour n pair.

Le polynéme de Fourier de degré 2n — 1 de f est donné par

4 < sin(2m — 1)z
S f () = £ 3
m=1

Il représente la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par
des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal a 2n — 1. La
formule de Parseval donne dans ce cas

72 > 1
] ; (2n — 1)?

Sur la figure 2.2 on a représenté les graphes de f et des polynémes S, f,
pour n =1,2 et 3.

Exemple 2.2.5. - Soit f la fonction 27-périodique, paire et égale & m — x
dans lintervalle [0, 7]. On vérifie que f est continue sur R et la parité fait
que b, (f) = 0, pour tout m > 1. Justement, en tenant compte de la parité
et aprés une intégration par parties, on trouve que ag(f) = 7/2 et pour
m>1

2 s
am(f) = ;/(71’ — x) cosmx dx
0
2 0, si m est pair;
= (1 — cosmm) = . ‘ '
mm?2 4/(mm?), sim est impair.

On a donc

COS 2m—1
flo) =5 _Z (2m —1)?

ou la convergence est, cette fois-ci, non seulement en moyenne quadratique,
mais aussi uniforme sur R. La formule de Parseval donne

m_§ 1
96 4~ (2m —1)*
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Fig. 2.2 -

Sur la figure 2.3 on a représenté les graphes de f et de son polynéme de
Fourier d’ordre 5 (ce qui correspond & m = 3).

EXERCICES
1. En utilisant I'’exemple 2.5, démontrer que, si 0 < z <,

o0

8 n(2m — 1)z
o ~ ) %mzz (2m—1)3

Que donne cette relation au cas ou x = 7/27
Appliquer la formule de Parseval au développement précédent et en

déduire que
70 - 1
960 mzzl (2m — 1)6

2. Soit f la fonction 27-périodique égale a (7 — x)/2 pour 0 < z < 27
et telle que f(0) = f(2m) = 0.
Calculer les coefficients de Fourier de f et les coefficients de Fourier
de la primitive de f qui s’annule en 0.
En utilisant la formule de Parseval, montrer les formules suivantes

1 T > 1 4
2T XwmT o

n=1 n=1

e e
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FiG. 2.3 -

Solution : Puisque f est impaire, sa série de Fourier ne contient que
des termes en sin(nz). Une intégration par parties donne

ba(f) = %/OW%(W — x)sin(nz) dx = %, n>1

La formule de Parseval dit que

1 1, 2
- = = dr = —
2Z«w? " 2m ) [fl)de = 75

D’autre part, on vérifie facilement que la primitive de f qui s’annule
en 0 et sa série de Fourier sont données par

w2 (7 —x)? Z 1 — cosnx

4 4 n?

n>1
On en déduit que la série de Fourier de z +— (7 — x)?/4 est

T coSNT
12 + Z n2

n>1

La deuxiéme relation résulte de la formule de Parseval. [
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3. Soit 0 < h < 7/2 et soit f la fonction 27-périodique , continue et
paire définie par f(0) =1, f(z) = 0 pour 2h < x < 7 et f est linéaire
sur [0, 2h]. Déterminer la série de Fourier de f et écrire la formule de
Parseval.

4. Montrer que chacune des suites (cosnz) et (sinnz), n € N, forme
un systéme orthogonal et complet dans I’espace de Hilbert L2 (0, 7).

5. Soient f et g deux éléments de L?[0,27], montrer que h = fg est
dans L'[0, 27] et que ses coefficients de Fourier sont donnés par par

cn(h) = Z c(f)en-k(9), quadn € Z

kEZ

ou la série est absolument convergente.
Interpréter cette relation lorsque n = 0.
6. Soit f € L?[0,27]. Pour chaque entier relatif n, on pose

’Vnzzcle)nik

k#n

Montrer que la suite (7,) appartient a ¢*(Z) et que

Dol <7 e

nez keZ

Les nombres +, sont 'analogue discret de [[f(¢)/(z —t)] dt.
Solution : Soit g(z) = i(m — x). Compte tenu de 'exercice 2, on peut
écrire ,
e’m:ﬂ
g(x) ~ , pour 0<ux<2rm
n#0
Les nombres 7, sont les coefficients de Fourier de la fonction fg;

celle-ci étant dans L%(0,27), la suite (v,) est dans (*(Z) et on a

S b =5 [ | (@)g(@)? de

2T
nez

2

<3 [ P ==Yk

2T
keZ




2.3 Polynomes de Chebyshev

63

2.3 Polynomes de Chebyshev

L’application 6 — cos @ est une bijection continue de (0,7) sur (—1,1)
et donc a chaque fonction F' continue sur (0, 7) on associe de fagon univoque
la fonction f continue sur (—1,1) par la relation

F(0) = f(x) avec x=cosf

De plus

[irora= [ 1wr 2

On en déduit, (voir le théoréme de prolongement en annexe), que I'applica-
tion qui a une fonction F' de C(0,7) fait corres-pondre la fonction f de
C(—1,1), se prolonge en une bijection isométrique de I'espace de Hilbert
L*((0,7),df) sur 'espace de Hilbert L*((—1,1),w(z)dz) des (classes de)
fonctions de carré sommables sur (—1, 1) pour la mesure de densité w(x) =
1/+/1 — 2?2 par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire vérifiant

! dz
112 = [ 1F@P 2= <o

Le produit scalaire associé sera noté (,),, :

(f,9)w = /1%0@, pour f,g€ L*((—1,1),w(x)dr)

On est en situation d’appliquer les résultats du paragraphe 1. La famille
{1,z,...,2", ...} est totale dans 'espace L?((—1,1),w(z)dz) et le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt permet d’en fabriquer une base hil-
bertienne. Cependant, I'isomorphisme mis en évidence plus haut permet de
retrouver rapidement cette base hilbertienne, en effet les fonctions définies
par ¢, (0) = cosnf forment une base orthogonale de L?((0,7),df) et on a

/Oﬂqﬁn(@)qu—@d@ _ {(7?/2)(5,”,“ sin,m#0;

TO0m, sinon.

I en résulte que les fonctions T),(x) = cos(narccosz) forment une base
orthogonale de L?((—1,1),w(z)dx) et on a

(T, Thn)w = génm si n,m#0

<Tm T0>w - 7T50n n Z 0
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On sait que cosn# s’exprime par un polyndéme en cosf. Il en résulte que
T, (x) est en fait un polynéme de degré n en z, appelé polynome de Che-
byshev®. On a par exemple

To(x) =1, Ti(z) = x, To(x) = cos(26) =22? — 1,
Ts(z) = cos(30) = 42° — 3z, Ty(z) = — 8% +1, etc...

La figure 2.4 représente les graphes des polynémes 7;,, pour 0 < n < 5.
Le développement d'une fonction f de L?((—1,1),w(x)dz) suivant cette

base s’écrit
o0

%(fa TO)wTO + % Z(fa Tn>an

n=1

ot la série converge vers f dans L*((—1,1),w(x)dx). En vertu du théoréme
1.4.7 (chapitre I), on peut énoncer :

Théoréme 2.3.1. La suite des polynoémes de Chebyshev (T),) est une base
orthogonale de l'espace L*((—1,1),w(x)dz) et pour tout f dans cet espace,
on a

=0

n—-+o00

1 2 —
lim Hf—;(f,T(]}wTOJr%;(f,Tk)wTk )
et
If12 = !fTo Z}fT

On peut en déduire la propriété de minimisation suivante.

Corollaire 2.3.2. Soit f € L*((—1,1),w(x)dx). Dans l’espace vectoriel
des polynomes P d’une variable réelle et de degré inférieur ou égal a n > 0,
le polynéme

1 2 —
T.f = ;(f, To)To + - ;U, Tr)wTh

réalise le minimum de ||f — P, et il est le seul a avoir cette propriété.

Démonstration. Les polynémes T, étant deux a deux orthogonaux, avec
degT,, = n pour tout n, on en déduit que {7y, T1,...T,} est une base de
I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n. Le polynéme
T, f n’est autre que la projection orthogonale de f sur cet espace vectoriel.

]

Le mathématicien russe Pafnoutiy Lvovitch CHEBYSHEV (1821-1894) a contribué
a la Théorie Constructive des Fonctions et ’étude des Probabilités. Ses travaux sur la
Théorie de I’Approximation restent des classiques de ce sujet.
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FiGg. 2.4 -

Exemple 2.3.3. - Soit f la fonction définie pour x dans (—1, 1) par f(z) =
v 1 — 22, Considérons I'approximation de f par des sommes partielles de
son développement suivant les polyndémes de Chebyshev. Aprés changement
de variables, on trouve (f,7Ty) = 2 et pour n > 1

(f; To)o = /Wsinecosnede = {2/(1 —n?), sin est pair;
0

0, sinon.

Le développement de f en série suivant les polyndémes de Chebyshev est
donc

2 4 1
Z_ = — Ty,
T T nZ:; A2 — 177 (z)
Une application de la formule de Parseval donne dans ce cas
2 - 1
149 - -
g T nzl an? —1)2

Les premiéres approximations de f dans L*((—1,1),w(z)dx) sont :

Tofw) =2, Tof(e) = (5 4a?),
T 3T
Tyf(z) = i(23 — 42% — 162%), etc...

157
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FiGc. 2.5 -

Nous avons représenté sur la figure 2.5 les graphes de f, de T5f et de Ty f.

Exemple 2.3.4. - Considérons maintenant la fonction f définie par

-1, pour -1 <z <0;
flz) = 0, pourxz=0;
1, pour 0 <z < 1.

Il est facile de voir que pour tout entier n > 0,

2
2n+1

(f,To,) =0 et (f , Topy1)=(—1)"

Le développement en série de f suivant les polynomes de Chebyshev est
donc

4 S (<1

— —— Ty (x

T ; on 1 (@)
La figure 2.6 représente le graphe de f et les graphes de T5f et 11, f indi-
qués respectivement par 5 et 11. On remarque que dans ’exemple 3.3, le
développement en série ne contient que les polynomes de Chebyshev d’in-
dice pair, alors que celui de I'exemple 3.4 ne contient que ceux d’indice

impair. Cela tient au fait que les fonctions considérées sont respectivement
paire et impaire et au fait que 7, a la parité de n.
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11 -~ 2
1 J/ ‘/‘ \,‘~\ _—
,’I / .~ v <
I/ /
//
II
!
1,
T T
/Il
1
1
I’
/ I/
NI 277N l/ / 1
)( T -~ \x_’l
FiG. 2.6 —

A présent, nous allons dégager les principales propriétés des polynomes
de Chebyshev, dont certaines ont un caractére général (voir le paragraphe

1 de ce chapitre).
Proriétés des Polynémes de Chebyshev
(1) Parité. Pour tout n € N, on a :

T,1)=1 et Tp(—a)=(-1)"Tp(z)

(2) Relation de récurrence. De I'identité trigonométrique
cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos @ cosnb

on déduit que les polynémes de Chebyshev vérifient la relation de récurrence

suivante
Toi1(x) +Th1(x) = 22T, ()

Cette relation montre que le coefficient de 2™ dans I'expression de T,,(x) est
2"~1 Elle permet aussi de calculer T}, par récurrence a partir de Ty(z) = 1
et T1(z) = x.

(3) Fonction génératrice. On cherche une fonction de deux variables

(x, z) telle que

G(z,2) = Z T (z)z"
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En posant x = cos6, on a

1N/ . .
G(Q;7z) = ig(emﬁ + e—zm0>zm’ ’Z| <1
1 1 N 1
2|1 —efy 1 —e iy
1 —2xzz
G =
(z,2) 1—2x2 + 22

(4) Equation différentielle. Pour tout n € N, le polynéme de Chebyshev
T,, vérifie I’équation différentielle du second ordre suivante

(1—a*)T) — 2T, +n°T, =0

Pour le voir, il suffit de poser x = cos @ et d’utiliser le fait que la fonction
cosinus vérifie cos”(nf) + n?cosnf = 0.

(5) Racines et extremums de T,. Les racines de T,, se calculent facile-
ment. En effet, puisque cos(nz) = 0 si x = (2k — 1)7/(2n),

2k —1
T = COS m, avec 1 <k<n
2n

sont les n racines de T),. Elles sont toutes réelles, simples, distinctes et
appartiennent a 'intervalle [—1, 1]. D’autre part, la relation

n
T! () = ——= sin(narc cos =

1(z) = = sin(narccos 2
montre que 7/ (z) = 0 si x = ) = cos(kn/n),ou 1 <k <n—1. On en
déduit rapidement que 7, atteint ses extremums sur l'intervalle [—1, 1], aux
points z}, et qu’en ces points

T, (x}) =coskr = (—=1)*, 1<k<n-1
de plus
Tu(xg) = Tu(1) =1 et To(z)) = Tu(=1) = (=1)"

On peut remarquer que les racines de T, sont symétriques par rapport a 0
et que pour n grand, elles sont plus denses aux extrémités qu’au centre de
'intervalle [—1, 1]. Ces racines sont souvent utilisées comme points d’inter-
polation pour des fonctions continues sur [—1,1]. [

(6) Propriété de minimisation. Les polynomes de Chebyshev jouent un
role important en théorie de 'approximation. Cela tient a ce que, comme
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I’a montré Chebyshev, ce sont 14 les polynomes s’écartant le moins de zéro
sur le segment [—1, 1]. Autrement dit, si 'on désigne par P,, 'ensemble des
polynémes de degré n unitaires (c’est-a-dire dont le terme de plus haut
degré est z"), on a

1
Vg€ P, supq(o)] 2 sup o [Th(2)] =

|z|<1 lz|<1

2n71

EXERCICES

1. En se reportant aux expressions des polynomes Ty, 15 et Ty, montrer
par substitution que le monome f(z) = x* s’écrit

at = (3/8)Ty(z) + (1/2)Ty(x) + (1/8)Ty(x)

En déduire sans calcul les quantités (f, 7,), pour 0 < n < 4. Trouver
la combinaison linéaire P = cyTy + 111 + 15 + c3T5 qui réalise
la meilleure approximation en moyenne quadratique du monéme z*
dans P'espace L2((—1,1), (1 — 2)~'/2dx).

2. Soit f la fonction définie parf(x) = |z|. Montrer que (f,Ty) = 2 et
que pour n > 1,

g {5

0, sin=2k-+1.
En déduire le développement en série de |z| suivant les polynomes de
Chebyshev et montrer que la convergence vers f a lieu non seulement
dans I'espace de Hilbert L?((—1, 1), w(x)dz), mais aussi uniformément
sur (—1,1).

3. Soit f(x) = a™. Calculer le produit scalaire (f,Ty). Montrer que

= 2n1_1 {Tn(x) X (T) T, o+ (Z)T”“‘ 1. }

le dernier terme dépendant de la parité de n.
Solution. On part de la relation (cos §)" = (e?+e~%)" et on développe
le second membre grace a la formule du binéme.

4. Démontrer la relation suivante (dite relation de Dirichlet)

% + T () + -+ %Tn(x) = —T’/l(x);; +2)

Solution. Posons x = cosd et désignons le premier membre par S(z),
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il vient
1 + cosnb 1 — eln=1o
~ 1+cosnf N (cos® — 1 — cosnb + cos(n — 1)0)
B 2 2(1 — cos @)
~cos(n—1)0 —cosfcosnt (1 + cosd)sinnd
2(1 — cos ) B 2sin 6
D’autre part, en tenant compte de la relation z = cos#, on voit

que T'(z) = nsinnf/sinf. La relation cherchée s’en déduit alors
immédiatement. [J

. Soit T}, le polynéme donné par T, = (1/2""NT,, n > 1.

(a) Montrer que T, est un polynome unitaire de degré n.

(b) Montrer que le maximum de | T, (x) | sur [—1, 1] est égal & 1/27~*
et que ce maximum est atteint (n + 1) fois aux points x}, = cos k7 /n,
k=0,1...,n.

(c) Montrer que pour tout polynéme p unitaire et de degré n

sup |p(x)| > sup

—1
<1 joj<1 2"

. Les polynémes de Chebyshev de second espéce sont définis par

_ sin(n +1)0

Un(z) = , x=cosf, n=0,1...

sin 6

Démontrer que U,(x) est un polynéme de degré n et que 'on a

/1Um(I)Un(x)\/ 1 —a2de = gémn

1
Ups1(x) + Uyq(x) = 22U, (2),n > 1.

Solution. Compte tenu du changement de variables x = cos#, on
peut voir que T/ (x) = nsinnf#/sinf. En développant le numérateur
de l'expression définissant U,,, on voit que

sin nd 1,
Un(x) = p— cos ) + cosnf = El‘Tn(x) + T, (z)

Il est alors évident que U, est un polynéme de degré n. Les autres
propriétés se démontrent facilement. [
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2.4 Polyndtmes de Legendre

Prenons [ = (—1,1) et w = 1. La famille { 2"; 0 < n} est totale dans
I'espace de Hilbert L?*(I;dx) et le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt donne

po(z) =1,

pl(ﬂ:) =, car <1,,CL’> =0

pQ(x) = .Z'2 - 1/3, car <17l’2> = 1/37 ||1||2 =92 et <l‘7ZL’2> -0
p3(r) =2° — (3/5)x, car (x,2°) =2/5 et |x|*=2/3

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne I'expression de p,
pour tout entier n > 0.

Théoréme 2.4.1. Pour tout entier n, p, est un polynome unitaire de degré

n et on a
n! d"

pn(z) = @2n)l do ((«®—1)")

Démonstration. 11 est clair que la formule de Rodrigues est vraie pour py
et p;. D’autre part, comme (22 — 1)" est un polynome de degré 2n, sa
dérivée d’ordre n est un polynéme de degré n, qui a la méme parité que
n et on vérifie facilement que le coefficient n!/(2n)! a été choisi de fagon
que son terme de plus haut degré soit . Compte tenu de l'unicité, il
reste & démontrer que les polynomes définis par le second membre sont
orthogonaux deux a deux, ce que 'on vérifie par intégrations par parties
successives. En effet, pour deux entiers n > m,

_(nh(m!) Lar 22 _ nd_m 22 — 1Y) de
(i) = / (@ — ") L (@2 — 1)) d

2n)!(2m)! J_ dx» dx™
n!)(m! ! notm

=0, car n+m>2m
La formule de Rodrigues est ainsi prouvée. [
Notons que pour tout n, p,(1) = 2"(n!)?/(2n!).

Les polynomes de Legendre”, que nous désignerons dans la suite par une

"Adrien Marie Legendre (1752-1833), mathématicien frangais né et mort a Paris. Le
premier ouvrage qui rendit célébre Adrien Marie Legendre a pour titre “Eléments de
géomeétrie” (1794). Il représente un des premiers essais de formalisation rigoureuse de
la géomeétrie, et il devait exercer une trés grande influence sur les mathématiciens de
son temps (vingt éditions de son vivant). Mais Legendre n’est pas uniquement connu
comme géomeétre et les domaines de ses recherches furent des plus variés : équations
différentielles, calcul numérique, théorie des fonctions, théorie des nombres. Il a introduit
les polynémes qui portent son nom en 1785, pour résoudre 1’équation de Laplace en
coordonnées sphériques.
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lettre majuscule P,, sont proportionnels aux polynomes p, et normalisés
de fagon que P,(1) soit égal a 1. Ils sont donc donnés, grace a la formule
de Rodrigues, par

P,(x) = ! ﬂ((xz - 1)”) = (2n)! (), n=0,1,...

2n(n!) dz" on (2
Ainsi, le coefficient de ™ dans 'expression de P, est égal a % On a
par exemple
Py(z) =1, Pi(z) =z, Py(z)=(1/2)(32% 1),

(52® — 3z),  Py(z) = (1/8)(352* — 302* + 3)

La figure 2.7 représente les graphes de Py, P, Py, Ps et Fs.

Théoréme 2.4.2. Pour tout entiern >0, on a | B,|> =2/(2n + 1).

Démonstration. En effet, un calcul simple d’intégrales donne

1 1 1 ' 2
/ Pn(ZL’)IEn de = — / (]_ — x2>n dr = 2”"'1L
-1 2n 1 (2n + 1)'

Comme on sait que P, est de la forme :

2n)!
Fale) = 251(73)2

" 4+ R,(x)

ol R, est un polyndéme de degré strictement plus petit que n, on en déduit
que (P,, R,,) = 0 et par suite

1 o)1 2n+1 ! 2 2
/ Pn<:L‘>2 dr = ( TL) (n ) —
. 2n(n))2 2n+ 1)1 2n+1

Le théoréme 1.4.7 (chapitre I) s’énonce comme suit

Théoréme 2.4.3. La suite des polynomes de Legendre (P,) est une base
orthogonale de I'espace L*((—1,1),dz). Toute fonction f de L*((—1,1), dx)
se développe de facon unique sous la forme

_2n+1
2

f:ZCn(f>Pn avec Cn(f) <faPn>

ou la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

N
lim Hf - ch(f)Pn =0
n=0

N—o0
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FiGg. 2.7 -

On a de plus l’égalité de Parseval

/’f ) da _22|;;+1

On notera que le polynéme de Legendre de f, de degré n, donné par

n

Lof(2) = Y el /) Pula)

k=0

réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des
polynomes de degré inférieur ou égal a n.

On notera aussi que si f est paire (resp. impaire), son développement ne
fera intervenir que les polynomes de Legendre d’indice pair (resp. impair).

Exemple 2.4.4. - Considérons la fonction f(z) = |z|. C’est une fonction
paire. Son développement ne fera intervenir que les polynémes de Legendre
d’indice pair et est donc de la forme ZZ‘;O Con Ps,. En utilisant la parité et
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la formule de Rodrigues, on a

Cop, = WQ‘, Py,) = (4n+1) /_1\x|P2n(x) dx

(4n+1) Lo 2 2n
- 227(2n)! Oxde”((J; —1)™)dz

_(n+1) /01 d {xﬁ(gg? - 1)2”)} dar—

222\ ), da | da?n

(4n +1) L 2 2n
- 220(2n)! J, da?n1 (2" = 1)7de

La premieére intégrale du dernier membre est nulle alors que la deuxiéme

donne
(4n +1) d*n2

2 2n
L= -1
@ 22n(2n)! dxn—2 (z )

=0

En développant (2% — 1)?" suivant la formule du bindme, on montre que le
seul terme qui contribue dans le calcul de ¢y, est celui pour lequel £ = n+1,
d’ou
(4n + 1)(=1)"* (2n)!(2n — 2)!

22n(2n)! (n+ 1l(n—1)!
(4n+ 1)(=1)"*  (2n —2)!

= >1
22 (n—Din+ 1)l "=

Con =

) 6025

Par exemple la meilleure approximation en moyenne quadratique de |x| par
des polynomes de degré inférieur ou égal a 6 est donnée par le polyndéme

La figure 2.8 représente le graphe de f et Lgf.

Exemple 2.4.5. - Considérons la fonction f définie par

—1, pour —1 <z <0;
flz) = 0, pourx=0;
1, pour 0 <z <1.

C’est une fonction impaire et son développement ne fera intervenir que
les polyndémes de Legendre d’indice impair. Calculons son polynoéme de
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FiGg. 2.8 -

Legendre de degré 5 :

=§/1f(x)Pl(x)dx=3/01xdx:§
/f )Py ;/(5;1: 30)de —g

11 11 11
/f )Ps(x T (6333 — 702 + 15x) do = =1

On en déduit que Ly est donné par

3

Lsf(@) = SR (@) — £By(a) + 1 Fo(o)

Sur la figure 2.9 on a représenté les graphes de f, de Lsf et de L f.

Nous dégageons maintenant les principales propriétés des polyndémes de
Legendre.

Proriétés des polynémes de Legendre
(1) Parité. Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a

P,(—x) = (=1)"P,(x), en particulier P,(-1)=(-1)"

C’est une conséquence du corollaire 1.8. [
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Ainsi pour n pair, P,(z) ne contient que des puissances paires de x et
pour n impair, P,(z) ne contient que des puissances impaires de z.

(2) Représentation intégrale et majoration de P,. Pour tout entier n,

on a
1 2m
P,(z) = 5 / (x +ivV1—a%sinf)" db,
T Jo
en particulier |P,(z)| < 1 pour tout = dans U'intervalle | — 1, 1].

Ce résultat, souvent employé dans les applications, est une conséquence
de la formule de Rodrigues que 'on écrit, grace a la formule de Cauchy;,

sous la forme - 2 {yn
Pn(x) = _—/—(Z — ) dz
2n 2mi J. (2 — x)" !

ot vy désigne le cercle de centre x et de rayon v/1 — x2. La représentation in-
tégrale s’obtient alors en faisant, dans I'intégrale précédente, le changement

de variable z = z + iv/1 — 22¢%. De plus, puisque
|z +ivV1—2?sinf’ = [2* + (1 — gch)SinZH}2 <1
on en déduit la majoration |P,(x) < 1, pour tout —1 <z <1. 0O
(3) Relation de récurrence.

n+1 n
Qn——i—l n+1(x) +
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Pour démontrer cette relation on remarque que =P, (z) est un polynome de
degré n + 1 et admet donc un développement sous la forme

zP,(x) = Z an; P; () avec an;|| Pi||* = (x P, P;)

j<n+1

Comme ay,;||Pj||* = a;n||Pu]?, il en résulte que a,; = 0 pour j < n —1 (et
pour j > n + 1). En posant a,,.1 = Qp, np = By €t @pp1 = Y, ON en
déduit que

En examinant la parité des deux membres, on voit que 3, = 0 et en faisant
x =1, il vient o, + 7, = 1. Enfin, en comparant les termes de plus haut
degré dans chacun des deux membres, on trouve

(2n)! (2n +2)!
on(nl)2 "o ((n + 1)1)2

d’ou il résulte que

n—+1 . n
oy = et par suite -, =
2n+1 2n+1

ce qui termine la preuve. [

(4) Fonction génératrice.

it <1, ]z <1

- - z)t",
V1-— 2xt+t2 z%

On désigne le premier membre par u(z,t) et le second membre par v(z,t).
On a

1
w(@,t) = —5(1 =22t + £2)72(=22 +2t) = (x — t)(1 — 2xt + £2) "2
ol u; désigne la dérivée partielle de u par rapport a t. Il en résulte que
(1 — 22t + tH)uy(x,t) = (¢ — t)u(z,t)

D’autre part, puisque |P,(z)| < 1, pour tout n € N et tout x € [—1,1], on
peut dériver par rapport a t terme a terme la série du second membre. Il

vient
Z nP,(x)t"” !
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On en déduit que

(1 =2zt + t*)vy(z,t) = ZnP et ZanP

+ Z nP, "t
n=1

Le coefficient de t" dans le second membre de I’égalité ci-dessus est (n +
D)Pi1(z) — 2znP,(z) + (n — 1) P,_1(x), il est justement égal & zP,(x) —
P,_1(z) d’apreés la formule de récurrence. Par suite

(z —t)o(x,t) = (1 — 22t + t*)v(x, t)

Ainsi, les fonctions u et v vérifient, par rapport & ¢, la méme équation
différentielle (de degré 1) ; comme elles coincident en t = 0, elles sont donc
égales. [

(5) Equation différentielle. Pour tout entier naturel n, on a
(1 —2*)P!(x) — 22P.(x) + n(n + 1)P,(z) =0

On peut établir cette équation de la maniére suivante ; on part de I’égalité
d
A1 =2)P (@)} = (1 = 2*)P(z) — 22F;(x)
x

Le deuxiéme membre est un polynéme de degré n, on peut donc le décom-
poser suivant la base { P;; i <n}

S - AP} = 3 aile) ()

La propriété d’orthogonalité implique

o] P2 = / lmx)%{(l )Pl (2)}da

deux intégrations par parties successives donnent
2 ! d
PP = [ Pue) LA~ )P )
-1 i

Or la dérivée de (1 — 2%)P/(x) est un polynéme de degré 4, on en déduit
que o; =0, Vi < n et la relation (x) peut maintenant s’écrire

(1 —2*)P!(z) — 20P! (2) = a,, P, ()
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En comparant les coefficients des termes de plus haut degré dans chacun
des membres, on trouve immédiatement o, = —n(n + 1). L’équation diffé-
rentielle cherchée s’en déduit.

(6) Propriété de minimisation. Les polynomes de Legendre sont carac-
térisés par la propriété de minimum suivante : Parmi tous les polyndémes
unitaires de degré n, p, (défini au théoréme 4.1) est I'unique qui réalise le
minimum de la distance quadratique a 0, c¢’est-a-dire que pour tout poly-
nome unitaire ¢ de degré n,

[imrar < [ iora

et ’égalité a lieu si et seulement si ¢ = p,,.
Cela résulte du fait que tout polynéme unitaire ¢ de degré n s’écrit sous
la forme ¢(z) = p,(z) + 31— axp, donc

1 1 n—1 1
[ la@)tde= [ lpule)Pdo+ Yol [ fpuio)?do
~1 ~1 =0 ~1

Il est alors clair que le second membre atteint son minimum lorsque a; = 0
pour 0 <k<n-1. 0O
EXERCICES
1. Soit f € L*(—1,1) et soit fy(z) = Zév a,x” telle que || f — fn]2 est
minimale. Montrer que

(f,Pn)=0, ¥Ym>N

2. Montrer que (zF,, P,) = 0 pour tout entier n.

Solution. Comme P, a la parité de n, le polynome xP?(x) est impair
et son intégrale sur [—1, 1] est donc nulle.
3. Trouver la constante a,, de fagon que

" = a, Pp(z) + Qn_2(7)

ol (),_o est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 2.
En déduire que

20 (pl)? 2n

@) = Gaye @When B = G e o1

Solution. L’expression de z" résulte du fait que le coefficient du terme
de plus haut degré dans l'expression de P,(x) est (2n)!/(2"(n!?)), et
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des considérations de parité. Compte tenu de 'orthogonalité, on en
déduit que
27 (n!)? 2m+1(pl)?

(2n)! (2n+1)!

La relation de récurrence que vérifient les polynémes de Legendre
b
permet d’écrire

(", Pn) = 1Pa]* =

n
2n—1

<.’L’Pn,1,Pn> - <Pn,1,$Pn> - HPnH2

Le résultat se déduit alors du théoreme 4.2. [J
4. Soit f une fonction de L?*(—1,1) et désignons par c,(f) ses coeffi-
cients de Legendre. Montrer que

[e.e]

2f0) = 3 (e () + e 1 (D) Pale)

n=0
5. Par intégration par parties, montrer que
(P2 =14+ (-1)"" m—1<n+1
En déduire que
(P, —xP,,2™) =0, 0<m<n
et conclure qu’il existe ¢,, que 'on calculera, tel que
P

/
i1 — 1P, =c, P,

6. En utilisant ’expression de la fonction génératrice des polynomes de
Legendre, montrer 1'égalité suivante

2 =1
e —p,
N ;271 (z)

Solution. 11 suffit de poser ¢t = 1/2 dans I'expression de la fonction
génératrice des polyndémes de Legendre.
7. Montrer que les relations suivantes ont lieu pour tout |t| <1 :

/1 dx .y /1 vdz _2,
VI =2xt+2 7 1T —2at+t2 3

1
— (16" + 72> + 126)

/1 xidx B
V1 =2zt +t2 315
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8. En utilisant la formule de récurrence vérifiée par les polynémes de

Legendre, montrer la formule suivante dite de Christoffel-Darboux
k=0 Tty

On pose Ky(z,y) = 3> 4 o(2k + 1)Py(2)Pi(y) . Montrer que la
fonction y — K, (z,y) est d'intégrale 1. Le noyau K, est a rappro-
cher du noyau de Dirichlet. Montrer que pour toute fonction f €
L?((—1,1),dx), le polynéme de Legendre de degré n de f est donné
par

Lof(z) = / )16, (.1) dy

2.5 Polyndémes d’Hermite

Prenons [ = R, w(z) = (21) "2 exp(—22/2) et soit L2(R,w(x)dz) Ves-
pace des (classes de) fonctions de carré sommables pour la mesure de den-
sité w par rapport a la mesure de Lebesgue. Le produit scalaire et la norme
seront notés respectivement (,) et || ||2. Pour f et ¢ dans L*(R,w(z)dz),

1 = TN —x2/2
(f,9) :E/_oof(m)g(x)e 2 dx

La densité w a été choisie de fagon que

/ Zw(x)dx _1

La famille {2";n € N} est totale dans Pespace L?(R,w(z)dz) (théo-
réme 2.1.5, chapitre II) et le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
fournit une base orthogonale formée de polyndémes unitaires, appelés poly-
nomes d’Hermite, que nous noterons dans la suite par (H,).

Théoréme 2.5.1. Les polynéomes d’Hermite® sont donnés par la formule
de Rodrigues

n x? d" —x2
Hy(z) = (—1)"e /2%(6 /2)

8Charles HERMITE (1822-1901), professeur d’Analyse & I’'Ecole Polytechnique de
1869 a 1876, a été une des figures dominantes dans le développement de la Théorie
des Formes Algébriques, de la Théorie Arithmétique des Formes Quadratiques et de la
Théorie des fonctions elliptiques. Il a prouvé que le nombre e est transcendant et a donné
la premiére solution de I'équation générale du cinquiéme degré grace a l'utilisation de
fonctions elliptiques.



82

Exemples de bases hilbertiennes

Démonstration. Désignons par @, (x) le second membre de la formule ci-
dessus. Il s’écrit sous la forme

(-1

w(z) dx"w(x)

Qn(ZB) =

I1 est facile de vérifier que pour tout n, ), est un polynéme unitaire de degré
n. On montre maintenant 'orthogonalité (Q,,Q,,) = 0 lorsque n # m.
Pour cela il suffit de montrer que (2", Q,,) = 0 lorsque n < m. Or

| uaeta)is = [ e im T wle)ds

[e%S) —00o dxm™

Donc aprés n intégrations par parties, on obtient

/_ O (@)w(@)dr = (n!)(—1)"" / T4 ) da

Si n < m le second membre de cette égalité est nul, il en résulte que les
polynoémes (Q),,) sont deux a deux orthogonaux et compte tenu de I'unicité
(voir théoréme 1.6), on a bien H,, = Q. O

Si n = m, la derniére relation devient
(", Hp) = n!/ w(z)dr = n!
—00
ce qui permet de calculer la norme de H,.
Corollaire 2.5.2. Pour tout entier n, |H,||* = n!
Voici les sept premiers polynéomes d’Hermite
Ho(zr) =1, Hy(x) =z, H(z)=2"~1
Hs(z) = 2° — 3z, Hy(v) =2* — 62> +3,
Hs(z) = 2° — 102% + 152, Hg(z) = 2° — 152" + 4527 — 15
En vertu du théoréme 1.4.7 (chapitre I), on peut énoncer

Théoréme 2.5.3. La suite (H,,) des polynoémes d’Hermite est une base or-
thogonale de ’espace de Hilbert L*(R,w(z)dx). Tout f dans L*(R,w(z)dx)
s’écrit

f= ch(f)Hn avec c,(f) =
n=0

ou la série converge vers f en moyenne quadratique

Jm [ jf(zc) - gcmf)m(x)feﬁ/z dz =0



2.5 Polynomes d’Hermite

83

On a de plus légalité de Parseval || f||3 =" "y n!ca(f)|*
Avant de traiter quelques exemples, dégageons d’abord les principales
propriétés des polyndémes d’Hermite.

Proriétés des polyndomes d’Hermite

(1) Parité. Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a
Hy(—x) = (=1)"Ha(2)

C’est une conséquence du corollaire 1.8 et du fait que la densité w est une
fonction paire. [

Ainsi pour n pair, H,(z) ne contient que des puissances paires de x et
pour n impair, H,(x) ne contient que des puissances impaires de z.

(2) Relation de récurrence. Les polyndémes d’Hermite vérifient la rela-
tion de récurrence suivante, valable pour tout entier n > 1.

Hy(z) +nH, 1(x) = xH,(x)

Démonstration. Pour le voir, on part de I'identité suivante, dont la preuve
ne présente aucune difficulté

et on écrit

(_1)n+1 dn+1 - (_1)n dn
H w  dantl () w dan (zw)
B (_1 n ar dn—l
=— |23 ~(w) +ndm”*1 (w)

ce qui est la relation cherchée. [

(3) Fonction génératrice. On a 1’égalité suivante

G(z,t) = exp(tr — t¥/2) = —‘Hn
= nl
ou la convergence a lieu dans L*(R, w(z)dz).
Démonstration. On peut écrire G(z,t) = ﬁw(t — ). La fonction w est

développable en série de Taylor convergente dans R, il vient alors

Glat) = ﬁ Zw)(—x)g

Tenant compte de la définition de H,, et de la parité de w, on en déduit la
relation voulue. ]
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(4) Equation différentielle. Pour tout entier naturel n, on a
H)(z) —aH)(x) +nH,(z) =0
Démonstration. De la formule de Rodrigues on déduit 1'égalité
H)(2) = 2 () — Hopa(a)
qui, comparée a la relation de récurrence, donne
H! =nH, 4

En dérivant la relation de récurrence membre & membre et en tenant compte
de cette derniére égalité (écrite avec n + 1 a la place de n), on en déduit
que H, vérifie I’équation différentielle annoncée. ]

Remarque 2.5.4. - L’équation différentielle vérifiée par H,, peut s’écrire
sous la forme

2 2y dH,
L(Hn) =e" /2 <€x /Qd—) =-—nH,
T

L’opérateur différentiel d’ordre deux, ainsi mis en évidence, est parfois ap-
pelé “opérateur d’Hermite”. Son importance vient du fait que, si f et L(f)
sont dans L?(R, e~/ 2dz), les coefficients du développement en série suivant
la base (H,,), de L(f) sont liés a ceux de f par 'égalité

Cn(Lf) = _ncn(f)
Une application de cette remarque est donnée dans I’exercice 5.

Exemple 2.5.5. - Reprenons la fonction paire définie par f(z) = |z|. Son
développement ne fera intervenir que des polynémes d’Hermite d’indice
pair. On peut calculer facilement les premiers coefficients du développement

de f, par exemple ¢o(f) = 2/V/27, co(f) = 1/+/27 et

1 1
T 12v2n clf) = 120727

Un calcul direct et fastidieux, mais qui peut étre évité (voir exercice 2),
montre que pour tout n > 1,

C4<f) =

Hgn(O) = %, d’ou an(f)

ey
2n=1(2n — 1)(n!)V/27

Nous avons représenté sur le figure 2.10 les graphes de f et de ses polynémes
d’Hermite H4f, Hﬁf et Hgf
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Exemple 2.5.6. - Considérons la fonction f définie par

—1, pourxz <0;
flz) = 0, pourxz=0;
1, pour 0 < x.
C’est une fonction impaire et son développement ne fera intervenir que les
polynémes d’Hermite d’indice impair, c¢’est-a-dire que co,(f) = 0 pour tout
entier n. Calculons o, 41 (f) :

_ <f7 H2n+1> o / d2n+1 2/2
CZn-i—l(f) - (2n i 1) (2n + 1 ‘ /271' dx2n+l )dx
2 d* 2 2
- ) oS (0
(2n + 1)!v/2r da” ‘ ) z=0  (2n+1)lV2m 20 (0)
B 2 (—=1)"(2n)! (=)™
(2n +1)V2r  nl2n (2n + 1)(nh)2r—1/27

Par exemple ¢, (f) = 2/v2m, e3(f) = —1/(3V27m), ¢s(f) = 1/(20v/27). Les
graphes de f et de ses polynomes d’Hermite Hsf et Hsf sont représentés
sur la figure 2.11.

EXERCICES
1. Montrer les égalités suivantes :

/ "o exp(—a?/2) di = {(m!/(mn)’ stk =2n;

0o 0, sinon.

2. En utilisant la fonction génératrice des polyndémes d’Hermite, mon-
trer que

exp(—t4/2) Z H,(
En déduire que pour tout entier n, on a
(=1)"(2n)!
(n!)2n

Solution. En faisant x = 0 dans I'expression de la fonction génératrice
des polynomes d’'Hermite, on trouve la premiére relation . Comme son
premier membre est une fonction paire, le second membre 'est aussi
et donc Hy,,1(0) = 0, pour tout n. En posant t* = s, on en déduit

que
> S
e = Hy,(0)
n=0

Le développement en série entiére de la fonction e™* permet d’obtenir
imédiatement l'expression de Hy,(0). O

H2n+1 (0) = 0, et Hgn(()) =
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3. A l'aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, trouver
les quatre premiers polynémes d’Hermite.
4. Montrer, par substitution, que

> = Ho(x) + Hy()
3H,(z) + Hs(x)

3
4

8 8 8

Déterminer le développement en série suivant les polynémes d’Her-
mite des fonctions f(x) = 2% et g(x) = 2>+ our € N.

5. En utilisant la fonction génératrice des polyndémes d’Hermite, mon-
trer que

o — \/EZ H, ()

n!
=, H,(x
(x—1)e" = \/52:1—(”_(3)!

Solution. En faisant ¢ = 0 dans l'expression de la fonction généra-
trice des polynomes d’Hermite, on obtient la premiére relation. Pour
la seconde relation, on considére l'opérateur différentiel défini par
L(u) = v — zu’ qui sécrit sous la forme

L(u) = et /2 (6712/21/)/

L’équation différentielle que satisfait H,, s’écrit L(H,) = —nH,,. Pour
la fonction définie par f(x) = e*, Lf(x) = (1 — x)f(x) appartient &
Pespace L*(R, e *72dz) et par suite se développe dans la base (H,,).
Deux intégrations par parties permettent de calculer les coefficients
du développement de Lf :

<L(f)7Hn> = <f7 L(Hn)> = —n(f, Hn>, pour tout n

On en déduit immédiatement la relation cherchée. [
6. En utilisant la formule de Rodrigues et la relation de récurrence
montrer les relations

H =uxzH,— H,.; et H (xr)=nH, (v
En déduire (de deux maniéres) que

0, sim#n-—1;

n!, sim=n-—1.

<H1117HM> = {
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7. En utilisant I'exercice 6, montrer que si f = > ¢, H,, alors

vf =cHy+ Z [cn1 + (n+ 1)ena] Hy

n=1

8. Ecrire la formule de Parseval pour le développement de la fonction
génératrice des polyndémes d’Hermite.
9. Montrer la formule suivante dite de Christoffel-Darboux

Zk'Hk x)Hy( )_ 1Hn+1( VH, (?Ji:fnﬂ(y)Hn(az)

On pose K, (z,y) = >, _ 1/k!Hy(x)Hg(y), c’est 'analogue du noyau
de Dirichlet. Montrer que

K,(x eV 2dy =1
%/ ) y

Soit f dans L2(R,e *72dx) et soit H,f le polynome d’Hermite de
degré n de f. Montrer que

H,(x) = m/f W y)e 2 dy

2.6 Polyndomes de Laguerre

Considérons l'espace L*((0,00),e *dx) des (classes de) fonctions de
carré sommable pour la mesure de densité w(z) = e~* par rapport a la me-
sure de Lebesgue sur I'intervalle (0, +00). Le produit scalaire et la norme
sur L2((0,00), e "dz) sont donnés par

(f,g) = /f e~ dz, || £l = /!f e da)

L’espace de Hilbert L?((0,00), e %dx) est séparable, puisque la famille
{1,z,...,2" ... } y est totale (théoréme 2.1.5). Le procédé d’orthogonali-
sation de Gram-Schmidt appliqué & cette famille fournit une base ortho-
gonale formée de polynomes L, avec deg L,, = n. Les calculs dans ce cas
sont particuliéerement simples et utilisent 1’égalité suivante

o0
/ z"e *dx = n!
0
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Ainsi, on trouve par exemple que

Lo(z) =1, Li(z)=z—1, Lo(z)=2>—4x+2,
Ls(z) = 2% — 922 + 182 — 6, Ly(x) = 2* — 162° 4 7222 — 96 + 24

Ce qui est convenu d’appeler polynomes de Laguerre’ sont obtenus & partir
des L, par la relation

Ln() = ((=1)"/n}) Ly ()

Les polynémes de Laguerre forment donc une base orthogonale de 'espace
L?((0,00), e~*dz). On peut les exprimer a l'aide de la formule de Rodrigues
suivante

Théoréme 2.6.1. Pour tout entier n, on a :

et d"
Ln(@) = 1o

(z"e™)

Démonstration. Le second membre de 1'égalité ci-dessus est un polynéme
de degré n, dont le terme de plus haut degré est (—1)"/(n!). Il suffit ensuite
de montrer que ces polynémes sont deux a deux orthogonaux, ce qui résulte
des égalités suivantes ou n > k

/Ooxkﬂ(:c"ex) dx = —k/ooarkldn—l(:c"ex) dz
0 0 dxn—1

dz™

Le théoreme est ainsi prouvé. ]

En appliquant la formule de Leibniz, on obtient le développement du
polynéme L,, suivant les puissances de x

Lo(z) = %Z(—nk(Z)n(n 1) (n—k+ 1)t

On peut remarquer alors que L, (0) = 1 pour tout entier n.

9Edmon Nicolas Laguerre (1834-1886) est un mathématicien francais.
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Les calculs précédents permettent de trouver la norme de L,,, en effet

Ll = (L) = U 1)

Par suite les polynomes de Laguerre (L,,) constituent une base hilbertienne
de I'espace L?((0,00), e~%dzx).

Soit f un élément de L*((0,00), e "dz) et soit ¢, (f) = (f, L) les coeffi-
cients de son développement suivant les polynémes de Laguerre. La formule
de Parseval s’écrit

/0 @) dr =Y leHP

Exemple 2.6.2. - Soit a > 0 et soit f, la fonction définie par

fa(x) — e—aa:
Par des intégrations par parties, on a
1 > —ax dn n_—
cn(fa)zﬁ i e %(fne ) dx
a > —ax dn_l n_—T
= — e x"e ") dr =---
n! Jo dxn—1 ( )
a” [
== zte~ @t go
n! Jo
aTL
- (a + 1)n+1

Nous en déduisons que

1 < n
e = Z( a ) L,(z) pour = >0

1—|—an:0 1+a

ou la série converge au sens de la norme de L?((0,00), e *dx).
Les calculs qui suivent montrent qu’en fait, la convergence a lieu en tout
point x > 0.

Fonction génératrice. On a

—xt/(l —t)

EErER S
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ol la série converge, non seulement dans L*((0, 00), e "dz), mais aussi en
tout point ¢, [t| < 1, et x > 0.

En effet, en utilisant le développement de L, (x) suivant les puissances
de z (voir plus haut), on peut écrire

i Lo(@)t" = i En:(—nk (Z’) mZ’fn

o Z k! Z k ¢

k=0 n=k
B i (—1)kl‘k tk B efmt/(lft)
R A

Les manipulations utilisées ici se justifient par la convergence absolue des
séries qui interviennent. [

Remarque 2.6.3. - En faisant t/(1 —t) = a dans 'expression de la fonc-
tion génératrice, on retrouve la formule que nous avons établie a ’'exemple
6.2 en utilisant la formule de Rodrigues. L’avantage que nous avons tiré
est la convergence ponctuelle de la série. Cela étant, il faut bien noter que
pour une fonction de L?((0,00),e *dx) quelconque, nous n’avons que la
convergence en moyenne quadratique.

Relation de récurrence. Les polyndmes de Laguerre vérifient la relation
de récurrence suivante

(n+1)Lpy(z) — (2n+ 1)L, () + nLl,_1(x) = —xL,(x)

Démonstration. Désignons par G(z,t) la fonction génératrice des poly-
nomes de Laguerre

o=t/ (1-1)

1-1
On vérifie facilement que (1 — ¢)2G} = (1 — ¢t — )G, ce qui donne

G(z,t) =

(1=2t+)Y nLy(a)t"™ = (1 —t—2) > Ly(2)t"
n=0 n=0

En identifiant les termes de méme degré en ¢, on en déduit la relation de

récurrence cherchée. O

Equation différentielle. Les polynomes de Laguerre vérifient I’équation
différentielle du second ordre suivante :

xL!(z)+ (1 —2)L (x) +nL, =0

Cette équation peut s’écrire sous la forme £(L,,) = nL,, ot on a noté par L

'opérateur différentiel de Laguerre défini, pour une fonction u dans C?(R),
—x /)/'

par L(u) = e*(xe "u
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Démonstration. En effet, P(x) = xL!(z)+ (1 —x)L, (x) étant un polynoéme
de degré n, il s’écrit sous la forme

P(z) = chLk(:c), ou ¢ = (P, L)

Pour calculer les coefficients ¢, on note que P(z) = e*(xe *L)), et une
intégration par parties donne

cr = —/ Li(z)L (x)xe™ dx
0

Or les polynoémes (L!)) sont deux a deux orthogonaux dans L*((0, c0), ze™®)
(voir exercice 2), on en déduit que ¢z = 0 pour tout k # n et par suite
P(z) = ¢,L,(r). En identifiant les termes de plus haut degré des deux
membres, on trouve ¢, = —n. O

EXERCICES

1. Montrer, a I'aide de la formule de Rodrigues, que la relation suivante
est satisfaite pour tout entier r

z" = (r1)? Z %Ln(x)

n=0 ’

2. Montrer que pour tout m <n
/Oozcml(l —a)Ly(x)e " de =0
0
En remarquant que (1 — z)e™* = (xe™*)’, montrer que
/OoxmlL;(x)xe:” dr+ (m—1) /OomeLn(a:)ex dr =0
0 0
Montrer que la deuxiéme intégrale est nulle et en déduire que
/ooxm_lL;(x)xe_x dr =0, pour m<mn
0

En déduire que les polynomes (L)) forment une base orthogonale de
'espace de Hilbert L?((0,00), ze *dx).

Solution. Comme (1 — z)x™ ! est un polynome de degré m, il est
orthogonal a L,(z) pour tout n > m, ce qu'on peut traduire par la
relation

/ (we ) a™ 'L, (x)dxr =0, pour n>m
0
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Faisons une intégration par parties, il vient

/ "L (2)xe " dw + (m — 1) / 2" 2L, (z)e “dx =0
0 0

La deuxiéme intégrale est nulle parce que les polynomes ™2 et L,, ()
sont orthogonaux et il s’en suit que pour n > m,

/ 2" L (w)ze " dr = 0
0

Comme pour tout n, L! (z) est un polynéme de degré n—1, la relation
précédente traduit le fait que la suite (L)) est une base orthogonale
de L*((0,00), ze *dx).

3. Montrer, en utilisant la formule de Rodrigues et la formule de Cau-

chy, que
e

Ln(z) = = / e
nT) == [ 77— 07
2 Jo (t — x)ntt

ou C, est un cercle centré en x > 0 et de rayon suffisamment petit.

En faisant le changement de variable z = =% montrer que 'on a

t
aussi

1 e—mz/(l z)
Lyr)=— [ —————d=z
(z) 2im /Co(l — z)zntl
Interpréter le second membre de cette égalité a I'aide du théoréme de
Cauchy et retrouver la relation

7xz/ (1-2)

NS ZL )2, |z <1

4. On désigne par G la fonction génératrice des polynomes de Laguerre.
Montrer les égalités suivantes, ot N est un entier positif,

/‘Gxt ZL t”

/ ‘Gzt _mdx—

Solution. C’est une application directe de la formule de Parseval et
de l'égalité évidente 1/(1 — ?) = > °*", valable pour [¢| < 1. Bien
str, la deuxiéme égalité peut se démontrer par un calcul direct trés

Tdx = tzn

simple.
5. Pour @ > —1, on définit les polynomes de Laguerre L, d’indice «,
par
X dTL
Ly(@) = ———(a" ™)

n! dzm
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(a) Montrer que LY est un polynéme de degré n, dont le coefficient
du terme de plus haut degré est (—1)"/(n!).
(b) Montrer que

6nm

o I 1
/ Lo (z) L5 (x)z%e ™" dx = —(n tatl)

0 n!

et en déduire que les polynomes (L?) forment une base orthogonale
de I'espace de Hilbert L?*((0,00); 2% *dx).

(c) Montrer que le polynéome L vérifie une équation différentielle que
I’on explicitera.

(d) Soit a > 0 et f,(z) = e~**. Montrer que f, appartient a ’espace
L*((0,00); 2% *dx) et que son développement suivant la base (L)

est donné par
n

Z a + 1 n+a+1 La(m)

n=0

(e) En déduire la relation

(1_t)a1—xt/1t ZLa

valable quel que soit ¢, |t| < 1.






Chapitre 3

Endomorphismes continus d’un
espace de Hilbert

L’étude des opérateurs linéaires continus occupe une partie importante
en analyse hilbertienne. Dans ce chapitre on donne les propriétés générales
des opérateurs linéaires continus dans un espace de Hilbert : inversibilité,
spectre, adjoint, opérateurs auto-adjoints, opérateurs unitaires, opérateurs
de projection orthogonale.

Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires valables dans le cadre
des espaces vectoriels normés sur K (K = R ou C).

3.1 Généralités sur les opérateurs continus

Proposition 3.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K
et A un opérateur linéaire de E dans F. Il y a équivalence entre :

(a) lopérateur linéaire A est continu

(b) lopérateur linéaire A est continu en 0.

(c) Uopérateur linéaire A est continu en un point.

(d) Il existe une constante ¢ > 0 telle que | Ax| < c||z||, pour x € E.

Démonstration. 11 est clair que (a) = (b) = (¢) et (d) = (b). D’autre
part la démonstration de (b) = (d) est en tout point identique a celle de la
proposition 3.2 (chapitre I). Il reste & prouver que (¢) = (a) : Supposons
A continu en zy et soit € E et (x,) une suite qui converge vers z. La
suite (z,, —x + xo) converge vers xy donc A(x, —x+ () converge vers Axy.
Comme A est linéaire on en déduit immédiatement que Ax, converge vers

Ax. O

Notons que 'assertion (d) traduit le fait que A est un opérateur linéaire
borné. Ainsi un opérateur linéaire de F' dans F' est continu si, et seulement
si, il est borné.
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Notations. On notee par L(E, F') 'ensemble des opérateurs linéaires conti-
nus de E dans F. Lorsque F' = K, L(E,K) est le dual topologique de E,
il est noté E'. Enfin, si F = F on écrira L(E) au lieu de L(F, E). Pour un
élément A de L(E, F'), on pose

[A]l = sup [[Ax]]

=<1

Proposition 3.1.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.
(a) Si A et B sont dans L(E, F), alors A+ B est dans L(E, F) et

A+ Bl < [[All + [1B]]
(b) SiaeK et A€ L(E,F), alors aA est dans L(E, F) et
lacAll = o [|A]l
(c) Si A et B sont dans L(E), leur composé AB est dans L(E) et
[ABI < [|AIIBI[ et [[A*] < [lA]", avec neN

De cette proposition, dont la preuve est évidente, on déduit que 'applica-
tion qui & un élément A de L(F, F') associe || Al est une norme qui fait de
L(E, F) un espace vectoriel normé.

Notons que cette norme peut se définir encore par les relations

Ax
(P i -l
20 ||zl =

- mf{c >0 | ||Az| < ||z||; = € E}

Démonstration. En utilisant la linéarité, on démontre facilement les deux
premiéres relations. Pour la derniére, posons

a=inf{c>0/||Az| < ¢||z|, z € E}

Pour tout € strictement positif, il vient ||A(([|z|+€)~*z)|| < ||A|, donc pour
tout x dans F, on a |Az| < [|A|[(||z|| + €) et par suite ||Az| < || Al ||zl
ce qui se traduit par I'inégalité a < ||A[|. Dun autre coté, si ||Az|| < cf|z||
pour tout x € E, alors ||A]| < ¢, et par suite | A|| < «, d’ou résulte 'égalité
|Al| = . Ainsi ||Az|| < [|A]] ||z||, pour tout = € E et || A|| est la plus petite
constante qui réalise cette inégalité. ]

Notons que la convergence dans L£(E, F') d'une suite (A,,) vers A signifie
que ||[A — A,|| tend vers 0, lorsque n tend vers 'infini.

Proposition 3.1.3. Si F' est complet alors L(E, F') est complet.
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Démonstration. Supposons F' un espace de Banach et soit (A,) une suite
de Cauchy de L(E, F) :

Ve>0,IN|[n>Netm>N= |4, — An| <e¢
On en déduit que, pour tout élément = de E, et n,m > N, on a
[Anz — Amz|| < [[An = Ap | 2]} < €[]

de sorte que les éléments A,z forment une suite de Cauchy dans F'; celui-ci
étant complet, cette suite converge vers un élément y de F. Posons y = Az ;
on vérifie facilement que A est linéaire, de plus, par passage a la limite
quand m tend vers l'infini dans 'inégalité précédente, on obtient

n> N = |Auz — Az| < e|z|

Comme A, est continu, cette inégalité montre que A est continu et que,
pour n > N, on a |4, — A|| < e Il en résulte que la suite (A4,) converge
en norme vers A. N

Remarque 3.1.4. -

e [l arrive qu’une suite (A,,) d’éléments de L(FE, F') posséde la propriété
suivante : (A,z) converge vers Az, pour tout x dans F, mais ||[A — A, || ne
tend pas vers 0, quand n tend vers 'infini. En voici un exemple simple :
sur l'espace ¢*(N), muni de sa base canonique, on considére les opérateurs

A,, définis par
Aep = e, s%k:n
0, sik#n

Cela veut dire que pour tout x dans (*(N), A,x = z,e;. Il est clair que
|Anll = 1, pour tout n, alors que la limite de A,x, quand n tend vers
I'infini, est nulle pour tout élément x de ¢*(N).

e Insistons sur le fait suivant, qui n’est autre qu’une traduction du
théoréme de Banach-Steinhaus (voir Annexe) :

(a) Siune suite (A,,) de L(E, F) est telle que, pour tout x € E, la suite
(A,x) est bornée, alors il existe une constante M telle que, pour tout
n, | Aull < M.

(b) Si une suite (A,) de L(E,F) est telle que, pour tout x € E, la
suite (A,x) a une limite dans F', alors I'application A, qui a x associe
lim,, .o, A,x, est un opérateur linéaire continu de E dans F.

Nous allons voir maintenant que, si ’espace de Hilbert E est séparable, tout
élément de L£(E) admet, dans une base hilbertienne donnée, une “représen-
tation matricielle” tout a fait analogue a celle, bien connue, lorsque E est
de dimension finie.
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Soient (e,) une base hilbertienne de E et A un élément de L(E). Tout
x € F s’écrit de maniére unique

[e.e] [ee]
r = E xje; avec E |z;|* < o0
1 j=1

Comme A est continu, il vient Ar = Zj‘;l xjAe;. L'opérateur A est ainsi
bien déterminé par son action sur les vecteurs de base et les composantes
(y;) de Az, dans la base (e;), sont données par

(Ax,e;) Z:pj (Aej, e;

Si l'on pose a;; = (Aej, e;), on aura

[e%9) [e's)
Ae] = Zaijei, avec ||A€jH2 = Z |Clij|2
i=1 1=1

et

o oo
Az = g yie;, avec y; = g ;T
=1

i=1

Ainsi, dans ¢*(N) muni de la base canonique, A est représenté par Pappli-

. o o . . . (o]
cation qui a la suite (x;) fait correspondre la suite (y;), avec y; = > -2,
L’opérateur A est donc représenté par la matrice infinie (a;;), 1,7 € N.

EXERCICES

1. Soit L*(0,1) 'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrables sur
(0,1), relativement a la mesure de Lebesgue. Soit 'opérateur défini
sur L2(0,1) par Af = xf.

Montrer que A est un opérateur linéaire continu et calculer sa norme.

Solution : 1l est clair que 'opérateur défini sur L?(0,1) par Af = zf
est linéaire. D’autre part, pour tout f dans L?*(0,1), on a :

JASI? = / 2| ()2 < / (@) P = || ]2

Cela montre que 'opérateur A est continu sur L(0, 1) et que || 4] < 1.
Pour n € N*, on désigne par f, la fonction caractéristique de I'inter-
valle [1 —1/n,1]. On a

”Aan2 = /111/n 22dr > /111/,1(1 — %)203 (1 _ _) “anQ
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Il en résulte que, pour tout entier n > 0, on a

1fl n

On en déduit que ||Al| =1. O

. Soit E un espace de Hilbert sur C et soit a(, ) une forme sesquilinéaire

et continue sur £ X E, c’est-a-dire qu’il existe une constante M telle
que : |a(z,y)| < M|z||[yll, pour z,y € E.

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, montrer qu’il
existe A € L(F) tel que, pour tout = et tout y dans F, on ait

(z, Ay) = a(x,y)

Solution : Les hypothéses montrent que, pour tout y, I'application
x +— a(x,y) est une forme linéaire continue. D’aprés le théoréme de
représentation de Riesz, il existe un unique élément qui dépend de y
et que nous notons w(y) tel que

a(x,y) = (x,w(y)), VrekFE

et tel que ||w(y)|| < M||y||. Cette inégalité montre que I’application
qui & y associe w(y) est continue. On vérifie qu’elle est linéaire :

Vee B, a(z,y+2) = (z,w(y+2))
Comme a est sesquilinéaire, on a aussi
Ve e B, a(z,y+z2) =alz,y) +a(z,2) = (z,w(y)) + (z,w(z))
c’est-a-dire
Vee B, (r,w(y+2)=(r,wy)) + (r,w(z))

On en déduit que w(y + z) = w(y) + w(z). D’autre part, pour tout
scalaire a, on a

a(z,ay) = aa(z,y)
Le premier membre de cette égalité vaut (z, w(ay)) et le second vaut
a(x,w(y)) = (r,aw(y)). Il en résulte que w(ay) = aw(y). Ainsi, on
a prouvé que I'application y — w(y) est linéaire et continue. Il suffit
donc de poser w(y) = Ay. O

. Montrer que si (A4,) est une suite de Cauchy d’éléments de L(E),

alors (]|A,]|) est elle aussi une suite de Cauchy.

Solution : L’inégalité triangulaire montre que, pour deux éléments

Aet Bde L(E), on a ||A|| < [|]A— B| + ||B||. On en déduit alors
'inégalité ’||An - Am||‘ < ||A, — Apl|. Par conséquent, si (A,) est

une suite de Cauchy, il en sera de méme de la suite (||A,]]). O
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4. Soit (A,) une suite d’éléments de L(E) qui converge vers A et soit
(x,) une suite d’éléments de FE qui converge vers x. Montrer que la
suite (A,x,) converge vers Ax.

Solution : L’inégalité triangulaire permet d’écrire
[Az — Apn|| < JA[lz — 2ol + [lzall |A — Axl

Lorsque n tend vers l'infini, le premier terme du second membre tend
vers 0 et le second terme fait de méme car la suite (z,,), étant conver-
gente, est bornée et par hypothése ||[A — A,|| = 0 (n — c0). O

5. Soient E un espace de Hilbert et (A,,) une suite d’éléments de L(E).
On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que || A,,|| < C pour
tout entier n. On suppose qu’il existe une partie F' dense dans FE telle
que, pour tout x € F| la suite (A,x) posséde une limite. Montrer
que, pour tout x € F, la suite (A,z) a une limite et que 'application
x +— lim, o, A,z définit un élément de L(F).

Solution : Soit x un élément de E, on va montrer que la suite (A,z)
est une suite de Cauchy. Puisque F' est dense dans F, il existe une
suite (z,) d’éléments de F' qui converge vers x. Pour tous les entiers
n,m et p, on a

[Anz = A < [|Anz = Apzp[| + [[Anzy — Amp|| + [|Amzy — Amz]]

< 20z = || + [[Anap — Ay |

Pour tout € > 0, il existe un entier p tel que ||z —x,| < €/2C. Puisque
x, appartient a F', la suite n — A,x, est convergente. Il existe donc
un entier N tel que

Vn,m > N, ||[Anz, — Apnr,ll <€

On en déduit que, pour n,m > N, |4,z — Ax|| < 2¢; (Az,) est
donc une suite de Cauchy. Si 'on désigne par Az sa limite, on vérifie
que x — Ax est linéaire, de plus, pour tout entier n > N, on a

[Az]] < [|Az — Apz[| + [[Anz] < € + Cllz]

Il en résulte que Popérateur A est continu et que ||Al| < C. O
6. Sur l'espace de Hilbert ¢*(N), muni de sa base canonique (e,), on
définit les opérateurs A,, par

Aep — €n, s%k:n;
0, sik#n.
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Montrer que pour tout x dans ¢*(N), la suite (A,x) converge vers 0,
que ||A,]| = 1, pour tout n € N et que la suite (A,,) ne converge pas en
norme. Y a-t-il contradiction avec le résultat de I'exercice précédent ?

Solution : Pour tout élément x de ¢*(N), on a

0 o)
r=Y weden et ol =3 e
n=0 n=0

On en déduit en particulier que la suite ((x,e,)) tend vers 0. Par
définition de 'opérateur A,,, on a

Vo € 2(N), A,z = (z,e,)e,

On en déduit que la suite (A,z) converge vers 0, elle y converge donc
simplement ; on en déduit aussi que

Vo € (N), [ Anz| < 2]

Cela montre que la norme de A,, est plus petite que 1. Comme pour
x =ey,,ona Aye, = e,, il en résulte que, pour tout entier n, ||A,| =
1. Cependant, si la suite (A,) convergeait vers un opérateur A, on
aurait d'un coté ||Al| =1 et d'un autre coté

Ve, Ar= lim A,x=0

n—-4oo

Ce qui est impossible. [

. Soit E un espace de Hilbert sur C et soit A un élément de L(E).

(a) Montrer que
[All = sup [(Az,y)]
=l llyll<1
(b) Montrer que si deux éléments A et B de L(FE) vérifient la relation
(Az,y) = (Bx,y) quels que soient x et y dans F, alors ils sont égaux.
(c) Prouver l'identité de polarisation suivante :

3
1 .n .n "
(Az,y) = ZZZ (A(z +i"y), z +1i"y)

(d) En déduire que A = B si, et seulement si, (Ax,z) = (Bx,x), pour
tout x dans F.

(e) Ce dernier résultat reste-t-il encore vrai pour les espaces de Hilbert
réels ?

8. Sur l'espace de Hilbert L?(]0, ool, dz), on définit 'opérateur A par
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Montrer que A est borné.

Solution : Pour f définie sur (0, 00), on associe la fonction Af définie
sur R par Af(s) = f(e*)e*/?, on a donc f(t) = Af(logt)t~/2 ¢ > 0.
On vérifie que A est une bijection de L?(]0, 00, dz) sur L*(R,dx)
isométrique c’est-a-dire que || f]|z2(0,00) = | Af|22(m) :

| wrwra= [ 1aseras

On vérifie ensuite que A(Tf) = Af * E ot E(s) = e~*/?x(s) et x est
la fonction caractéristique de (0,00). Cela veut dire que l'opérateur
T se transforme par A en I'opérateur de convolution par E; celui-ci
est borné et a pour norme 2, car ||E||; = 2, il en résulte que T est
borné et sa norme vaut 2. [

3.2 Exemples d’opérateurs linéaires continus

Voyons maintenant quelques exemples d’opérateurs linéaires continus
d’un espace de Hilbert dans lui-méme.

OPERATEURS DE MULTIPLICATION ET DE TRANSLATION

Exemple 3.2.1. - Prenons F = (*(N) et soit (\,), n € N, une suite
bornée de nombres complexes. Pour une suite x = (z,,) dans ¢*(N), on
pose T'x = (A,2,,). On vérifie immédiatement que

oo
ITx[? =D Pnzal® < sup Al [Ix]?
n

n=0

L’opérateur T est donc continu sur /(N) et ||T']| < sup,, |\,|. En fait (voir
exercice 1) on a 'égalité ||T|| = sup,, |\n|. T est appelé opérateur de multi-
plication par la suite A = (\,,).

Exemple 3.2.2. - Prenons £ = L*(X,Q, i), ou (X,Q, 1) est un espace
mesuré o-fini et soit ¢ une fonction mesurable sur X a valeurs complexes.
On suppose que ¢ est essentiellement bornée, c’est-a-dire qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que |p(x)| < ¢ pour presque tout z de X. La plus
petite de ces constantes ¢, notée ||@||, est appelée la borne supérieure
essentielle de ¢. Pour f dans L*(X,Q,u), on pose T'f = ¢f. On définit
ainsi U'opérateur de multiplication par ¢ et on vérifie que sa norme vaut

11l co-
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Par exemple sur L?([0, 1], dz) 'application qui & f fait correspondre x f est
un opérateur linéaire continu et sa norme est égale a 1.

Remarquons que I'égalité | T|| = ||¢|| tombe en défaut si 'espace X n’est
pas o-fini, comme le montre I'exemple suivant : X = [0, 1] muni de la tribu
borélienne €) et de la mesure

m(A) si0¢A;

Ae A) =
= uA) {—i—oo si0e A.

ol m est la mesure de Lebesgue. La mesure p n’est pas o-finie, puisque
w1({0}) = +o0. Prenons ¢ la fonction caractéristique de 0; elle est essen-
tiellement bornée et ||@||oo = 1. Pour tout f € L?(u), Iinégalité

[ 15 = 1£0)lut (o)

implique nécessairement f(0) = 0 et donc ¢f = 0. L’opérateur de multipli-
cation par ¢ est donc nul alors que ¢ n’est pas nulle presque-partout.

Exemple 3.2.3. - Pour tout réel a, on désigne par T, 'opérateur qui, a
une fonction f de L%(R), associe la fonction T, f définie presque-partout
par

Tof(x) = f(z—a)
C’est un opérateur linéaire continu sur L?(R) et sa norme est égale a 1; il
est appelé opérateur de translation.

Exemple 3.2.4. - Pour un entier relatif p, on désigne par 7}, 'opérateur
qui, & une suite x = (z,,) de ¢*(Z), fait correspondre la suite

Tpx = (Tn-p)
On a la un opérateur linéaire continu sur £(Z) et de norme 1. Il est de
méme appelé opérateur de translation.

OPERATEUR INTEGRAL DE FREDHOLM!

Considérons un intervalle fermé borné [a, b] et une fonction k& continue
sur [a, b] X [a, b] & valeurs dans C. A une fonction f de L*([a, b], dz), on fait
correspondre la fonction K f définie sur Uintervalle [a, b] par

Kf(z) = / k(o) () dy

Tvar Fredholm (1866-1927), est un mathématicien suédois dont le nom reste attaché
a la théorie des équations intégrales. Ses travaux sont a ’origine des travaux de Hilbert,
sur le méme sujet, ce qui allait conduire celui-ci & la notion fondamentale d’espace de
Hilbert.
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Nous allons montrer que K est un opérateur linéaire continu de L?(|[a, b], dz)
dans lui-méme. En effet, une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
permet d’écrire

s < ([ P )i

Par intégration, on en déduit que ||[Kf| < M(b— a)||f]|, ou M désigne
le maximum de la fonction k sur [a,b] X [a,b]. Ainsi, on a montré que
lopérateur K est continu et que | K|| < M(b— a). K est appelé opérateur
intégral de Fredholm et la fonction k est appelée le noyau de 'opérateur K.
1l faut préciser que, pour f dans L?([a,b],dz), la fonction K f est continue
sur [a,b]. En effet, la fonction (z,y) — k(z,y)f(y) est continue en x et
pour presque tout y elle peut étre majorée indépendamment de x par une
fonction intégrable sur [a,b], & savoir M|f]|; le théoréme de convergence
dominée s’applique donc et permet de conclure. Il arrive souvent que l'in-
tervalle dans lequel on travaille ne soit pas borné ou que le noyau & ne soit
pas continu. Le théoréme suivant permet d’envisager des exemples de cette
situation.

Théoréme 3.2.5. Soit (X,Q, u) un espace mesuré o-fini et soit k une
fonction mesurable, définie sur X x X a valeurs complexes. On suppose
qu’il existe deux constantes ¢y et co telles que

/ k(z,y)|du(y) < e, p — presque partout
X
et
/ |k(z,y)|du(r) < co, W — presque partout
X

Alors pour toute f dans L*(X, 8, u), la fonction

Kf(z) = /X ke, ) f(4)du(y)

est définie presque-partout, appartient a L*(X,Q, pu) et Uopérateur K qui

a f fait correspondre K f est continu dans L*(X,Q, ) et sa norme vérifie
1

K < (crc2)2.

Démonstration. On doit démontrer que K f appartient & L?(u), mais ceci
découlera de la démonstration du fait que K est borné. Si f € L*(u),
I'inégalité de Holder montre que, pour presque tout z,

Kr@)| < [ k)l 1F)lduly
| G )ldn(w) | [ Geo) 1) Pan)]
< va[ [ kel ) Pa)

ST

IN
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donc
[ 1K st <o [ [ )] 156) Pduto)dnto
<o / FW)P / k(e 9)ldu()du(y)

< ac|flP.

Cela montre que la fonction K f est définie p-presque partout, appartient
a L*(X,Q, p) et que | Kf|* < creaf [ f]*. O

L’opérateur décrit par ce théoréme est aussi appelé opérateur intégral
de noyau k. Le corollaire suivant en fournit plusieurs exemples intéréssants.

Corollaire 3.2.6. Soit ¢ une fonction mesurable sur R™ et soit la fonction
k définie sur R"xR" par k(z,y) = p(x—y). On suppose que @ est intégrable
sur R™ muni de la mesure de Lebesque, alors ’application

frognf@) = [ ola=)ft)dy

définit un opérateur linéaire K,, borné de L*(R™) dans lui-méme. De plus,
on a || Kyl < [l ).

Les opérateurs de ce type, appelés opérateurs de convolution, interviennent
dans beaucoup de questions d’analyse. En voici quelques exemples bien
connus.

Exemple 3.2.7. - Opérateur de Poisson? sur R : C’est 'opérateur de
convolution associé a la fonction
1 1

p(r) = ;m

Le coefficient 1/7 a été ajusté pour que ||¢||; = 1. L’opérateur de Poisson,
que nous noterons pour la circonstance par P, est alors défini par

L[~ f X
Pf(l’) = ;/mﬁdiy, ou fE L2(R,dﬂ7)

2Siméon-Denis Poisson (1781-1840), mathématicien frangais, abondonna ses études
de médecine auxquelles ses parents voulaient 1'orienter, pour aller étudier les mathéma-
tiques a I’Ecole polytechnique, ou il fut éléve de P. Laplace et J. Lagrange qui devinrent
I'un et 'autre ses amis. Ses travaux portent sur les intégrales définies, la théorie électro-
magnétique et le calcul des probabilités. Le nom de Siméon Denis Poisson est attaché
a de nombreuses notions mathématiques et physiques (intégrale et équation de Poisson
en théorie du potentiel, crochets de Poisson dans la théorie des équations différentielles,
rapport de Poisson en élasticité et constante de Poisson en électricité).
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(’est un opérateur linéaire borné de L*(R, dz) dans lui-méme et de norme
égale a 1. On sait I'importance de cet opérateur dans la théorie des fonctions
harmoniques ; plus précisément, posons pour t > 0

1t

pi(z) = %@(x/t) TP L2

La fonction ¢, est d’intégrale 1 et 'opérateur de convolution P; qui lui est

associé :
Lt tf(y)
Fif(z) = P /_OO 2+ (z —y)?

est continu de L?(R, dz) dans lui-méme. La fonction (z,t) — ¢;(), définie
dans le demi-plan supérieur { (z,t);z € R,;t > 0} est la partie imaginaire
de —1/(mz), ot z = x+it, et est donc une fonction harmonique, c’est-a-dire
qu’elle vérifie

92 92
(@_‘_@)%@):0, pour z € R, et t>0

Par dérivation sous le signe d’intégration, qui se justifie facilement a ’aide
du théoréme de convergence dominée, on voit que la fonction (z,t) —
P, f(z) est harmonique dans le demi-plan supérieur, de plus au sens de la
norme de L*(R,dz), on a

lim [P ~ £ =0

Ceci est un résultat général qui découle du fait que { ¢t > 0} est une
approximation de l'identité (voir exercice 1). De 1a , on peut voir que la
convergence a lieu en tout point ol f est continue (et dans LI(R), 1 < ¢ <
00, si f est dans cet espace). Ainsi, P, f résoud le probléme de Dirichlet dans
le demi-plan supérieur :

+
oxr?  Ot?
lim; .o P, f = f, au sens ci-dessus.

2 2
(8— 8_) P,f(x) =0, pourt>0;

Exemple 3.2.8. - Opérateur de Poisson du disque unité : Pour 0 < r < 1,
on pose
1—1r?
r ) =
Pr(9) 1 —2rcosf + r?

C’est une fonction 27-périodique, continue, paire, positive et on a

pr(e) _ Z T|n|ein9

neL
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En effet, le second membre s’écrit

)
2 :r\n\ezna =1+ § (rne'mﬁ + rnefznG)
nez n=1

et il suffit alors de se rappeler la formule donnant la somme d’une série
géométrique. Il est clair que

1 2

L’opérateur de convolution P, qui est associé a la fonction p, :

Po(0) = % /0 (0 — ) de’

est un opérateur linéaire continu de L*([0,27], dz/27) dans lui-méme et
sa norme vaut 1. La formule de Parseval (voir le théoréme 2.1, section 2,
chapitre IT) permet d’exprimer P, f, pour f dans L*([0, 27|, dx/27), a laide
des coefficients de Fourier de p, et ceux de f :

I
™
=

S

s
+
™
|
=

<

=0(z) +w(z), avec z =re

Rappelons que f étant de carré intégrable, ses coefficients de Fourier (f(n))
sont bornés (en fait f(n) tend vers 0 quand |n| tend vers 'infini) et donc les
deux séries ci-dessus ont un rayon de convergence au moins égal a 1. Il est
clair que, dans le disque unité, la fonction v(z) est holomorphe et la fonction
w(z) est antiholomorphe. En d’autres termes, les fonctions v et w sont
indéfiniment différentiables dans le disque unité D = {2z € C | |z| <1}

et
ov ow

=0 i
0z

5 0, sur D

ou l'on a posé

o _1(o .9 o _1(o _ .9
0z 2\ox oy)’ dz 2 \odx Oy

Notons que
g0 00 1

9:05 9595 15
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ot A est Popérateur de Laplace sur R2. Puisque v et w sont dans C*°(D),
nous avons Av = 0 et Aw = 0, et donc

Ap'rf - 0

De plus, si 'on désigne par || || la norme de L?([0,27], dz/27), la formule
de Parseval donne

1f = PefIP = f ()P = ")
nez
et par suite

}iq{ Hf - Prf” =0

Ainsi, P, f est la solution du probléme de Dirichlet dans le disque unité en
ce sens que, pour toute f dans L?([0,2x], dx/27), la fonction P,f, r < 1,
est une fonction harmonique a 'intérieur du disque unité et converge vers f
sur la frontiére de D, lorsque r tend vers 1~ (la convergence étant entendue
au sens de la norme de I'espace L*([0, 27|, dz/27)).

Exemple 3.2.9. - Opérateur de Gauss® Considérons la fonction de Gauss :
1
€Tr) =
=75

La fonction g est intégrable sur R et son intégrale vaut 1. L’opérateur de
convolution GG, qui lui est associé :

Gf(x) = / F)g(a —y) dy = / £z —y)g(y) dy

exp(—x?/2), pour z € R

est borné de L*(R, dz) dans lui-méme et sa norme est majorée par 1. Posons,

pour t > 0,
1

La fonction g; est d’intégrale égale a 1 et 'opérateur de convolution associé,
Gy est borné sur L%(R, dx) ; il est appelé opérateur de Gauss et joue un role
important dans la résolution des équations d’évolution classiques telle que
I’équation de la chaleur. En effet, on vérifie aisément que

090 _ 10%:
ot 2 0x?
3L’ceuvre du mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855) est un mo-
nument d’une ampleur et d’une richesse sans égale : non seulement il y a Gauss ma-
thématicien, mais il y a le calculateur, le géodésien, I'astronome sans oublier qu’il a
pratiquement consacré les vingt derniéres années de sa vie a ’étude du magnétisme.
On estime que c’est presque de trois quarts de siécle qu’il a devancé son temps et ainsi
illuminé I'avenir comme nul autre ne ’a fait. Son génie inspirait & ses contemporains
une vénération un peu craintive, et nul n’aurait osé lui contester le titre de “Prince des
mathématiciens” dont on le désignait communément.
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On en déduit que, pour toute f dans L*(R,dx), la fonction qui a (z,t)
associe Gy f () est deux fois contintiment dérivable sur Rx |0, oo et satisfait

oG, _ 10°G,

ot 81-2
lim [|[f =G f]| =0
t—0t

c’est-a-dire que I'opérateur de Gauss permet de résoudre ’équation de la
chaleur sur Rx]0, col.

OPERATEUR INTEGRAL DE VOLTERRA*

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R et soit k& une fonction continue
sur [a,b] x [a,b] & valeurs complexes. Pour toute fonction f dans I'espace
L?([a, b],dx), on pose

vv@w=/1@wﬁwww

On définit ainsi un opérateur linéaire borné de L?([a, b], dr) dans lui-méme
et on vérifie que
b—a

VI <M—= ou M= sup [k(z,y)
\/5 [a,b] x[a,b]

Cet opérateur, appelé opérateur intégral de Volterra, différe de 'opérateur
intégral de Fredholm par le fait que la borne supérieure de I'intégrale qui
le définit est la variable x, au lieu de 'extrémité b de l'intervalle. Ceci a
pour effet d’avoir une meilleure majoration de la norme de V et par suite
de V" avec n € N. On peut anticiper et voir ’exemple 3.12 du paragraphe
qui suit.

EXERCICES

1. Soit A = (\,) une suite bornée de nombres complexes et soit T’
I'opérateur de multiplication dans £?(N), par la suite A\. Montrer que
IT5[F = sup,, Al

Solution : Par définition, pour z = (z,,) € (*(N), Thz = (\,x,) et

T3] = > Pl < sup [\l
neN

neN

1Vito Volterra (1860-1940), est un mathématicien italien dont les travaux portent
sur I’Analyse Mathématique et ses applications a la Mécanique Physique et la Biologie.
Il consacra les derniéres années de sa vie a I’étude de 'Hérédité et la Théorie de la lutte
pour la vie.
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On en déduit que ||T)|| < sup|A,|. D’autre part, pour tout élément
neN
er de la base canonique de 62(N), on a Ther = A\pep et par suite

| Txex|]
lex]]

On en déduit que sup |A;| < ||7h]], et par suite I'égalité voulue. O
keN
2. Approxzimation de l’identité : Soit  une fonction positive, intégrable

sur R" et d’intégrale égale a 1. Pour ¢ > 0, on consideére la fonction
définie par ¢y (z) =t "¢ (x/t)

(i) Montrer que ¢; est dans L*(R™) et que ||| = 1.

(ii) Montrer que pour tout 6 >0, lim; f||xu>590t($) dr = 0.

(iii) En déduire que si f est dans LP(R™), 1 < p < oo, alors ¢y * f
appartient a LP(R™, dx) et que

Ve N, ||T\|| >

= | A&l

T [1f = o [l =0

(iv) Montrer que si f est une fonction uniformément continue et bor-
née sur R”, alors ¢, * f converge uniformément sur R" vers f lorsque
t tend vers 0.

Solution : L’assertion (i) résulte immédiatement du changement de
variables y = x/e. Pour 'assertion (ii), soit 6 > 0 et posons encore
y = x/e. Alors

J(x)dr =€ r/e)dr = d
/Mw ) /Ww /e /”y||>5/f(y> y

Puisque ¢ est intégrable et /e tend vers U'infini lorsque € tend vers
0, la derniére intégrale tend vers 0 avec e. Pour la partie (iii), on
remarque d’aprés (i) que f(z) = [g, ¢¢(2) dx et par suite

|90t*f|:

[ e =)~ et o
< [ 1@ =) = 1@ledo) Py dy

ou 1/p+1/q = 1. En appliquant I'inégalité de Holder et en intégrant
par rapport a x, on voit que || f * ¢;(z) — f(z)||} est majorée par

/n [/n [f(z —y) = f(@)["ely) dy] [/n ee(y) dy} p/qu

:/n [/ ’f(x_w—f(x)!p%(y)dy} dx
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En changeant l'ordre des intégrations dans la derniére intégrale (ce
qui est justifié car les fonctions sont positives), on obtient

levs =S < [ euwots) dy

o Y(y) = [|T,f — fIE, T, étant Popérateur de translation défini au
début de ce paragraphe. Pour § > 0, on peut écrire

[t as= [+ ) dy= B

Etant donné n > 0, on peut choisir § de fagon que 1 (y) soit stricte-
ment inférieur a 7 dés que ||ly|| < d; il en résulte que pour tout t > 0,
A s < 1. De plus, en utilisant 'inégalité de Minkowski, on peut voir
que |9l est majoré par 27| f|| et par suite By s est, & une constante
multiplicative prés, majorée par ny||> s Pt(y) dy. On conclut grace a
(ii). L’assertion (iv) se démontre de facon tout a fait analogue. [J

. En utilisant les résultats de ’exercice précédent, montrer que I’espace

C*(R™) des fonctions indéfiniment dérivables et a support compact
dans R™ est dense dans LP(R", dx) pour tout p, 1 < p < 0.

. Lemme de Schur: Soit k une fonction définie et positive sur Ry xR

On suppose que pour tout A > 0, k(As, \t) = A7 k(s,t) et que pour
un certain p, 1 < p < oo,

/ k(1,t)t 7 dt =~ < 00
0

Par exemple k(s,t) = 1/(s + t) posséde ces propriétés. Montrer que
K fllp <l fllp, ot K est donné par

Kf(s) = /0 THOks, bt (s> 0)

Solution : On remarque que

Kf(s)=s" /Ooof(t)k(l,t/s) dt = /Ooof(st)k(l,t) dt

En utilisant la version intégrale de I'inégalité de Minkowski (voir exer-
cice 15, section 1, chapitre I), on peut écrire

sl < [ [lreomofa]

Un changement de variables évident montre que le second membre

est égal a
[ e ([ an)de =51,
0 0

L’inégalitée cherchée s’en déduit. [



3.3 Propriétés spectrales des opérateurs
continus

113

5. (Extension, due o Schur, du théoreme 2.5 ) : Soient (X, pu) et (Y, v)
deux espaces mesurés o-finis et soit (z,y) — k(x,y) une fonction
mesurable sur (X X Y, u x v). On suppose qu'il existe des fonctions
mesurables p(z) et ¢(y) positives presque partout sur X et Y respec-
tivement et telles que

/X k(. y)lple) du(z) < Cra(y), / k(. 9)la(y) di(y) < Cop(a)

(i) Montrer que l'opérateur intégral de noyau k, défini par

Kf(z) = /Y k(. 9)f(y) du(y)

est borné¢ de L*(Y,v) dans L?(X, p) et que |K|* < C1Cs.

(ii) Montrer que dans le cas ou X = R, = [0,00[ et Y = R, l'opéra-
teur K est borné de L*(R) dans L*(R, ) pourvu que le noyau k vérifie
Iinégalité |k(z,y)| < C (2? + y*)" 2. On construira p(z) et ¢(y) de fa-
¢on a pouvoir utiliser (i).

3.3 Propriétés spectrales des opérateurs
continus

Soit E un espace de Hilbert, £L(E) est alors une algébre de Banach. On
aimerait définir f(A) lorsque f est une fonction d’une variable complexe
et A un élément de L(E). Prenons d’abord f un polynéme a coefficients
complexes, f(z) =Y ¢ aiz®. Il n’y a aucune difficulté a définir f(A) par

FA) = apa*

en convenant que A° = I (I'opérateur identité) et f(A) appartient a L(F).
On vérifie également que si p; et ps sont deux polyndémes a coefficients
complexes

(A1p1 + Aapa)(A) = Aipi(A) + Xapa(A),  pipa(A) = pi(A)p2(A)

ce qui exprime le fait que I'application p — p(A) est un homomorphisme
de l'algébre des polynomes dans I'algebre L(F).

Jusqu’ici nous n’avons pas fait usage de topologie. Prenons maintenant
pour f la somme d’une série entiere f(x) = > ;" o;z?, de rayon de conver-
gence R > 0; la relation ||A"|| < [JA||", montre que la série Y, a; A7 est
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normalement convergente pour [[A|| < R. Comme L(FE) est complet, elle
est convergente et sa somme définit un élément de £(E) qu’on note f(A).
On peut par exemple considérer la série

o An
nl’
n=0
dont le rayon de convergence est R = +00. Sa somme est un opérateur
borné noté e, et on vérifie facilement que si A et B sont deux éléments de
L(E) qui commutent (AB = BA), alors ete? = eA*5) En particulier si
l'on pose, pour t € C, f(t) = e, on aura

ft+s) = f(£)f(s)

et on a la un groupe a un parameétre d’éléments de L£(FE).
Un autre exemple particulierement important est donné par le théoréme
suivant

Théoréme 3.3.1. Si A est un élément de L(E) tel que ||Al| < 1, alors la
série y .~ A" est convergente dans L(E) et on a

(I—A)(ni;oA”) - @An)(I_A) 1

Démonstration. Si ||A]] < 1 la série > A™ est normalement convergente
dans L(F). Soit B sa somme; la relation

I—A)I+A+A+  +A") =T A"

montre, par passage a la limite quand n tend vers 'infini, que B vérifie

(I—AB=B(I-A)=1. 0

Ce théoréme traduit le fait que si ||A|| < 1, Popérateur I — A est inver-
sible et son inverse est la somme de la série ) ° A". Celle-ci est souvent
appelée série de Neumann?, elle a été introduite dans le but de résoudre cer-
taines équations intégrales dont nous verrons, plus loin, quelques exemples.

Rappelons qu'un élément A de L(F) est dit inversible s’il existe un
¢lément B (nécessairement dans L£(E), voir remarque ci-dessous) vérifiant

AB=1 e BA=1

®John Von NEUMANN (1903-1957), mathématicien d’origine hongroise, a créé des
théories nouvelles pour formaliser des problémes qui échappaient & ’analyse classique. 11
a ainsi rendu rigoureux les développements du formalisme de la Mécanique Quantique de
Dirac et Schrédinger. Il concocta en 1943, avec I’économiste autrichien Oskar Morgens-
tern, une célébre théorie économique : la théorie des jeux. Les ordinateurs d’aujourd’hui
fonctionnent toujours selon les principes de base qu’il définit en juin 1945.
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L’opérateur B est alors unique; il est désigné par B = A~! et appelé 'in-
verse de A. Notons qu’une seule des égalités précédentes ne suffit pas pour
affirmer que A est inversible. En effet la premiére implique que I'opérateur
A est surjectif alors que la deuxiéme implique qu’il est injectif. Si E est
de dimension finie, il y a effectivement équivalence entre la premiére et la
deuxiéme relation, mais si £ n’est pas de dimension finie, cette équivalence
tombe en défaut.

Remarque 3.3.2. - C’est un fait remarquable que si A € L(E) est bijectif,
alors son inverse A~! est un opérateur continu, c’est-a-dire appartient a
L(E). Ceci est une conséquence du théoréme de I'application ouverte (voir
I'annexe) qui assure que si F et I’ sont deux espaces de Banach et ¢ : E —
I est une application linéaire continue et surjective, alors elle est ouverte,
c’est-a-dire qu’elle envoie tout ouvert de E sur un ouvert de F'. Il en résulte
que l'image réciproque par A~ de tout ouvert O C E, c’est-a-dire A(O),
est un ouvert ce qui traduit précisément la continuité de A~!.

Lemme 3.3.3. L’ensemble des éléments inversibles de L(E) est un ouvert
dans L(E) et Uapplication A — A~ est continue.

Démonstration. Soit A un élément de L(FE) inversible. Pour tout I’élément
B de L(FE) vérifiant ||B|| < [|[A7Y|7!, T'opérateur I + A™'B est inversible
(car ||[A'B]|| < 1) et il en sera de méme de l'opérateur A + B = A(I +
A~!B). Cela montre que les opérateurs inversibles forment un ouvert de
L(E). Par ailleurs,

(A+B) ' — A =(I+A'B) 1A — 4~

(1) (4 Bya!

I
WE

n=1

et par suite

e e A~
I(A+B)"" =A< ) AT "HB|" < - 1B
21: 1— [ A=Y[|[ Bl
Il en résulte que ||[(A+ B)™' — A7!| tend vers 0 avec || B||. O

Définition 3.3.4. Soit A un élément de L(E). On appelle ensemble ré-
solvant de, et on note p(A), l’ensemble des nombres complexes A tels que
A — M soit inversible. On appelle spectre de A, et on note o(A), le com-
plémentaire de p(A) dans C.

L’application R4 qui & A € p(A) fait correspondre (A — AI)~!, est
appelée la résolvante de I'opérateur A. Elle posséde la propriété intéressante
suivante, qui permet de donner une premiére description du spectre d'un
opérateur de L(F).



116

Endomorphismes continus d’un espace de Hilbert

Théoréme 3.3.5. Soit E un espace de Hilbert et A € L(E).
(i) La résolvante R4 est une application holomorphe de p(A) dans L(E)
et vérifie [’équation de la résolvante

Ra(A) = Ba(p) = (A = ) Ra(A) Ra(p)
(ii) Pour A, p € p(A), on a Ra(N)Ra(p) = Ra(p)Ra(N).

Démonstration. (i) L’équation de la résolvante se vérifie facilement ; jointe
a la continuité de R4, elle entraine 'holomorphie de celle-ci, car

lim Ra(\) — Ra(p)
p—A A—p

= Ri(\)

De plus, par symétrie on a Ra(p) — Ra(A) = (u—A)Ra(p)Ra(N). Auvu de
I'équation de la résolvante, on en déduit que R4(\) et Ra(p) commutent,
ce qui démontre (ii). O

Théoréme 3.3.6. Le spectre de tout élément A de L(E) est un compact
non vide de C, inclus dans le disque fermé de centre 0 et de rayon || A|l.

Démonstration. L’application A — A — Al est continue et p(A) est 'image
réciproque, par cette application, de l’ensemble des éléments de L(F) in-
versibles. Celui-ci étant un ouvert (lemme 3.3), on en déduit que p(A) est
un ouvert dans C. D’autre part, tout A € C, |A| > ||A||, est dans p(A) car

A= =-\I—-X1A)

et [[A\"'A|| < 1. 11 en résulte que o(A) est un fermé inclus dans le disque
fermeé { A € C, |A| < ||4]| }-

Il reste a vérifier que o(A) est non vide. Supposons le contraire ; pour x
et y fixés,la fonction A — (Ra(A)x,y) est alors holomorphe sur p(A) = C,
et tend vers 0 quand |A\| — +oo; elle est donc bornée dans tout le plan
complexe et le théoréme de Liouville implique qu’elle est identiquement
nulle

ceci nécessite que R4(A\) =0,V A € C, ce qui est absurde. O]

Théoréme 3.3.7. Soit A un élément de L(E) et soit p un polynome de
degré n, a coefficients complezes, p(x) =Y ¢ agz®. Alors

(i) le spectre de p(A) est o(p(A)) = p(o(A)) ={p(A) | A € o(A) }

(i) Si A est inversible, c(A™) = [o(A)] L ={ X |Xea(A)}.

Démonstration. Pour tout Ao, p(A) — p(Ag) = (A — Ag)q(N), ol ¢ est aussi
un polynoéme. On en déduit que

p(A) = p(Ao)I = (A — Aol)q(A)
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Si A\¢ appartient a o(A), alors p(\g) appartient & o(p(A) — p(Xg)I), sinon
[p(A) — p(Xo)I]71q(A) serait 'inverse de A — \oI. Ainsi, on a montré I'in-
clusion

p(o(A)) C a(p(A))

Inversement, soit \g dans o(p(A)) et désignons par A;, 1 < j < n, les racines
de p(A) — Ao, chacune étant répétée autant de fois que sa multiplicité. Il
existe une constante « telle que

pA) —do=a(A—=A1)--- (A=)
et

Puisque le premier membre de cette derniére égalité est un opérateur non
inversible, il existe j, 1 < j < n, tel que A — \;I est non inversible, c’est-
a-dire \; € 0(A). En prenant A = ); dans la premiére égalité, on trouve
p(A;) = Ao, ce qui veut dire que Ay € p(c(A)) et par suite le spectre de
p(A) est inclus dans p(a(A)). O

Par exemple, le spectre d’un opérateur nilpotent est réduit a 0 (un
élément A de L(F) est nilpotent sl existe n tel que A" = 0).

Si A € C est tel que A — Al n’est pas injectif, alors A\ appartient au
spectre de A; on dit que A est une valeur propre de A, tout vecteur x # 0
appartenant au noyau de A — \I est appelé un vecteur propre de A corres-
pondant & la valeur propre A, ces vecteurs propres et 0 forment un sous-
espace vectoriel fermé de E appelé sous-espace propre de A correspondant
a la valeur propre A, sa dimension (finie ou infinie) est la multiplicité de A.

Définition 3.3.8. Le spectre ponctuel de A, noté 0,(A), est 'ensemble des
valeurs propres de A.

Notons bien que, lorsque E est de dimension finie n, 'algébre linéaire
élémentaire nous a appris que toute valeur spectrale de A est une valeur
propre de A, c’est-a-dire 0(A) = 0,(A), et le spectre de A est un ensemble
fini ayant au plus n éléments qui sont les racines du polyndéme caractéris-
tique de A. Mais si E est de dimension infinie la situation se complique et
on a en général seulement 'inclusion 0,(A) C o(A). Naturellement, nous
nous intéresserons aux cas “modérés” ou la situation est “proche” de celle
en dimension finie, a savoir les opérateurs dont le spectre est constitué
d’un nombre (au plus) dénombrable de valeurs propres : Cest la classe des
opérateurs compacts qui feront 'objet du chapitre IV. Voyons & présent,
quelques exemples.

Exemple 3.3.9. - Déterminons le spectre de 'opérateur de translation
deéfini sur £2(N) par Ae; = 0 et Ae, 1 = e,. On peut vérifier facilement que
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|A|| = 1, si bien que pour tout complexe A de module strictement supérieur
a 1, 'opérateur

A
M — A= )\(I /\)
est inversible. Le spectre de A est donc inclus dans le disque unité fermé
D(0,1). Nous allons démontrer qu’il lui est égal. On vérifie d’abord que pour
tout A, |A| < 1, I'élément z) = (1, A\, A?,...) est dans (*(N) et satisfait la
relation Axy, — Az, = 0, donc A € 0,(A) et x) est un vecteur propre
associé. On peut voir facilement que tout autre vecteur propre asssocié a
A est proportionnel & x,. Ainsi, on a montré I'inclusion de D(0,1) dans
o,(A) et, compte tenu de ce qui précéde, o(A) = D(0,1). Par ailleurs,
si [A\| = 1 la solution zy de Az = Az n’appartient pas a ¢*(N), un tel
A n’appartient pas donc au spectre ponctuel; comme il est dans o(A),
forcément 'opérateur A — A\ n’est pas surjectif. On peut d’ailleurs vérifier
que l'unique solution & = (z1, z,...) de 'équation Az — \x = e; est de la
forme x = x1ey + (1 + Axy)ea + A1+ Axy)es + - + A" 2(1+ Azy)e, + -+,
et cet élément n’est pas dans (?(N).

Exemple 3.3.10. - Sur l'espace de Hilbert L?([0,1],dx), on considére
l'opéra-teur A de multiplication : Af(z) = zf(z). On a ||A|| = 1 et donc

o(A)c{reC [ [N\ <1}

Si A est en dehors de I'intervalle [0, 1], la fonction z +— (z — \)~! est bornée
sur l'intervalle [0, 1] et Popérateur de multiplication par cette fonction est
borné, c’est I'inverse de A—AI. Donc o(A) C [0, 1]. D’autre part, la relation
Af — Af = 0 implique que f est nulle sauf éventuellement au point A,
I'opérateur A n’admet donc pas de valeur propre (0,(A) = 0). Enfin, pour
tout A € [0,1], l'opérateur A — Al n’est pas surjectif, puisque 'unique
solution de I'équation Af —\f = 1 est la fonction (x—\)~! qui n’appartient
pas a L?([0,1], dz). En conclusion

0,(A) =0 et o(A)=10,1].

Exemple 3.3.11. - Soit ¢*(N) I'espace de Hilbert des suites x = (z,,) de
nombres complexes vérifiant

o0
Z |z, |* < 00
n=>0

Soit D un compact de C et soit {\;, k& € N} une suite dense dans D. On
désigne par A l'opérateur de multiplication par la suite () :

X = (z,) € A(N) — Ax = (\, )
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On remarque d’abord que, la suite ()\,) étant bornée, I'opérateur A est un
endomorphisme continu de ¢?(N). D’autre part, pour tout n, \, appartient
a o,(A) puisque Ae, = A\,e,. Comme le spectre de A est fermé, on en déduit
que D C o(A). Soit A € C\ D, il existe a > 0 tel que |\ — A\g| > a, VE.
La suite ((A — \,)™!) est bornée et I'opérateur de multiplication par cette
suite est donc borné, c’est 'inverse de A — A\I. Ainsi, un tel \ appartient a
p(A) et donc le spectre de A est inclus dans D. Finalement on a les égalités

og(A)=D et o,(A)={A\,,neN}

Cet exemple fournit, en quelque sorte, une réciproque du théoréme 3.6,
puisqu’il montre que tout compact de C est le spectre d'un opérateur li-
néaire continu sur un espace de Hilbert.

Exemple 3.3.12. - (spectre de l'opérateur de Volterra) : Soit [a,b] un
intervalle de R, soit k& une fonction continue sur [a,b] X [a,b] & valeurs
réelles. Sur l'espace de Hilbert £ = L?([a, ], dz), on considére 'opérateur
de Volterra V' défini par

vie - [ ke, y) fy)dy, pour f € L([a, b, da)

On vérifie immédiatement que V2 est un opérateur de Volterra et

xT

V2f(z) = / (e y) f@) dy,  avee a(x,y) = / k(2. O)k(t, y) dt

Plus généralement, on vérifie par induction que pour tout entier n > 2, V"
est un opérateur de Volterra dont le noyau k,, est donné par

() = / ko Ok (by)dt, y <z
Y

Pour ces calculs et ceux qui suivent on peut voir 'exercice 7. Soit M le
maximum du noyau k sur [a, b] X [a, b]. On vérifie par récurrence sur n que

(z—y Wb —a)!
oo =M T

)nfl

[ (2, y)| < M™

De cette derniére inégalité il résulte que la série y > k,(z,y) converge
uniformément sur [a, b] X [a, b] vers une fonction continue sur [a, b] X [a, b].
Ensuite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

V@) < ([ o0 de) 11

M™ 2($_a)2n71 )
< (o) S
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Par intégration sur [a, b], on en déduit que

n n_(b—a)
Ve <M (n— 1)an

La série > ° V™ est donc convergente dans L£(E), ce qui implique que
lopérateur I — V est inversible dans L(F). Le calcul précédent vaut pour
Popérateur A\ —V = A\(I — A7V, quel que soit A # 0, il suffit simplement
de remplacer M par A"'M. Ainsi, pour tout A # 0, 'opérateur \I — V est
inversible et donc o(V') = {0}.

Notons que les calculs précédents montrent que I'inverse de I —V est encore
un opérateur de Volterra de noyau la fonction continue qui représente la
somme de la série Y~ k(. .).

EXERCICES

1. Sur I'espace de Hilbert L*([0, 1], dz), on considére 'opérateur de mul-
tiplication défini par

Af(x) = m($)f ou m(m) = 1 si fracl? < ‘; < 1.

{2:1:, siOSmS%'
Montrer que o(A) = [0,1] et que 0,(A) = {1}.
Quelle est la multiplicité de la valeur propre 17

Solution : Soit A dans |0, 1[. La seule solution possible de 1'équation
(Af — Af) = 1 est définie presque partout (en fait sauf en x = \/2)
par

Or, cette fonction n’appartient pas a L?([0, 1], dz). Ainsi, pour un tel
A, Popérateur A — A n’est pas surjectif. Il en résulte que le spectre
de A contient |0, 1[, comme il est fermé, il est donc égale a [0, 1].
Soit A dans |0, 1[. L’équation Af — Af = 0 implique que

(m(xz) — A)f(x) =0, pour presque tout z € [0, 1]

Compte tenu de I'expression de m, cela implique, nécessairement, que
f est presque partout nulle. Pour A = 1, la fonction x +— m(z) — 1
est nulle sur [1/2,1]. 11 en résulte que, toute fonction de L*([0,1]) a
support dans [1/2, 1] est fonction propre de A relativement & la valeur
propre 1. Celle-ci est donc de multiplicité infinie. [J

2. Soit E un espace de Hilbert séparable E et soit (e,),>1 une base
hilbertienne de E. On considére 'opérateur A défini par Ae, = e,.1,
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pour n > 1. Autrement dit, si x = >~ (x,€e,)e, est un élément
arbitraire de F,

Ax = Z(x, €n)enii
n=1

Déterminer o(A) et 0,(A).
Solution :
a) La définition de A montre que, pour tout = € E, ||Az| = ||z|.
Il en résulte que ||Al| = 1, que A est injectif et que son spectre est
inclus dans le disque fermée, D(0, 1), de centre l'origine et de rayon
1.

b) Soit A un nombre complexe non nul, avec |A| < 1. L’équation
Ax — Az = 0 s’écrit

i@a €n)Ent1 — /\i@c, en)en =0
n=1 n=1

On en déduit que, pour tout entier n > 1, on a (z,e,) = Az, ep41)-
Par récurrence, il vient

1
Vn >0, (z,ep1) = V(x, e1)

Comme la série de terme général 1/\" n’appartient pas a (%(N), la
solution z, ainsi trouvée, n’appartient pas a E. Il en résulte que A\ n’est
pas valeur propre de A. Le spectre ponctuel de A est donc réduit a
I’ensemble vide.

¢) Soit A un nombre complexe non nul, avec |A\| < 1. L’équation
Ax — Ax = e s’écrit

Z(x, €n)eni1 — /\Z<x, en) = €1
n=1 n=1
On en déduit que (x,e;) = —1/X et par récurrence que
Wn>2 (1e) = ——
n Tyen) = ——
e Y ) )\n

La série de terme général —(1/\") n’étant pas dans ¢*(N), on en
déduit que I'équation Ax — Ax = e; n’admet pas de solution dans F,
c’est-a-dire que 'opérateur A — Al n’est pas surjectif. Il en résulte
que A\ appartient au spectre de A.
En conclusion, on a 0,(A) =0 et 0(A) = D(0,1). O

3. Soit a un réel non nul et soit 7, 'opérateur de translation défini sur

L*(R, dx) par 7.f(z) = f(z — a).
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Montrer que 7, est inversible et que |7, = |7, || = 1.
Montrer que o(7,) C{Ae€C | |\ =1}

Solurion : Pour toute f dans L*(R,dx), on a T_oT,f = TaT_of = [.
Cela montre que 7, est inversible et que (7,)~' = 7_,. D’autre part,
la mesure de Lebesgue sur R étant invariante par translation, on en
déduit que
-1
Imaf Il = 11(7a) =" f1l = If]]

Les opérateurs 7, et 7_, sont donc injectifs, de norme 1 et leurs
spectres sont inclus dans D(0,1). On déduit que o(7,) C D(0,1)
et par suite, tout A € C de module |A| > 1, est dans ’ensemble ré-
solvant de 74,. Soit A un nombre complexe non nul, avec |A\| < 1. On
a

Ta— M = = Ao(T_q — A7)

Comme [A7!| > 1, le second membre de I'égalité ci-dessus est un opé-
rateur inversible et il en est de méme du premier. On en déduit qu’un
tel A est dans I’ensemble résolvant de 74,. Finalement, le spectre de
I'opérateur 74, est inclus dans le cercle unité. [J

4. Soit ¢ € L'(R,dzx) et soit A 'opérateur de convolution par ¢, défini

sur l'espace L*(R, dz) par

Af = gu f= /ﬂf(:r “Df(tydt, f e IA(R, dx)

Montrer que le spectre de A est 'adhérence de I'ensemble des valeurs
de la transformée de Fourier de ¢.

Solution : Pour tout élément g de L*(R, dz), on a I'équivalence
feL’(Rdr), Af =M =g+ [fel’R,dx), (6—=Nf=3

Si A appartient a l'adhérence des valeurs de ngS, la seule solution pos-
sible de 'équation (¢—\) f = ¢, donnée par f = §/(¢—\) n’appartient
pas a l'espace L?(R,dz). L’opérateur A — A n’est donc pas surjec-
tif. Un tel X\ est dans le spectre de A. En revanche, si A est dans le
complémentaire de I’adhérence des valeurs de ngb, la fonction

1
est bien définie sur R. De plus, la fonction ¢ étant dans L'(R, dx), sa
transformée de Fourier qg est une fonction continue qui tend vers 0 a
I'infini. On en déduit que la fonction 1 est continue et bornée sur R.
Il en résulte que la fonction g est dans L?(R, dz). Sa tranformée de
Fourier inverse est alors I'unique solution de ’équation Af — A f = g.
Un tel A est donc dans I'ensemble résolvant de 'opérateur A. [
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5. Soit ¢ € LI(T,dt) et soit A 'opérateur de convolution par ¢, défini
dans l'espace L*(T,dt) par

1 2T
Af=5 [ o@-nsa

Montrer que le spectre de 'opérateur A est I’ensemble constitué des
coefficients de Fourier de ¢ et de 0.

Solution : Pour n € Z et f € L*(T,dt), on désigne par c,(f) les
coefficients de Fourier de f. Soit A non nul et vérifiant pour tout
n: X # c,(¢). Pour g dans L*(T,dt), 'équation Af — \f = g est
équivalente a la relation ¢, (f) = ¢,(g9)/(ca(¢) — A), pour tout entier
n € Z. Comme ¢, (¢) tend vers 0, quand n tend vers l'infini, il existe
une constante M telle que pour tout n on ait |c,(¢) — A|7* < M. La
suite ¢, (g)/(ca(¢)—\) est donc dans £%(Z) et définit bien une fonction
f de L*(T,dt). Ainsi, tout A non nul et distinct de ¢, (¢) pour tout n
est dans I'ensemble résolvant. D’autre part, f est fonction propre de
A correspondant & une valeur propre A (c’est-a-dire est solution de
Af — Af =0) si, et seulement si, il existe n € Z tel que A = ¢,(¢) et
alors f(z) = ™. Cela veut dire que les valeurs propres de 'opérateur
A sont les coefficients de Fourier de ¢, comme le spectre de A est fermé
et que ¢,(¢) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, il en résulte que
0(A) ={cu(p),nezZ}u{0}. O

6. On rappelle que le noyau de Poisson du disque unité est défini pour

tout r, 0 < r < 1, par
1—7?

- 1—2rcosf +r?

pr(g) _ Z 74|n|6in9

neL

pr(0)

et que

Soit P, I'opérateur de convolution associé a p, :

1 27

Prf(e) = 2_ f(el)pr(@ o 6,) d0/7 pour f € L? [07 27T]
T Jo

Montrer que les fonctions e,(0) = ¢™ n € Z, sont des fonctions

propres de P, associées aux valeurs propres A, = ", n € Z.

Montrer que si A # \,, Vn € Z et X # 0, U'opérateur P, — \I est

inversible.

En déduire que o(P,) = {0,7",n € N}.

Solution : Le noyau de Poisson du disque unité est défni, pour tout
r,0<r <1, par
1—1?

1 — 2rcosf +r?

pr(0)
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C’est une fonction continue, paire et 2m-périodique.
On vérifie rapidement que

1—72 1 — 2 1 re—if

= . , = -+ .
1—2rcos@+r2 1—r(e?+e®) +r2 1—re? 1 —re?®

Comme 0 < r < 1, le développement en série de chacun des deux
derniers termes donne

Dy (9) _ Z,r,m\ein@

nez

Ainsi, pour tout n € Z, le coefficient de Fourier d’indice n de p, est
rl"l. La fonction p, étant paire, on a aussi

pr(0—6))=p.(0 —0) = Z plnlg=ind gind’

nez

Cela montre que la suite des coefficients de Fourier de la fonction
0" — p.(0 — ') est donc donnée par n s ri"e="0,

L’opérateur de convolution par la fonction p, est défini, pour tout
f € L*]0,2n], par

1 2w

Pf(O) == [ F(O)p, (0—0)d0

:27T0

Le second membre s’interpréte comme le produit scalaire de f par la
fonction ¢ +— p,.(6 — @'). La formule de Parseval permet alors d’en
déduire que

P.f = Z(f, en)rl™e,

neL

ot I'on posé e, () = ™. Pour que A soit une valeur propre de P,, il
faut et il suffit qu’il existe une fonction propre f (non identiquement
nulle) telle que P.f — \f = 0, c’est-a-dire telle que

S (Foea)rte, = AN (Foen)en =0

neL neL

ce qui s’écrit encore

D (e = New =0 (%)

nel

Si, pour tout n dans Z, A est différent de 71", ’équation (*) implique
que (f,e,) =0, Vn € Z. Comme (e,) est une base hilbertienne de F,
on en déduit que f est nulle, ce qui est absurde. Un tel A n’est donc
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pas valeur propre de 'opérateur P,. En revanche, s’il existe un entier
k € Z tel que A = /¥ alors I'équation () est satisfaite pour f = ¢
et pour f = e_;. Cela montre que, pour tout n € Z, la fonction e,, est
fonction propre de P, et que la valeur propre associée est \,, = 7.
Soit A # 0 et A # r" ¥n € Z. L'opérateur P, — Al est injectif.
Montrons qu’il est surjectif. Soit g € L?[0,27] et cherchons s’il existe
f € L]0, 27] telle que
ﬁkf?_'Aj?::g

Compte tenu des calculs en 2, cette équation s’écrit

Z<f> €n><7"‘n‘ - )‘)en = Z<g> €n>3n

neL neZ

et nous en déduisons les relations

VneZ (fe,= M@ﬁn)

On vérifie que la suite n +— (f, e,) ainsi trouvée, est dans ¢*(Z). Il en
résulte que la fonction

1

est bien dans L?[0,27]. Ce qui prouve que l'opérateur P, — Al est
surjectif et donc inversible.
Puisque le spectre de P, est femé, ce qui précéde permet de conclure
que : 0,(P;) ={r",ne N} et o(P,) ={0,7",n e N}. O

7. Soit V T'opérateur de Volterra défini sur L*([0, 1], dz) par

Vi) = / Fe) dt

Montrer que pour tout entier n > 1, on a

T (x—t)" !
vn = ———f(t)dt 3.1
fw) = [ = (3)
En déduire que la résolvante Ry (\) = (A—AI)~!, définie pour A # 0,
est donnée par

xT

Ru(Nf(2) = —A~f(z) — A2 / A (32)

0

Solution : L’expression de V" f(z) se démontre par récurrence. Elle
est vraie pour n = 1 et si on suppose qu’elle I’est pour un entier n, il
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vient

VL f () = /Ox V' fy)dy = /0“7 </Oy %ﬂt) dt) dy

Ce qui prouve la relation (1) pour n + 1 a la place de n. On sait
que le spectre de V est réduit a I'élément 0. Pour A # 0, V' — AI est
inversible, pour trouver I'expression de Ry (\) = (V — AI)™!, on écrit

(V=A) " f(z) = =2 (I = AV) f(2)

=\t i A"V f(x), (avec VO =1T)

= A\ f(z Z/\ /%f(t)dt

— AT () — A Z/ x_t 2 ) dt

En intervertissant les signes somme et intégrale, opération qu’on peut
)
justiﬁer, on arrive a l’expression désirée. ]

8. Soit E un espace de Hilbert avec E = E; @& E», ou E; et Fy sont

deux sous-espaces fermés dans E. Soit A € L(E) qui laisse invariant
chacun de ces deux sous-espaces, c¢’est-a-dire qui vérifie AE; C E;,
1=1,2. Soit A; la restriction de A a E;. Montrer que le spectre de A
est la réunion des spectres de A; et A,.

Solution : 11 est clair que si A — A est injectif, il en sera de méme
des opérateurs A; — A\, © = 1, 2. Inversement, si les deux opérateurs
A; — M, i = 1,2, sont injectifs, il en sera de méme de l'opérateur
A — M. En effet, supposons qu'il exite f = fi + fo (avec f; € E;)
non identiquement nul tel que Af — \f = 0. Il en résulte que A, f; —
Af1 =0et Ayfo — Afy = 0. Mais, 'un au moins de f; et f; est non
identiquement nul, et par suite I'un au moins des opérateurs A; — A1,
1 = 1,2, est non injectif; ce qui contredit '’hypothése. Ainsi, on a
montrer que A— A est injectif si, et seulement si, les deux opérateurs
A; =M, i =1,2, le sont. On montre de méme que A — \I est surjectif
si, et seulement si, les deux opérateurs A; — A\I, i = 1,2, le sont. [J

3.4 Opérateur adjoint—Opérateur autoadjoint

Théoréme 3.4.1. Soient E un espace de Hilbert et A € L(E). Il existe un
unique opérateur continu de E dans E, noté A* et appelé l'adjoint de A,
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tel que
(Az,y) = (z, A™y), Vz, yeE

En outre, on a (A*)" = A et | A"|| = ||A] = || A" A||>.

Démonstration. Pour tout y dans E, Papplication qui a x associe (Ax,y)
est une forme linéaire continue sur £, dont la norme n’excéde pas || A|| ||y|l;
en vertu du théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique z € F
tel que pour tout x dans F

(Az,y) = (z,2) et [lz]| < [ A] [lyl]

Posons z = A*y, on montre aussitdt, en fixant x, que y — A*y est une
application linéaire et ||A*y|| < ||A]l |ly]|, donc ||A*|| < ||A|. L'opérateur
(A*)* est caractérisé par la propriété :

(A*x,y) = (x,(A")"y), pour z, y € FE

Or,

(A*z,y) = (y, A*x) = (Ay, z) = (z, Ay)

On en déduit immédiatement que (A*)* = A et par suite ||A*|| = [|A4||. De
plus, l'inégalité

[Az|® < [[AA]| [|l=[*, V2ekE

montre que || A||? < ||A*A| < ||A%]| |A|l; comme [|A*]| = ||A]|, on a I'égalité
[ A=Al = [|A]*. O

Propriétés de ’adjoint Soient A et B deux éléments de L(E). On a
(a) (M + pB)* = MA* +aB*, pour A, p € C
(b) (AB)* = B*A*
(c) Si A est inversible, A* I'est aussi et on a (A*)™' = (A71)*
(d) et = (ef)"
() o(A") =o(A) ={X[N€a(A)}

Démonstration. Les propriétés (a), (b) et (d) sont faciles a prouver, alors
que (c) est une conséquence de (b), qui assure que (AA™1)* = (A71)*A* =
A*(A™Y)* = I, et du fait que I* = I. Enfin (e) est une conséquence directe
de (c). O

Exemple 3.4.2. - Soit (X, €, 1) un espace mesuré o-fini, soit ¢ une fonc-
tion p-mesurable essentiellement bornée et Ay I'opérateur de multiplication
par ¢ dans Pespace de Hilbert L*(X,Q,u). Alors Padjoint A} de A, est
'opérateur de multiplication par ¢, ¢’est-a-dire que A% = Ag.

e Si un opérateur sur K" est représenté par sa matrice, alors son adjoint
est représenté par la matrice transposée conjuguée.
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e Soit £ est un espace de Hilbert séparable et soit (e,) une base hil-
bertienne de E. On a vu dans la section 1 que tout élément A de L(E) est
représenté par la matrice infinie (a;;), avec a;; = (Ae;, e;). On peut voir de
méme que l'opérateur adjoint A* est représenté par la matrice (a;;) donnée
par a (A*ej, e;). Comme

<A*6j,€7;> = <€j,A6i> = <A€i7€j> =a;;

J1

* o __

1]

on en déduit, comme en dimension finie, que ’adjoint A* est représenté par
la matrice transposée conjuguée.

Exemple 3.4.3. - Désignons par (e,) la base canonique de (*(N) et soit
A Dopérateur de translation défini sur ¢?(N) par
rlAe; =0, Ae,i1=¢€,, n>1
Les relations
1, sig+1=mn;
0, sinon.

<A*ej,€n> = <€j>A€n> — {

montrent que A* est défini par A*e; = e;jy1, 7 > 1. Il en résulte que, si
z =" (x,e,)e, est un élément arbitraire de ¢*(N), ses images par A et
par A* sont données par

o0 [e.o]
Az = Z(m, en)en—1, A'w= Z(x, €n)eni1
n=2 n=1

Exemple 3.4.4. - Soient un intervalle fermé borné [a, b], une fonction k
continue sur [a, b] X [a,b] a valeurs complexes et K l'opérateur intégral de
Fredholm de noyau & défini, pour f € L?*([a,b],dx), par

Kf(z) = / ke, y)fy) dy

C’est un opérateur linéaire borné sur E. Pour f et g dans E, on a

(Kf.g) = /ab </bk(:r,y)f(y) dy)@dl’

= /abf(y: (/abk(x,y)@dx) dy

- / ) ( / W) dx) dy = (f, K"g)

On en déduit que K* est 'opérateur intégral de Fredholm de noyau k¥,
avec k*(z,y) = k(y, x). Autrement dit

K*f(z) = / ) f () dy

Le théoréme suivant est souvent utilisé :
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Théoréme 3.4.5. Soit A € L(FE). Pour que A soit injectif, il faut et il
suffit que tmage de A* soit dense dans E, ce qui se traduit par ’égalité

(SmA*)* = ker A

On remarque que l'égalité (A*)* = A permet de remplacer, dans cet
énoncé, A par A*. Autrement dit, pour que I'image de A soit dense dans
E, il faut et il suffit que A* soit injectif, c’est-a-dire que (ImA)*+ = ker A*.

Démonstration. Pour que y soit orthogonal & I'image de A, il faut et il
suffit que (Ax,y) = (x, A*y) soit nul pour tout = dans F, ce qui implique
que A*y = 0. Ainsi, Porthogonal de A(F) est bien ker(A*). La deuxiéme
relation s’en déduit en remplagant A par A*. ]

Définition 3.4.6. Un opérateur A € L(E) est dit auto-adjoint (ou parfois
hermitien) s’il est égal a son adjoint, c’est-a-dire si, quels que soient x et
y dans E, (Az,y) = (v, Ay).

Exemple 3.4.7. -

(1) Un opérateur intégral de Fredholm est auto-adjoint si et seulement
si son noyau k vérifie k(y,z) = k(z,y)

(2) L’opérateur de multiplication par une fonction ¢ € L*>®(X,€Q, u)
est auto-adjoint dans L*(X, 2, i), si et seulement si ¢ est a valeurs
réelles.

(3) Soit A € L(E). Les opérateurs U = (A + A*) et V = £(4 — A*)
sont auto-adjoints et on a A = U 4 ¢V. L'opérateur U est appelé la
partie réelle de A et 'opérateur V est sa partie imaginaire.

Le résultat suivant, outre qu’il fournit des exemples d’opérateurs auto-
adjoints, est un outil trés utile dans la discussion de I’existence de solutions
d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Il peut étre considéré comme
une variante du théoréme de représentation de Riesz (théoréme 3.4, chapitre

1).

Théoréme 3.4.8. (Lax-Milgram) Soit E un espace de Hilbert et soit B
une forme hermitienne sur £ x E. On suppose que :
(1) la forme B est continue, c’est-a-dire qu’il existe une constante M
telle que, pour x ety dans E on ait |B(x,y)| < M||z| ||yl
(2) la forme B est coercitive, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' >
0 telle que, pour tout v € E, B(x,z) > C||z|?
Alors, il existe un unique opérateur A dans L(E), inversible et auto-adjoint
, tel que
B(z,y) = (Az,y), [Al<M et A7 <C.

Démonstration. Pour y fixé dans E 'application qui a = associe B(x,y) est
une forme linéaire continue sur E dont la norme est majorée par M||y|| car

|B(z,y)l < Myl ||=]l, V2ekE
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D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément,
qui dépend de y et que nous notons donc Ay, tel que

B(x,y) = (z, Ay)

L’application A est linéaire car, pour x, y; et yo dans E et pour a dans K,
on a

<I, A(yl + Oéy2)> - B(x7y1 + ay?) - B(%?Jl) +aB(x7y2)
= <£L’,Ay1> +a<ZL‘,Ay2> = <.Z',Ay1 =+ OéAy2>

L’application A est bornée par M, puisque |(x, Ay)| < M||z|| ||ly||. Enfin A
est auto-adjoint car, B étant hermitienne, la relation B(z,y) = B(y,x) se
traduit par

(z, Ay) = (y, Ax)

et le premier membre de cette égalité est précisément égal a (Ay, z). D’autre
part, si Az = 0 alors B(z,z) = 0, comme la forme B est coercitive, on en
déduit que x = 0, ainsi ker A = {0} et le théoréme 4.5 implique que

(SmA)- = {0}

L’opérateur A est donc injectif & image dense. Montrons que son image est
fermée, ce qui prouvera que A est surjectif et donc inversible. Soit (z,) une
suite de Cauchy dans I'image de A; pour tout n il existe x,, € E tel que
z, = Ax,. La coercitivité de la forme B implique de nouveau que

OHxn - xm” < HAxn - Axm”

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n et m tendent vers
l'infini, donc (x,) est une suite de Cauchy et si x est sa limite on aura

lim Ax, = Az

n—~oo

ce qui montre que la limite de la suite (z,) appartient a 'image de A. Enfin,
la coercitivité appliquée & v = A~'y, y € E, donne

ClA™y|* < (AA™Yy, A7ly) = (y, A7hy) < lyl| Ayl
d’ o il résulte que ||[A7| < C7L. O
Proposition 3.4.9. Soit E un espace de Hilbert sur C. Un élément A de

L(E) est auto-adjoint si, et seulement si, pour tout x dans E, (Ax,x) est
un nombre réel.
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Démonstration. Si A est auto-adjoint, alors (Az, z) = (x, Az) et ce nombre
est donc réel. Supposons maintenant que, pour tout élément x de E, (Ax, x)
soit réel. Cela implique que

(Az,x) = (x, Ax), et par suite ((A— A")z,z)=0, VzeFE

Ainsi, la forme sesquilinéaire qui a (z,y) associe ((A — A*)z,y) s’annule en
tout point de la diagonale de E' x E et l'identité de polarisation (voir le
chapitre I, 1.2) montre alors qu’elle s’annule en tout point (z,y) de E X E,
c’est-a-dire ((A — A*)z,y) = 0 quels que soient = et y dans E. Il s’ensuit
que A = A*. ]

Corollaire 3.4.10. Soient E un espace de Hilbert sur C et A dans L(F).
Si (Azx,x) = 0 pour tout v € E, alors A = 0.

Remarque 3.4.11. - La proposition 4.9 et le corollaire 4.10 tombent en
défaut si E est supposé un espace de Hilbert sur R, comme le montre

I’exemple suivant
01
_ 2 _
E=R*, A= (_1 O)

On a (Ax,z) = 0 pour tout € R% Mais A* # A. La raison est que I'iden-
tité de polarisation, dans le cas réel, n’est vraie que si la forme sesquilinéaire
qui & (z,y) associe (Ax,y) est symétrique, ce qui veut dire précisément que
A est auto-adjoint. On comprend donc les hypothéses du corollaire suivant

Corollaire 3.4.12. Soient E un espace de Hilbert sur R et A un élément
de L(E) auto-adjoint. Si (Ax,x) =0 pour tout x € E, alors A = 0.

Nous avons déj a a notre disposition plusieurs formules qui permettent de
calculer la norme d’un opérateur A € L(E) (voir le début de ce chapitre).
Lorsque celui-ci est auto-adjoint, le calcul peut étre considérablement sim-
plifié gace au théoréme suivant

Théoréme 3.4.13. Si A est un opérateur auto-adjoint, alors

[All = sup |[(Az, )]

llz(l=1

De plus, si le mazimum est atteint en xq, alors celui-ci est vecteur propre

de A associé a | Al ou —||A|l.

Démonstration. Désignons par N(A) le maximum de |(Az, z)| lorsque z va-
rie sur la sphére unité. L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que |(Az, x)|
est inférieur a ||A|| ||z]|?, on en déduit immédiatement I'inégalité N(A) <
|Al|. Pour montrer I'inégalité dans l'autre sens, on remarque d’abord que,
par définition de N(A), on a

[(Az,2)| < N(A)||z]?, Vzek
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d’autre part, en utilisant le fait que A = A*, on montre facilement que
ARe(Az,y) = (A(z +y), (z+y)) — (Alx —y), (x —y)), pour x et y dans E.
L’inégalité précédente et 'identité du parallélogramme donnent alors

HARe(Az, y) < N(A) |z + vl + = — y])?)
= 2N (A)(lz]I” + [[y]I*)

et par suite, quels que soient et y de norme 1, Re(Azx,y) < N(A). Prenons
y = Ax/||Ax||, lorsque Az # 0, on en déduit que

Re(Ax, Ax)

= [[Az|| < N(A
St = s < N(4)

En prenant le maximum sur ’ensemble des x € F de norme 1, on arrive a
I'inégalité ||A|| < N(A) et par suite a 1’égalité cherchée.

Supposons maintenant que le maximum soit atteint en un point zg € F
et soit z un élément de £ de norme 1 et orthogonal a xy. L’élément x; =
(cost)zg + (sint)z est de norme 1 quel que soit ¢ réel, et coincide avec
pour ¢ = 0, il en résulte que la fonction ¢ — (Axy, z;) présente un extremum
en t = 0 et par suite sa dérivée est nulle en ce point. Le calcul de cette
dérivée donne

2Re((Axg, z)) =0

En substituant iz & z, on voit que (Azg, z) = 0. Ceci étant pour tout z de
norme 1 et orthogonal a z, il en résulte que Az, appartient a ’orthogonal
de {zo}t, c’est-a-dire qu’il existe une constante X telle que Azg = Azg. On
en déduit alors I’égalité

A= <)\$0,l’0> = <A5L’0,$0> = :i:HAH
Ce qui termine la preuve. ]

Il faut bien noter que le maximum n’est pas forcément atteint et donc
les nombres £||A|| ne sont pas forcément des valeurs propres. Nous verrons
dans le chapitre suivant que si 'opérateur A est compact alors le maximum
est toujours atteint et donc ||A]| ou —||A|| est valeur propre de A.

Proposition 3.4.14. Soit A € L(E) un opérateur auto-adjoint et soit F
un sous-espace de E. Si F' est invariant par A, alors F* est aussi invariant
par A.

Démonstration. En effet, pour tout € F et y € F*, on a
(Ay,x) = (y, Az) =0

car Az appartient a F, il en résulte que Ay appartient a F*. O
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Définition 3.4.15. Un opérateur A de L(FE) est dit positif si, pour tout
x € B, (Ax,x) est supérieur ou égal a zéro.

Notons que tout opérateur positif, dans un espace de Hilbert sur C,
est auto-adjoint (proposition 4.10). D’autre part, pour tout opérateur A €
L(E), les opérateurs AA* et A* A sont auto-adjoints positifs car, pour tout
x dans E, (A*Az,z) = (Az, Az) > 0. En particulier si A est auto-adjoint,
alors A% est un opérateur positif.

Théoréme 3.4.16. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est réel et, celui
d’un opérateur auto-adjoint positif est positif. Les sous-espaces propres cor-
respondants a deux valeurs propres distinctes d’un opérateur auto-adjoint,
sont orthogonauz.

Démonstration. Soit A € L(E) un opérateur auto-adjoint et soit A = u+iv,
avec v # 0. Pour tout x € E, on a

[Az = Azl|* = || Az — pa || + v* 2]

Il en résulte que, d’une part A — A\I est un opérateur injectif, et que d’autre
part son image est un sous-espace fermé de E. Il en est de méme de 'opé-
rateur A — AI. Utilisant le théoréme 4.6 on en déduit que Im(A — \I)*+ =
ker(A — M) = {0} et par suite Im(A — \I) = E. L’opérateur A — \I est
donc bijectif de F sur E. Ainsi, tout A € C\R est dans I'ensemble résolvant
de A. Si de plus 'opérateur A est positif, on vérifie que, pour tout x € £
et tout A < 0,

lAz = Az||* = [|[Az||* — 2M(Az, 2) + M [|z]* = A«

et on en déduit, comme précédemment, que A — I est inversible.

Soient, maintenant, \; et Ay deux valeurs propres distinctes de A et
soient x; et xy deux vecteurs propres associés. Ces valeurs propres sont
nécessairement réelles, d’aprées ce qui précéde, et on a

()\1 — )\2)<[L’1,l‘2> = <A$1,[L’2> — <[L’1,A$2> = O

Comme Ay # A9, on a nécessairement (1, x9) = 0. O]

EXERCICES

1. Soit £ un espace de Hilbert et A un élément de L(F). Montrer que
si une suite (x,) converge faiblement vers x dans E, alors la suite
(Az,) converge faiblement vers Azx.

En déduire que si (x,) converge faiblement vers x et si (y,,) converge
vers y, alors la suite ((Ax,,y,)) converge vers (Ax,y).
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Solution : 1) Soit (x,) une suite d’éléments de E qui converge faible-
ment vers x. Pour tout y € E, on a

lim (Az,,y) = lim (z,, A*y) = (z, A*y) = (Az,y)

n—oo

2) Supposons que (z,,) converge faiblement vers x et que (y,,) converge
(fortement) vers y, on a

|<A$’y> - <A$nvyn>’ < |<A.il:,y> - <A$nvy>‘ + |<A$n>y> - <A$n>yn>‘

La premiére étape montre que le premier terme du second membre
tend vers 0 quand n tend vers l'infini. D’autre part, puisque (z,)
converge faiblement elle est bornée, il existe donc M telle que ||z, || <
M, pour tout entier n; il en résulte que

[(Azn, y) = (Azn, yn)| < M| A[[ly — ynl]

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. 0O

. On considére 'opérateur de Volterra défini sur L*([0, 1], dz) par

Vi) = / P di

Déterminer 1’adjoint de V.

Solution : Soient f et g deux éléments de L?([0,1],dz), qu'on peut
supposer a valeurs réelles. On a

g = [ ([ roa) o= [ 50 ([ swar) a

Cela montre que ’adjoint de 'opérateur V' est donné par

V*f(z) = / £(t) dt

. (Hellinger-Toeplitz.) Soit E un espace de Hilbert sur C. Soit A un

endomorphisme de E hermitien, c’est-a-dire vérifiant
(Az,y) = (z,Ay), Vz,yeE

Montrer que nécessairement A est continu sur E.

Solution : C’est une application directe du théoréme du graphe fermé.
Voici une autre maniére de voir : puisque pour tout x dans £ de norme
1,on a

(Az,y)| = [(z, Ay)| < ||Ayl|, VyekFE
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on en déduit que { Az; ||z|| < 1} est un ensemble faiblement borné.
Le théoréme de la borne uniforme assure alors que cet ensemble est
borné, c’est a dire que

sup{ [[Az[f; [lz]] <1} = [JA[] < oo.

4. Sur l'espace de Hilbert L?[0, 1], on définit I'opérateur de multiplica-
tion A,, pour ¢ € L>[0, 1], par

Agf =of

(i) Montrer que || Ay|| = ||¢]|co-
(ii) Montrer que A est une valeur propre de Ay si, et seulement si,
I'ensemble {z | ¢(z) = A} est de mesure non nulle.

5. Soit E un espace de Hilbert sur C. Montrer que si A € L(FE) est
un opérateur positif, c’est-a-dire vérifiant (Az,z) > 0, Vo € E, alors,
quels que soient x et y dans F,

[(Az, y)* < (Az, z).(Ay,y)

C’est une sorte de généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Indication : Considérer (A(zx + \y),x + A(x + y)), pour A\ € R.

6. Soit £ un espace de Hilbert. Pour deux éléments A et B dans L(FE),
on écrit A < B si l'opérateur B — A est positif. Soit (A,,) une suite
croissante d’opérateurs auto-adjoints dans L(F), telle que

0<A <AL <A, L...<T

(a) Soit A;; = A; — A;, pour ¢ < j. Montrer, en utilisant I'exercice
précédent, que

[Ag]|* < (| AP x]]* (A, )
En déduire que

[Aj — Aizl|* < |(Ajz,2) — (A, $>] l]1*

(b) En remarquant que ((A;x,x)) est une suite croissante et bornée,
montrer que (A;z) est une suite de Cauchy dans E. Soit Az sa limite,
montrer que l'opérateur A, ainsi défini, est linéaire borné et auto-
adjoint.

7. Cet exercice renvoie au théoréeme de Lax-Milgram. Soit £ un espace
de Hilbert et soit B une forme hermitienne sur £ x E, coercitive.
(a) Montrer que pour toute forme linéaire L, continue sur F, il existe
un unique élément v € E tel que

(*)  L(v) = B(v,u), YveEE
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(b) Soit ¢ 'application définie sur E par
¢(v) = B(v,v) — 2Re(L(v))
Montrer que u est solution de (x) si, et seulement si

o(u) < o(v), VveE

. Soit E un espace de Hilbert et A un élément de L(E) auto-adjoint.

(a) Montrer que si A appartient a p(A) alors il existe ¢ > 0 telle que :
|Az — Az|| > ¢||z||, pour tout = € E

(b) Soit u € R, et supposons qu'il existe une constante ¢ > 0 telle
que : |[|[Az — px|| > ||z||, pour tout x € E. Montrer que u n’est pas
valeur propre de A et que 'image de l'opérateur A — pul est dense
dans E. Montrer que I'image de A — pul est fermée et en déduire que
w appartient a p(A).

(c) Déduire de ce qui précéde qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un nombre réel \ appartienne au spectre de A est qu’il
existe une suite (z,,), n € N, d’éléments de E de norme 1 et tels que
limy, 4 oo || Az, — Az || = 0.

On pose m = infjy|=1 < Az,z > et M = sup, = < Az,z >.

(d) Montrer que l'opérateur A — ml est auto-adjoint, positif et que
sa norme est égale & M — m. Montrer qu’il existe une suite (x,,)
d’éléments de E, avec ||z, || = 1 tels que

lim < (A—mDz,,z, >=M—m
n—+o00
En écrivant (A— M)z, = (A—ml)x,— (M —m)z,, et en utilisant ce
qui précéde, montrer que lim,, . ||Az, — Mz,]|*> = 0 et en déduire
que M appartient & o(A).
(e) En déduire que m appartient aussi & 0(A) (on pourra considérer
lopérateur —A).







Chapitre 4

Opérateurs Compacts

Parmi tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert, on peut
distinguer une classe importante d’opérateurs, dont les propriétés sont les
plus proches de celles des opérateurs linéaires dans un espace de dimension
finie. C’est la classe des opérateurs compacts, appelés encore opérateurs
complétement continus.

4.1 Définitions et Propriétés

Nous commencons d’abord par rappeler la définition et quelques pro-
priétés des ensembles compacts.

Définition 4.1.1. Soit E un espace topologique séparé. Un sous-ensemble
F' est dit compact si de tout recrouvrement ouvert de F' on peut extraire
un sous recouvrement fini. Cela veut dire que, toute famille {V;,j € J}
d’ensembles ouverts dont la réunion contient F' admet une sous-famille
finie :

{Viw,ji(k) € J,k=1,2...,n} dont la réunion contient F.

La définition suivante est plus commode lorsque E est un espace métrique,
cas dans lequel nous nous placons dans la suite.

Définition 4.1.2. Soit E un espace métrique. Un sous-ensemble F' de E est
compact si toute suite d’éléments de F', contient une sous-suite convergente
vers un élément de F'.

La propriété caractéristique suivante est souvent utile :

Proposition 4.1.3. Soit E un espace métrique et F' un sous-ensemble de
E. Les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) Le sous-ensemble F' est compact
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(b) Le sous-ensemble F' est complet et pour tout ¢ > 0, il existe un
nombre fini d’éléments de F, {vy, vy, ..., v,}, tels que

FC CJ B(v;,e€)

j=1
ou B(vj, €) est la boule ouverte de centre v; et de rayon e.

La propriété (b) exprime le fait que tout élément v de F' est & une
distance inférieure a € d’au moins un élément parmi {vy, vq, ..., v, }.

De ce qui précede, on peut voir que tout ensemble compact est un
fermé, borné et complet. D’autre part, si E est de dimension finie, les sous-
ensembles compacts de E sont exactement ceux qui sont fermés et bornés
(théoréme de Bolzano-Weierstrass), alors que dans un espace de dimension
infinie, un sous-ensemble fermé et borné n’est pas nécessairement compact
(voir encore la fin du chapitre I).

Définition 4.1.4. Un sous-ensemble F' de E est relativement compact si
son adhérence F est compacte. Le sous-ensemble F est dit précompact si
son complété est compact.

Evidemment, lorsque E est lui-méme complet, les deux notions sont
équivalentes.

Nous sauterons la preuve de la proposition et de I’équivalence des défini-
tions précédentes, et nous renvoyons le lecteur a un cours plus détaillé sur
ces questions.

Définition 4.1.5. Soit E un espace de Hilbert et A un endomorphisme de
E. On dit que A est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné de
E en un ensemble relativement compact.

En d’autres termes, A est un opérateur compact si, pour toute suite
bornée (z,) dans E, la suite (Az,) contient une sous-suite convergente.

On désignera par K(FE) 'ensemble des opérateurs compacts de E dans
lui-méme.

Théoréme 4.1.6. Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que ['on
a Uinclusion IC(E) C L(E).

Démonstration. Soit A un opérateur compact dans E. L’image de la boule
unité de E est un ensemble relativement compact, donc borné. Il existe,
alors, une constante M > 0, telle que

Ayl <M, VyekE, |y|<1

On en déduit que
Az < M|lz||, VzeE

L’opérateur A est donc continu et sa norme est majorée par M. [
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Remarque 4.1.7. - La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie en géné-
ral. Les opérateurs compacts sont tres particuliers ; par exemple si E est de
dimension infinie, I'identité n’est pas un opérateur compact, puisque cela
entrainerait l'existence d’un voisinage de l'origine relativement compact
dans E et par suite E serait de dimension finie.

En revanche, si E est de dimension finie, tout opérateur linéaire dans
E est compact, puisque si F' est un sous-ensemble borné de E, son image

A(F) est bornée et donc son adhérence A(F') est compacte.

Théoréme 4.1.8. L’ensemble K(E) est
(a) un sous-espace vectoriel fermé de L(E).

(b) un idéal bilatére de L(E), c¢’est-a-dire que si A € K(FE) et B € L(E),
alors AB et BA sont dans KK(E).

Démonstration. 1l est facile de voir que K(E) est un sous-espace vectoriel de
L(FE); montrons qu’il est fermé. Soit (A, ) une suite d’opérateurs compacts
qui converge vers un opérateur A € L(F); il s’agit de prouver que A est un
opérateur compact. Cela revient a prouver que A(B(0, 1)) est relativement
compact, ou B(0,1) est la boule unité de E. Soit € > 0, il existe un entier
no tel que ||A,, — A|| < €/3. Puisque A,, est compact, A,,(B(0,1)) est

relativement compact et il existe donc 1, xs, ...,z dans B(0, 1) tels que
k
Ano(B(0,1)) € | B(Any;, €/3))
j=1

on en déduit que, pour tout z € B(0,1),
Az — Azjl| < [|Az — Angz|| + | Angz — Anojl| + [[Anor; — Azl <€

c’est-a-dire que
k

A(B(0,1)) C | B(Az;,e)
j=1
ce qui termine la preuve de (a).
Soient, d’autre part, A € K(E) et B € L(FE). Siune suite (x;) est bornée
dans E, il en sera de méme de la suite (Bz;) et, A étant compact, la suite

(ABz;) contient une sous-suite convergente. AB est donc un opérateur
compact. On démontre de méme que BA est un opérateur compact. O

Définition 4.1.9. Un opérateur A est de rang fini si son image est de
dimension finie. Le rang de A est la dimension de son image.

L’ensemble des opérateurs de rang fini de £ dans E sera noté Ko(F).
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Exemple 4.1.10. - Soit £ un espace de Hilbert séparable et soit (e,) une
base hilbertienne de E. Pour tout entier n, on désigne par P, 'opérateur de
projection orthogonale sur le sous-espace engendré par { e, ea, ..., e, }.
P, est un opérateur de rang fini égal a n.

Exemple 4.1.11. - Sur l'espace de hilbert L?([0,7],dx), Popérateur A
défini par

Af(x) = /Oﬂcos(x —5)f(s) ds, pour fe L*([0,7],dx)

est manifestement un opérateur linéaire, continu et ’expression

Af(z) = ( /0 " cos(u) f(u) du> cos T+ ( /0 sin(u) £ (u) du) sin

montre que 'image de A est un sous-espace de dimension deux. L’opérateur
A est donc de rang fini égal a 2.

Théoréme 4.1.12. Un opérateur borné A est de rang fini si, et seulement
si, son adjoint A* est aussi. Dans ce cas, A et A* ont méme rang.

Démonstration. On suppose A de rang fini n. Soit (e;),7 < n, une base
orthonormée de Im(A) et soit P I'opérateur de projection orthogonale sur
I'image de A. On a A = PA et donc A* = A*P (car P est auto-adjoint).
On en déduit que pour tout = € E

Az = A" <Z($, ei>ei>

i=1
n

= Z(m, ei)A%e;
i=1

L’image de A* est donc engendrée par les vecteurs (A*e;);<, et le rang de
A* est inférieur ou égal a celui de A. Comme (A*)* = A, on en déduit que
A et son adjoint ont méme rang. [

Théoréme 4.1.13. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. En effet, un opérateur de rang fini étant borné, il trans-
forme un ensemble borné en un ensemble borné. Or, dans un espace de
dimension finie, un ensemble borné est relativement compact. ]

Il est facile de voir que Ky(FE) constitue un sous-espace vectoriel de

Théoréme 4.1.14. Soit A un élément de L(FE). Les assertions suivantes
sont équivalentes
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(a) L’opérateur A est compact.
(b) L’opérateur A* est compact.
(c) L’opérateur A est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. L’assertion (c¢) implique I'assertion (a), car Ko(E) est in-
clus dans K(E) et celui-ci est fermé. Montrons que (a) implique (c) : Soit
B(0,1) la boule unité de E, l'opérateur A étant compact, A(B)(0,1) est
relativement compact ou, ce qui revient au méme, précompact. Il existe

donc, pour tout € > 0, des éléments vy, ys,..., yi tels que
k
A(B(0,1))  |JBlys. e)
j=1

B(y;,€) étant la boule de centre y; et de rayon e. Soi F' le sous-espace
vectoriel engendré par yi, ys2,..., yr et Pp 'opérateur de projection or-
thogonale sur F'. L’opérateur PrA est de rang fini et, pour tout = dans la
boule B(0,1), Az appartient & l'une des boules B(y;, €), donc

|Az — PpAz|| = d(Az, F) = inf | Az — y|| < e
yeF

et par suite ||A — PrAl| <e.

Enfin I’équivalence entre (a) et (b) découle du fait que 'adjoint d’un opé-
rateur de rang fini est de rang fini et que la norme d’un opérateur continu
est égale a la norme de son adjoint. ]

Remarque 4.1.15. - Le caractére hilbertien de E est intervenu, de fagon
essentielle, par le projecteur orthogonal Pr. En fait, S. Banach a émis la
conjecture que le théoréme restait vrai lorsque £ est un espace de Banach
quelconque. Ce n’est qu’en 1972 que Per Enflo a montré que la réponse a
cette conjecture est négative.

Les opérateurs compacts ont été introduits par Hilbert lors de 1’étude
des opérateurs intégraux. Ils les a appelé opérateurs complétement continus
parce qu’ils possédent une propriété de continuité spéciale que nous allons
voir maintenant et qui, d’ailleurs, les caractérise (voir exercice 8).

Théoréme 4.1.16. Soit A un opérateur compact dans E. Alors, I’image
par A de toute suite de E faiblement convergente est une suite (fortement)
convergente.

Démonstration. On raisonne par I'absurde. Soit (z) une suite faiblement
convergente vers 0, et supposons que la suite (Azy) ne converge pas (en
norme) vers 0. Il existe alors € > 0 et une sous-suite (zy@,) telle que
|Azrm)|| > €, et ce pour tout n. La suite (xy), étant faiblement conver-
gente, est bornée. La suite (Azy(,)) admet donc une sous-suite qui converge
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(en norme), soit y sa limite. Pour simplifier les notations, on peut supposer
que
li A -yl =0
Jm ([ Az — y]
Or, la suite (A:L’k(n)) converge faiblement vers 0, donc nécessairement y = 0,
c’est-a-dire
lim_ | Ayl = 0

n—-+oo

ce qui contredit I’hypothése. ]

Corollaire 4.1.17. Soit (ey), k € N, une suite orthonormée dans E. Si A

un élément de IC(F), alors klim || Aex|| = 0.
— 400

Démonstration. Pour tout 2 dans E, la série Y, |(x, e;)|? est convergente
et son terme général (x,e;) tend vers 0 lorsque k tend vers U'infini. Cela
traduit le fait que la suite (ey) est faiblement convergente vers 0, le théoréme
précédent permet de conclure. O

Un exemple important d’opérateurs compacts est donné par le théoreme
qui suit.

Théoréme 4.1.18. Soient E un espace de Hilbert séparable et (e,,) une base
hilbertienne de E. Soit A = (\,) une suite bornée dans C alors l'opérateur
de multiplication par \ défini par

A)\en = )‘nen
est compact si, et seulement si, A, tend vers zéro quand n tend vers linfini.
Démonstration. Soit P, I'opérateur de projection orthogonale sur le sous-

espace engendré par {ej, e, ..., e, }. L'opérateur P, A, est un opérateur
de rang fini et on a

)\jej, Sl]Zﬂ‘Fl,

Ay — P, Ay))e; =
(A \Je; {O, si g <mn.

et par suite [|[Ay — P, A\ = sup,, [A;]. Si la suite (A,) tend vers zéro
quand n tend vers I'infini, on en déduit que I'opérateur A, est limite d’'une
suite d’opérateurs de rang fini, donc compact (d’apres le théoréme 1.14).
Inversement, si Ay est compact, le corollaire 1.17 assure que

lim ||Axe,|| = lim [A,| =0

ce qui termine la preuve. UJ
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Un deuxiéme exemple d’opérateurs compacts est donné par la famille
des opérateur de Hilbert-Schmidt qui ne sont définis que si l'espace de
Hilbert est séparable (ce que nous supposerons dans la suite). Pour les
introduire, nous avons besoin du résultat qui suit.

Proposition 4.1.19. On suppose E séparable et on désigne par (e,) une
base hilbertienne de E. Pour tout élément A de L(E), le nombre (fini ou

infini)
AP = || Aen|?
n=1
ne dépend pas de la base hilbertienne considérée et on a
AN = [IlA™]]]

Démonstration. Soit (f,) une autre base hilbertienne de E. On a

Z”ABPHQ ZZ| Aep?fq ZZ| eva*fq
p=1

p= lq 1 p= lq 1
= ZZ| ep:A*fq Z ||A*fq||2
qg=1 p=1

En particulier, en prenant la méme base, on obtient

00 0o
D Ael? =D A%
p=1 p=1

ce qui montre que |||Al||] = [||A*|||]. On en déduit ensuite que |||A]|| ne
dépend pas de la base considérée, puisque

ZHAesz ZIIA*J”pH2 ZHAfp|!2 O

Définition 4.1.20. Un opérateur de Hilbert-Schmidt sur E est un élément
A de L(E) pour lequel ||| Al]| est fini

ANl = (3 IAeall?) < o0
n=1

Le nombre |||Al|| s’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de A.

Notons que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est borné et on a l'in-
égalité ||Al| < |||Al]| car, pour tout x € E,

1 Az|® =) Az e)l? =) I{w, Aen)” < lz]?[[]All
i=1 =1
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Théoréme 4.1.21. Tout opérateur de Hilbert-Schmudt est compact.

Démonstration. Soit (e,) une base hilbertienne de E et soit A un opéra-
teur de Hilbert-Schmidt sur E. Pour tout n, on désigne par P, 'opérateur
de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par {ej,es,...,e,}.
L’opérateur A, = AP, est de rang fini égal a n et on a A,e; = Ae;, si
Jj<mnetAye; =0,s1j>n+1, donc

0, sij<n;
Ae;, sij>n+1.

(A= Aye; = {

Il en résulte que

1A= AP < NA = AP = D 1l4¢?

j=n+1

Le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque n tend vers
I'infini, puisque c’est le reste d’une série convergente. L’opérateur A est
donc limite d’une suite d’opérateurs de rang fini. ]

Lorsque E est I'espace L?(X,€, ), on a une description précise des
opérateurs de Hilbert-Schmidt. Plus exactement, soit (X, {2, u) un espace
mesuré o-fini et supposons que l'espace de Hilbert L?(X,, 1) soit sépa-
rable, on a :

Proposition 4.1.22. Soit k € L*(X x X, Q2 xQ, u®@u). Pour tout élément
f de L*(X,Q, u), la fonction

Kf(z) = /k(x,y)f(y)du(y)

est définie pour presque tout x et appartient a L*(X,Q,u). L’application
qui a f associe K f est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur E et on a

1| = / ke, )Py dpa(y)

Inversement, tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(X,Q, ) est du type
décrit ci-dessus.

Le lemme suivant est utile pour démontrer la proposition. On en donne
une généralisation en exercice.

Lemme 4.1.23. Soit (¢,,) une base hilbertienne de L*(X,Q, ). La famille

(D), définie sur X x X par ®,(z,y) = ¢p(x)p,(y), est une base hilber-
tienne de L*(X x X, Q x Q, 1 @ ).
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Démonstration. Puisque pour (p,q) et (i,j) dans N

[ wiidne = [ [ 015,005 @00 duta)uty)
= (0p, D) (5, Dq)

la famille (®,,) est orthonormée. Soit F' une fonction de carré intégrable
sur I'espace produit X x X. Pour presque tout y € X,

/ F(z,y)Pdu(z) < oo

Il en résulte que la fonction

Fi(y) = / F(z,y)du(x)du(z)

est définie presque partout, appartient & L*(X, €, u) et on a

TXk :E b5, F, Z|/ (v)duly)?

—Z|// ) ()5 (0) A dp(y)
= [(F, @)

Ainsi, si F' est orthogonale a ®;; pour tout couple (,7), alors F; = 0,
quel que soit l'entier i, donc = — F(z,y) est nulle pour presque tout v,
c’est-a-dire que F' = 0. (®,,) est donc une base hilbertienne. ]

Démonstration la proposition : D’aprés le théoréme de Fubini, pour
presque tout z, Papplication y +— |k(z,y)|* est intégrable et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne

Kf(@)]? < £ / Ik, ) Pdp(y)

Si K f est mesurable, on aura

1K s@Pduta) < 1017 [ [ b Pantoduty

La fonction K f est donc dans L*( X, Q, u) et || K f]] < [|k|| || f]]- Cela montre
que K est un opérateur borné et || K| < ||k]|.

Montrons que la fonction K f est mesurable. Soit A un ensemble inté-
grable et ya sa fonction caractéristique. L’application qui a (z,y) associe
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Xa(z)f(y) est de carré intégrable sur X x X ; comme k est aussi de carré
intégrable sur X x X, on en déduit que l'application qui & (x,y) asso-
cie k(z,y)xa(z)f(y) est intégrable. D’aprés le théoréme de Fubini, pour
presque tout z, I'application y — k(z,y)xa(x)f(y) est intégrable et I'ap-
plication

- / k(x, y)xa (@) £ () dp(y)

est intégrable. Cela montre que, pour tout ensemble intégrable A, la fonc-
tion yaK f est mesurable. L’espace L*(X, (2, ) étant supposé o-fini, il en
résulte que K f est mesurable.

Montrons que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit (¢,) une
base hilbertienne de L?(X,, 1), on a

(K g, b3) = / / (2, 1) ba(0) By () dps(x)dis(y)
/ / (1) 60 (9) By (@) dp () dpe(y)

c’est-a-dire (K bgs Op) = (k, Ppg). Le lemme précédent permet alors d’écrire

p,q=1 p,q=1

On en déduit I'égalité ||| K[| = ||k]|-
Inversement, soit A un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(X,Q, u) et
(¢,) une base hilbertienne. Posons

a;; = (Agj, ¢;) et k(z,y) Zawqﬁl

Cette derniére série converge dans L*(X x X,Q x Q, u® ), car (¢; ® ¢;)
est une base hilbertienne et 7, . [a;;|* < 0o; il en résulte que k est de carré

intégrable relativement a la mesure p ® pu. D’autre part, soit f et g dans
L?(X, 9, 1) et posons

9= Z zigi,  Af = Z%@ avec Y = Zaij%‘
i i j
On a
(Af,9) Zyzzz Zaijil?jz_i
(kg0 ) = / [ k) f@)a@dn(s)dut)

- / (fr.rw) du(y))g(w) ()

Il en résulte que A est 'opérateur intégral associé au noyau k. O
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Proposition 4.1.24. L’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt est un
idéal bilatére de L(F) et si A est un opérateur de Hilbert Schmidt, pour
toute base hilbertienne (e,,) de E, on a

[e.e]

AP = lagl ot ay = (Aej,e)

ij=1

Démonstration. Si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt et S un élément
de L(E), on a

D lISAe 1P < ISIP Y Nl Ael* = ISIP]11A]1I7
j=1 Jj=1

L’opérateur SA est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt. De méme, S*A*
est un opérateur de Hilbert-Schmidt et il en sera de méme de son adjoint
AS, ce qui prouve (a). L’assertion (b) résulte de 'égalité

1Aesl* =) [{Aej, e
=1

L’assertion (3) est immédiate. O

EXERCICES

1. Soit A € L(E). Montrer que si A*A est un opérateur compact alors
A est un opérateur compact. En déduire que A est compact si et seule-
ment si A* est compact. (c’est une autre démonstration du théoréme
1.14).

Solution : 1) Soit (z,,) une suite bornée de E. Puisque A*A est com-
pact, on peut extraire de (z,) une sous-suite () telle que (A*Ax])
soit convergente, on désigne par y sa limite : lim,, ., ||[A*Az], —y| = 0.
On peut extraire de (z/,) une sous-suite (x!) faiblement convergente,
on désigne pat x la limite faible de (z/). On a

Ay = (A, Axl) = (A Ax, o)
Il vient
JAyE = Gy, 0)| < (A" Al 2 = (yai| + 1w, @) = (g, )
< Nl4° Az =yl + 1y, 23) — (g, )]

Comme () est bornée et A*Azx! converge vers y, le premier terme

du second membre tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il en est
de méme du second terme car (/) converge faiblement vers xz. On a



4.1 Définitions et Propriétés 149

donc montré que la suite (Az!) est convergente et par suite A est un
opérateur compact.
2) Si maintenant A est compact, il en sera de méme de AA*, car le
produit d’un opérateur compact par un opérateur borné est compact ;
I'étape 1) montre alors que A* est compact. On montre de méme que
si A* est compact, A l'est aussi. [

2. Montrer qu'un opérateur A € L(F) est compact si, et seulement si,
I'application S — SAS, de L(E) dans lui-méme est compacte.

3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction continue. Soit A, 'opérateur de
multiplication par ¢, défini sur L?((a,b), dx) par

Apf = of

Montrer que Ay est continu et que s'il existe = € [a, b] tel que ¢(z) #
0, alors Ay n’est pas compact.

Solution : D’abord il est clair que Ay est un opérateur continu. Sup-
posons que ¢ ne s’annule pas en un point de [a,b], comme elle est
continue il existe un intervalle [c, d] inclus dans [a, b] dans lequel ¢ ne
s’annule pas. Si A, est compact dans L*[a, b], sa restriction a L?[c, d]
est a fortiori un opérateur compact. Mais cette restriction est un
opérateur inversible (son inverse est I'opérateur de multiplication par
1/é(x), ¢ < x < d), il en résulte que 'identité est un opérateur
compact dans L?[c,d], ce qui est impossible. [

4. Montrer que dans un espace normé de dimension infinie, si un opé-
rateur compact est inversible, alors son inverse n’est pas borné.

Solution : Si A est compact et inversible, A~ ne peut pas étre borné
sinon, AA™! serait compact, ce qui exige que E soit de dimension
finie. O

5. Un opérateur compact dans un espace de Hilbert (de dimension in-
finie) peut-il étre solution d'une équation algébrique >;,_, cx A% =0
(en convenant que A° =1T)?

Solution : Si ¢y = 0, la réponse est oui. A titre d’exemple, on peut
considérer 'opérateur de projection orthogonal P sur un espace de
dimension finie, c¢’est un opérateur compact et il vérifie I’équation
P — P?2 = (. En revanche, si ¢y est non nul, la réponse est non. En
effet, dans ce cas I’équation peut s’écrire sous la forme

A+ byA? 4+ -+ b, A" =T avec by =cp/co

et I'opérateur A serait compact et inversible dans L£(E), ce qui contre-
dit le fait que la dimension de FE est infinie. [

6. Soit £ un espace de Hilbert et A € £(F). Montrer que si A trans-
forme une suite faiblement convergente en une suite fortement conver-
gente, alors il est compact (c’est la réciproque du théoréme 1.16).



150

Opérateurs Compacts

Solution : Comme la boule unité est faiblement compacte, voir le
théoréme 3.11 du Chapitre I, I’hypothése dit que 'opérateur A trans-
forme la boule unité en un ensemble relativement compact, ce qui est
la définition de la compacité de A. [

7. Montrer que si p < ¢, l'injection de 'espace de Sobolev H?|0, 27]

dans l'espace de Sobolev H?|0, 27| est compacte. Ces espaces ont été
introduits au chapitre I, exemple 1.14.

Solution : On désigne par I U'injection de HY[0, 27| dans H?[0, 27] et
par [, I'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace en-
gendré par { e,,; |m| < n }. La projection d'un élément f de HY[0, 27]
s'ecrit In(f) = 2 <p Cm(f)em. On vérifie alors, que

I =L)flp= Y A +m®Plea(HP

m|>n+1

1 2
< WWH(]

Ainsi, I'identité U'injection de H7[0, 2] dans H?[0, 27] est limite d'une
suite d’opérateurs de rang fini, elle est donc compacte. [

8. Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R. On désigne par C*[a, b] I'es-

pace des fonctions contintiment dérivables sur [a,b] jusu’a lordre k.
On munit cet espace de la norme suivante : || f[|x) = sup,<; | /9]
La convergence dans C*[a, b] équivaut a la convergence uniforme des
fonctions avec leurs dérivées jusqu’a l'ordre k.

(a) Montrer que C*[a, b], muni de la norme ci-dessus est un espace de
Banach.

(b) Montrer que I'injection de I'espace C*![a, b] dans 'espace C*[a, b]
est compacte.

Solution : Soit F une famille bornée d’éléments de C*[a, b]. 1l existe
une constante M telle que || f[|1) < M, pour tout f € F. La famille
F est évidemment bornée dans Cfa, b], de plus elle est équicontinue,
car

x+h
|f<x+h>—f<x>|=r/ Ft)di| < M|, VfeF

Le théoréme d’Ascoli-Arzela (voir 'annexe) permet d’en déduire que
F est relativement compact. Ainsi, on vient de montrer que I'injection
de C'[a,b] dans C|a,b] est compacte. On montre de méme que 'in-
jection de I'espace C**[a, b] dans I'espace C*[a, b] est compacte. [

9. Soit H le sous-espace de L*(T), des fonctions f dont les coefficients

de Fourier vérifient ¢,,,(f) = 0, Vm < 0. Il peut étre considéré comme
I'image de 'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace de
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L*(T), engendré par (€,)m>0,
Pf(e”) =Y cm(f)e™,  f e LA(T)
m=0

Soit ¢ € C(T) et définissons l'opérateur de Toeplitz T, : H — H, par
T,f = P(6f).

(a) Montrer que || T4 < [|¢]|oo

(b) Par un calcul explicite, montrer que pour ¢ = e, 'opérateur
Te, Te; — T,e; est compact sur H.

(c) Montrer que, pour ¢ et ¢ dans C(T), Popérateur TuTy — Tyy
est compact sur H. (on approximera ¢ et ¢ par des combinaisons
linéaires finies des (ey).)

10. Montrer que I'image de tout opérateur compact est séparable.

11. Soit F un espace de Hilbert et A un élément de L(E). Montrer que
A est compact si, et seulement si, chaque fois que deux suites (z,,) et
(yn) convergent faiblement vers x et y respectivement, alors la suite
((Az,,y,)) converge vers (Ax,y). (cet exercice est a rapprocher de
I'exercice 3, section 1, chapitre I1T).

Solution : Les hypothéses traduisent le fait que le graphe de I'opéra-
teur A est fermé. La solution est donc une conséquence immédiate du
théoréme du graphe fermé. [J

12. Soient (X;, Q;, i), pour 1 < i < 2, deux espaces mesurés et o-finis.
Soient (¢,) une base hilbertienne de L*(X1, €, 1) et (1,) une base
hilbertienne de L?*(Xy, s, 1o). En suivant la preuve du lemme 1.23,
montrer que { ¢, ®1,;p, ¢ € N} est une base hilbertienne de Iespace
L2(X7 % X5, Q X Qo py @ pa).

4.2 Spectre d’un opérateur compact

Soient £ un espace de Hilbert et A un opérateur compact dans E. On
sait que si F n’est pas de dimension finie, A = 0 est, toujours, dans le spectre
de A; sinon, lopérateur I = AA~! serait compact ce qui impliquerait que
E est de dimension finie (Remarque 1.7). Dans la suite donc, A désignera
toujours, sauf mention du contraire, un nombre complexe non nul.

Proposition 4.2.1. Soit A € K(E). Si A — M est surjectif, alors il est
injectif.

Démonstration. Supposons qu’il existe x; # 0 tel que Axy = Ax;. Posons
B=A—Xl.Ona Bx; =0, on a aussi

ker(B) C ker(B*) C --- C ker(B") C - --
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et chacun de ces sous-espaces est fermé. Nous allons montrer que ces inclu-
sions sont, toutes, strictes. En effet, puisque B est surjectif, il existe o tel
que Bxy = x1, il existe x3 tel que Bxg = x5 etc. Par induction, on construit
une suite (z,,) telle que Bz, = x, et z, # 0 puisque x; # 0. D’autre
part, z, € ker(B™), car

B"z, = B" Y(Bz,) = B" " (#,_1) =--- = Bz, =0

Mais z, ¢ ker(B"™'), car B" Y(z,) = -+ = B(xz) = z; # 0, donc
ker(B"!) est strictement inclus dans ker(B™). Choisissons, pour tout n >
1, un vecteur unitaire e, appartenant a ker(B") et orthogonal & ker(B"1).
Comme Be,, appartient a ker(B"!), on a

[Aen||* = | Ben + Aewll® = [|Benll” + [A]* = A

Ainsi, (e,), n > 1, est une suite orthonormée, dont I'image (A4e,), n € N,
ne converge pas vers (), ce qui est impossible d’apres le corollaire 1.17. [

Pour la réciproque de cette proposition, on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.2.2. Soit A € K(E). Si A— A est injectif, alors son image est
fermée dans E.

Démonstration. Soient y € Im(A — M) et (y,,) une suite de Sm(A — \I)
qui converge vers y. On pose

Yn = Ax,, — A\,

e Si (z,) contient une sous-suite bornée, alors, A étant compact, (z,)
contient aussi une sous-suite (x,, ) telle que (Azx,, ) converge. Comme

B Az, — Yn,
B A

Tn

la suite (x,,) converge vers un élément = qui vérifie Ax — Az = y.
e Si (z,,) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite ||z,| tend vers
infini avec n. Posons z, = |2, || z,, il vient

|zl =1 et lim (A —A)z,=0

Comme A est compact, (z,) contient une sous-suite (z,,) telle que (Az,,)
converge. On en déduit que la suite (z,,) est convergente et si z est sa
limite, on aura ||z|| = 1 et Az — Az = 0. Ce qui contredit I'hypothése
A — A est injectif. ]

Lemme 4.2.3. Soit A € K(E). Si lopérateur A — X est injectif, alors il
est surjectif.
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Démonstration. Puisque B = A — A\I est injectif, son image F; est fermée
d’aprés le lemme précédent. Posons, pour tout n > 1, £, = B"(E). On a
la une suite décroissante de sous-espaces fermés

---Chb,CE,1C---CEyCE

Si ’on suppose que E; # E, ces inclusions seront, en fait, strictes. En effet,
si xg est un élément non nul de F qui n’appartient pas a Ej, il est facile
de voir que pour tout n > 1, B"xy € E,, et B"zy ¢ E,,1. Choisissons donc
e, € E, de norme 1 et orthogonal & F,, ;. Comme Be, € F, .1 :

[Aen]l* = [ Bea |l + [AI* = |A]?
ce qui contredit le fait que (Ae,) doit tendre vers 0. O
Les résultats précédents se résument comme suit

Théoréme 4.2.4. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert
E. Pour tout A complexe non nul, l'opérateur A — A\l est injectif si, et
seulement si, il est surjectif. Autrement dit

a(A)\ {0} = 0,(A) \ {0}

Corollaire 4.2.5. (Alternative de Fredholm) Soit A un élément de IC(E)
et i un nombre complexe. Alors, deux possibilités peuvent se présenter pour
[’équation

T — pAr =y

- Ou bien, quel que soit le choix du second membre y, elle posséde une
solution unique x.
- Ou bien l’équation homogeéne x — Az = 0 admet une solution non nulle.

Démonstration. 1l est évident que pour p = 0, c’est la premiére possibilité
qui se réalise. Soit donc p # 0 et posons A = pu~!. L’équation x — pAx =y
est alors équivalente a 1’équation

(A= X))z = -y

Si A n’est pas dans le spectre de A, alors A — A\I est inversible, et c’est
le premier cas qui a lieu; si A appartient au spectre de A, le théoréme
précédent montre que A est, nécessairement, une valeur propre de A (car
A #0) et c’est alors le deuxiéme cas qui se présente. ]

Théoréme 4.2.6. Si A un opérateur compact alors, pour tout complexe A
non nul, le noyau de A — M\l est de dimension finie.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que la boule unité du sous-espace
ker(A—AI) est relativement compacte. Soit (x,,) une suite dans ker(A—\I),
de norme inférieure ou égale a 1. On a

Ax,
A
L’opérateur A étant compact, (Az,) contient une sous-suite convergente,

et la relation précédente montre que la suite (z,,), elle-méme, contient une
sous-suite convergente. O]

Ty =

Corollaire 4.2.7. Pour tout entier n > 1, ker((A—XI)") est de dimension
finie.

Démonstration. En effet, on peut écrire

(A - )\I)n A" <7I‘)>\An—1 + (Z))\QATL—Q. 4+ (_1)n)\n]
— AB + (—1)"\"]

oul B est un opérateur borné, et le théoréme précédent permet alors de
conclure. O

Théoréme 4.2.8. Soit A un opérateur compact. Si (\,) est une suite de
valeurs propres de A alors ou bien cette suite est finie, ou bien elle tend
vers 0 quand n tend vers l’infini.

Démonstration. Supposons que la suite (\,) ne tende pas vers 0. Il existe
alors € > 0 et une sous-suite (), ) satisfaisant |\, | > €. Pour simplifier
les notations, on peut supposer que |\,| > €. Soit, pour tout k > 1, xy
un vecteur propre associé a Mg, et soit N, le sous-espace engendré par
{z1, 29, ..., 21}

La suite (IV}) est strictement croissante. Pour le voir, Il suffit de montrer
que, pour tout k, {x1,...,z} est une famille libre. Supposons donc que
{x1,..., 251} soit libre et que x; = Zlffl o;x;. 11 vient

N

k—1 —1
0= (A= NDzp =Y (A= NIz = > ai(Ni — M)
i=1

=1

Comme A\, — \; # 0 pour tout ¢ < k— 1, on a nécessairement o; = 0, Vi <
k — 1 et donc x = 0, ce qui est absurde. On peut donc choisir, pour tout
k > 1, un élément e, de Ny, de norme 1 et orthogonal & N;_;. Les vecteurs
e et (A — A\gI)ey sont alors orthogonaux, car (A — A\I) Ny C Ng_;. On en
déduit que

| Aex|® = (A — NeD)er + Arex?
= [|(A = MeD)ex||* + [Au]? = [Akl?

Mais cela contredit le fait que limy_, o || Aeg|| = 0. O
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On a maintenant une description précise du spectre d’'un opérateur
compact dans un espace de Hilbert.

Théoréme 4.2.9. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert
E, alors
(a) Le spectre de A est au plus dénombrable. Chaque point du spectre
est isolé, a l’exception possible de 0.
(b) Si lespace E n'est pas de dimension finie alors 0 appartient au
spectre de A .
(¢) Tout complexe non nul du spectre de A est une valeur propre et
[’espace propre correspondant est de dimension finie.

Démonstration. Puisque o(A) est compact, il suffit de montrer que tout
A € o(A)\ {0} est isolé. Or, si un tel A n’est pas isolé, il existerait une
suite (Ag), d’éléments dans o(A) non nuls et distincts deux a deux, qui
convergerait vers A. Comme o(A) \ {0} = 0,(A) \ {0}, les A\, sont des
valeurs propres et le théoréme 2.8 dit que nécessairement (\;) converge
vers 0, ce qui contredit ’hypothése \ # 0. ]

Remarque 4.2.10. - Soient F un espace de Hilbert séparable, (e,)n>1
une base hilbertienne et A = (\,),>1 une suite de nombres complexes
qui tend vers zéro. L’opérateur A, de multiplication par la suite A qui, a
x = (z,) € E associe 'élément Ayx = (\,2,,) est compact (théoréme 1.18).
Si I'on suppose que A, # 0,V n, alors 0, bien qu’il soit dans o(A,), n’est
pas une valeur propre. En revanche, si 'on prend \; = 0et A\, # 0,Vn > 2,
alors 0 serait une valeur propre avec e; comme vecteur propre associé .
Notons aussi que, méme si A = 0 est une valeur propre, le sous-espace
propre associé, c¢’est-a-dire ker(A), n’est pas en général de dimension finie.
C’est le cas, par exemple, de opérateur de multiplication dans ¢*(N) par
une suite A = (\,,) qui est nulle & partir d’'un certain rang (ou simplement
la suite nulle).

L’exemple suivant montre que le spectre d'un opérateur compact non
nul, peut étre réduit a {0}.

Exemple 4.2.11. - Soit F = L?(0,1), 'espace des fonctions de carrés
inté-grables sur (0, 1) pour la mesure de Lebesgue, et soit V' l'opérateur de
Volterra défini par

Vite) = [ ro
C’est un opérateur de Hilbert-Schmidt, donc compact. L’équation
Vi=MAf, AeC\{0}
implique que f est continue, dérivable sur (0,1), et vérifie

M =f et f(0)=0
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La fonction f est donc identiquement nulle.

EXERCICES

1. Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert E et soit p
un polyndéme en une seule variable et sans terme constant. On sait
que p(A) est compact. Montrer que si A # 0 est une valeur propre de
A, et n’est pas racine de p alors p(\) est une valeur propre de p(A).

Solution : Soit A # 0 une valeur propre de A et soit v # 0 un vecteur
propre associé & A. On a AvAv et pour tout entier k& AF = Mo,
on en déduit que, pour tout polynéme p en une variable sans terme
constant, on a p(A)v = p(A)v. O

2. Montrer que l'alternative de Fredholm a lieu pour un opérateur A
de L(F), dont une puissance quelconque est un opérateur compact.

3. Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné de R et k une fonction
continue sur I x I. Montrer que le spectre de 'opérateur intégral de
Fredholm

fH/zk(x,t)f(t)dt, f e L2((a,b), dx)

est réduit a {0}.
4. Pour quelles valeurs de p € R, I’équation

b
flx) - u/e(x‘y’f(y) dy =1

admet-elle une solution dans L? ((a,b),dx)?

Indication : L’opérateur intégrale A de noyau k(z,y) = €@ ¥ est
compact (en fait de Hilbert-Schmidt). L’équation f — pAf = 0 n’ad-
met de solution non nulle que pour u = 1/(b — a). Donc, I'équation
avec second membre f — pAf = 1 admet une solution pour tout u
différent de 1/(b —a). O

5. Soit K lopérateur intégral de noyau la fonction & définie sur [0, 1] x
0,1] par k(z,y) =z —y.
Déterminer le spectre de 'opérateur K.

6. Méme exercice que 5., ou k est défini sur [0, 7] x [0, 7| par

k(x,y) = sin(z) sin(2y)

4.3 Etude spectrale d’un opérateur compact
auto-adjoint

Dans ce paragraphe, on va voir que lorsque A est en plus auto-adjoint
(non nul), son spectre ne peut étre réduit a 0 et qu’un tel opérateur est
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diagonalisable, comme c’est le cas pour une matrice hermitienne.
Soient E un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint dans
L(E). On sait que
|A] = sup |[(Az, )]
llzll=1
Un intérét des opérateurs compacts est que ce maximum est atteint ; plus
précisément, on a

Théoréme 4.3.1. Si A est un opérateur compact auto-adjoint, alors il

admet une valeur propre X telle que |\ = || Al|.
Démonstration. Posons a = ||Al|. On a
a = sup (Ax,z), oubien —a= Hirnlf (Azx, x)
==t cl=1

En considérant, si nécessaire, — A a la place de A, on peut toujours supposer
que

a = sup (Ax, )
ll=l]=1

Il existe alors, une suite (x,) d’éléments de E, telle que

VneN, ||z, =1 et lim(Az,, x,) =a

n—oo

L’opérateur A étant compact, on peut extraire une sous-suite (z,,) dont
I'image par A est convergente. Posons

o= jim Are
On a, bien sir, ||y|| < a. Montrons que Ay = ay. En effet,
HAInk - aa:nkHQ = HAl’nkHQ + CL2 - 2a§)%e<Axnk, I"k)

Comme A est auto-adjoint Re(Ax,, , z,,) = (Azy,, T, ) ; en faisant tendre
k vers I'infini dans ce qui précede, il vient

lim ([ Az, —azo, [ = [ly]]* +a* = 20° = ||y|]* — a* <0
— 00
On a donc, en fait, 1’égalité
lim ||Az,, — ax,||* =0
k—o0
L’opérateur A étant continu, on en déduit que

lim A(Az,, —ax,,) =0

k—o0

c’est-a-dire que Ay — ay = 0, ce qui est le résultat désiré. O
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Remarque 4.3.2. - On sait que pour un opérateur auto-adjoint A, le
spectre est inclus dans l'intervalle [—||A||, || A|]]. Le théoréme précédent pré-
cise que si A est en plus compact, alors I'une au moins des extrémités de
cet intervalle est valeur propre; celle-ci est évidemment la plus grande en
valeur absolue.

Soient A un opérateur compact auto-adjoint et (\,), n > 1, la suite de
ses valeurs propres, on sait (théoréme 2.9) que c’est ou bien une suite finie
ou bien elle tend vers 0. On suppose, dans toute la suite, que les valeurs
propres sont ordonnées de fagon que (|\,|) soit une suite décroissante. Pour
tout n > 1, on désigne par F, le sous-espace propre correspondant a la
valeur propre )\, et par P, la projection orthogonale sur FE,,.

Proposition 4.3.3. Soit F,, = E1 ® ... ® E,. Alors pour tout n

‘)‘nJrl‘ = sup ’<A£L‘,.1'>|
IGF,{-
llzll=1

Démonstration. L’opérateur A laisse stable F),, il laisse donc stable son
orthogonal - et induit un opérateur R, € L(F)

R,r = Az, VuzeFF

R,x =0, Vo e F,
L’opérateur R,, est compact et auto-adjoint et ses valeurs propres sont les

(Aj), j > n+1. On en déduit, grace au théoréme 3.1, que sa valeur propre,
la plus grande en valeur absolue, et qui n’est autre que A, vérifie

[Ans1| = [[Rull = sup [(Ruz, )]
z€F;;
llzll=1
ce qui fournit le résultat voulu. ]

Les sous-espaces propres de A étant deux & deux orthogonaux, on peut
considérer leur somme directe hilbertienne que nous noterons F' (proposi-
tion 4.13, chapitre I). C’est I'espace de Hilbert des éléments x de la forme

(0.@) o0 %
x = an, r, € E,, avec |z| = (Z Hmn||2) < 00
n=1 n=1

et comme A est continu, on a aussi pour tout z dans F

00 00
Ar=3" Mo, et A =3 Pl
n=1 n=1

Nous allons voir que ces derniéres relations restent vraies pour tout élément
x de E.
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Théoréme 4.3.4. Tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la

forme
o0
xr = E Ty + X
n=1

ou, pour tout entier n > 1, x,, désigne la projection orthogonale de x sur
E, et xy sa projection orthogonale sur ker(A). De plus, on a

Ar = iknxm Ve e FE

n=1

Remarque 4.3.5. - Ce théoréme se traduit par les relations suivantes
E=Foker(A) et A=Y XD,
n=1

ol F' est la somme directe hilbertienne des sous-espaces propres (F,,) et oil
P, est I'opérateur de projection orthogonale sur FE,,.

Démonstration. Soit F,, = F1 & ... d E, et soit A, et R, les opérateurs
définis par

R, est Popérateur induit par A sur F-, que nous avons introduit dans la
preuve de la proposition précédente. On a alors

lim [|[A— A, = lim |Ry|| = lim [Aea| = 0

ce qui traduit le fait que la série ) ., A\, P, est convergente et a pour
somme A. On en déduit que pour tout x € F,

[o.¢]
szg AZn OU X, = P,x

n=1

D’autre part, ker(A) étant orthogonal & F,, pour tout n > 1, il est or-
thogonal a F et on a l'inclusion ker(A) C F*; montrons qu’il y a égalité.
Soit # € F*, pour tout n, A,z = 0 , en passant & la limite sur n, on en
déduit que Ax = 0, c’est-a-dire que x appartient a ker(A), et on a donc
F+ =ker(A). L'égalité E = F @ ker(A) en est une conséquence. O

Corollaire 4.3.6. Si E est un espace séparable, il existe une base hilber-
tienne de E formée de vecteurs propres de A.



160

Opérateurs Compacts

Démonstration. Si E est séparable, le noyau de A 'est aussi. Comme les
espaces propres F,, n > 1, sont de dimension finie, il suffit, alors, de choi-
sir une base orthonormée dans chacun des sous-espaces F, et une base
orthonormée dans ker(A). O

ALTERNATIVE DE FREDHOLM
Soit A un opérateur compact et auto-adjoint dans un espace de Hilbert
E. Soit A\ # 0, un nombre complexe et considérons I’équation
Ar — =y (%)
ou y est donné dans F et x est I'inconnue. Deux cas se présentent, selon
que A est dans le spectre de A ou non.
PREMIER CAS : A ¢ 0,(A)

Dans ce cas I’équation (*) admet une unique solution x € E, car A — \I
est inversible. Grace au théoréme 3.4, on peut exprimer la solution a 'aide
d’un développement en série suivant les vecteurs propres de A.

Soit {\,; m > 1} la suite des valeurs propres non nulles de A et (E,)
les sous-espaces propres associés. Le théoréeme 3.4 permet d’écrire

yZZyn+yo, o y, €FE, et yy€kerA
1

x:an—l—:cg, oun z,€Fk, et xg€kerA
1

En remplagant = et y par ces expressions dans I’équation (x) et en identi-
fiant, on obtient z, = y,/(A, — A) et 29 = —yo/\; la solution z est donc
donnée par

)
I
NgE
>
Ny
HE
>~
|
NS

3
Il
—

ce qui s’écrit

Y

>/|“ﬁ

1 o0
S e

DEUXIEME CAS : A € 0,(A)

Soit A = \,. L'opérateur A — A\, I, restreint au sous-espace de Hilbert
Ej- est injectif; il est donc surjectif car A est compact, et on a

(A= MI)(EL) = Bf
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On en déduit que I'équation (x) admet une solution si, et seulement si, y est
orthogonal au sous-espace propre, E}, associé a la valeur propre ;. Dans
ce cas, ’équation admet une infinité de solutions, deux d’entr’elles différent
par un élément quelconque de Ej.

On obtient le développement en série des solutions en procédant comme
dans le premier cas. Si

oo
Y= Zyn+yo, T, € FE, et yy€kerA
n#k
on vérifie que la solution générale = s’écrit

N W W
x_z)\n—)\k N, TR

ou encore
Y 1 A
=2 Ny
A Aan#AH—Aky k

ol z, est un élément arbitraire de ker(A — A\, 1).
LEcCAs : A=0

L’égalite (ImA) = ker A+ montre que s’il existe z € E tel que Ax =y,
alors nécessairement y est orthogonal a ker A, mais cette condition n’est pas
suffisante pour assurer 'existence d’une telle solution z. On doit supposer

de plus que
Zoo A
< o0
2
n=1 )\"

Dans ce cas il existe une infinité de solutions, dont la forme générale est
donnée par

[e.9]

Yn
T = —+tz
Ao

n=1

oll xo est un élément arbitraire de ker A.

Exemple 4.3.7. - On considére, sur 'espace de Hilbert L?[0, 7], 'opérateur
intégral K dont le noyau est

k(z,y) = cos(z + y)

C’est un opérateur de rang 2 auto-adjoint. On vérifie rapidement que ses
valeurs propres non nulles sont

s
)\1:§ et /\2:——
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Elles sont simples et les fonctions propres associées sont

o1(x) = \/gcosx et ¢o(z) = \/gsinx

Le noyau ker(K) est formé des éléments de L?[0, 7] orthogonaux a ¢, et a

-

On se propose de résoudre, dans L?[0, 7], I'équation
Kf -\ =—x

e Si A = 0, cette équation n’a pas de solution, car son second membre n’est
pas dans l'image de l'opérateur K.
e Si A # 0 et si A n’est pas 'une des deux valeurs propres \; et Ay, I’équation
admet une unique solution donnée par
() 4 2m - x
r) = —————CO0ST — ————sinx + —
AT — 2)) AN+ 7) A
e Enfin, si A = A\; ou A = Xy, ’équation n’a pas de solution car son second
membre n’est orthogonal ni a ¢, ni a ¢,.

EXERCICES

1. Les notations étant celles de la proposition 3.3, montrer que les
opéra-teurs P, et A commutent et que R, = A — B, A.

2. Soient F; et Fy deux espaces de Hilbert et A un opérateur compact
de F, dans F,. [’adjoint de A est 'opérateur compact A* de Ey dans
E défini par

<A£L‘,y> - <$7A*y>a Vax S Ela Yy € E2

(a) Vérifier que A* est bien un opérateur compact de E, dans Fj.
(b) Montrer que A*A est compact de E; dans lui-méme et positif.
On désigne par A? ses valeurs propres, chacune répétée un nombre
de fois égal & sa multiplicité et on suppose qu’elles sont ordonnées
de fagon que (A,) soit décroissante. Soit (e,) les fonctions propres
associées et soit f, = (1/\,)Ae,.

(c) Montrer que (f,) est une suite orthogonale dans E, et que, pour
tout x dans E,

Az = Z A, €n) fn
n=1

3 On considéere l'espace L?(0,27), muni du produit scalaire

(f.g) = / " ()@ da



4.3 Etude spectrale d’un opérateur compact auto-adjoint 163

Soit. A lopérateur intégral défini pour f € L?(0,27) par
2w

Af(z) ==z f(y)cosydercosx/ﬂyf(y)dy
0 0

On pose ui(x) = x et ug(z) = cosz.

(1) Montrer que A est un opérateur auto-adjoint de fini.

(2) Montrer que u; et uy sont deux éléments orthogonaux et en dé-
duire une description de 'image de A et de son noyau.

(3) Déterminer les valeurs propres de A et les sous-espaces propres
correspondants.

(4) On pose v(xz) = sinz. Discuter, suivant la valeur de A € C, le
nombre de solutions u € L?*(0,27) de I'équation

u— Au=wv

Solution : Une intégration par parties permet de voir que (uy, ug) = 0.
D’autre part, I’expression méme de A f montre que A est un opérateur
intégral dont le noyau est la fonction définie par k(z,y) = zcosy +
y cos x. Cette fonction étant symétrique réelle, 'opérateur A est auto-
adjoint. Il est clair que 'image de A est engendrée par u; et uq, ces
deux éléments forment donc une base orthogonale de I'image de A et
par suite ker(A) = Sm(A)* (voir le théoréme 4.6 du chapitre I1T). On
en déduit que A est de rang 2. Pour déterminer les valeurs propres
de A, on remarque que si ¢ est fonction propre associée a une valeur
propre A, alors ¢ appartient a I'image de A et est donc forcément de
la forme ¢ = au; + bus. On montre facilement que

(2m)°

Auqp = uy et Aus = mTuy

L’égalité Ap = \¢ montre alors que
A€ { —47%/V/6, 0, 47T2/\/6}

De plus, pour A\ =, —4%2/\/6, on trouve que ¢ est de la forme ¢ =
a(u;+Ajuz), ot a € C. Il en résulte que le sous-espace propre associé a
la valeur propre A; est de dimension 1 et engendré par ¢ = uy + A us.
De méme le sous-espace propre associé a la valeur propre \y = 472/ V6
est de dimension 1 et engendré par ¢o = u; + Aus. Quant au sous-
espace propre associé a la valeur propre 0, c’est ker(A) qui est de
dimension infinie. Il reste a discuter, selon A, le nombre de solutions
de I'équation intégrale Au — Au = v : On vérifie que (v, u;) = —27
et (v,us) = 0 et par suite, si A = A\; ou si A = Ay, "équation n’admet
pas de solution. On vérifie aussi que v n’appartient pas a 'image de
A et par suite, pour A = 0 I’équation n’admet pas de solution. Enfin,
pour toute autre valeur de A I’équation admet une solution et une
seule. [






Chapitre 5

Probléme de Sturm-Liouville

Plusieurs équations de la physique mathématique telles que 1’équation
des ondes, I’équation de Laplace!, I’équation de la chaleur, I’équation de
Schrodinger? etc..., peuvent étre traitées grace a la méthode de sépara-
tion des variables qui rameéne ces équations aux dérivées partielles, a des
équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

a(z)u” + B(x)u +y(x)u = Au, ou AeC

équations dont on cherche les solutions w satisfaisant a des conditions impo-
sées par le probléme physique étudié. Dans beaucoup de cas, la méthode de
la variation des constantes de Lagrange raméne la résolution de I'équation
précédente a celle d’une équation intégrale de Fredholm a noyau hermitien,
pour laquelle on peut appliquer les développements du chapitre IV.

5.1 Opérateur & Noyau hermitien continu

Dans ce paragraphe, on considére le cas particulier ott A est un opérateur
a noyau. Soit I un intervalle de R et k une fonction de I x I a valeurs
complexes, mesurable et de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue.
On suppose que k est hermitienne, c’est-a-dire vérifiant k(x,y) = k(y, x).
On désigne par K P'opérateur intégral de noyau k défini, pour f dans L?(1),

!Pierre Simon de LAPLACE, (1749-1827), se distingua par de nombreux travaux
d’astronomie, de mathématiques et de physique. Il appliqua ’analyse mathématique a
la mécanique céleste et a la théorie des probabilités. C’est dans son ouvrage “Théorie
analytique des probabilités” qu’il introduisit, en 1812, la transformation qui porte son
nom, pour caractériser diverses lois de probabilité.

2 Erwin Schrédinger (1887-1961) est un physicien autrichien. Il a donné, en 1926,
une formalisation nouvelle de la théorie quantique, introduisant en particulier I’équation
fondamentale (qui porte son nom), a la base de tous les calculs de la spectroscopie. 1l a
regu le prix Nobel en 1933.
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par
Kf(z) = / ke, y)f(y) dy

On sait que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt (donc compact) et
auto-adjoint.

Soit (\,) la suite des valeurs propres non nulles de K, chacune répétée
autant de fois que sa multiplicité, et rangées de fagon que (|\,|) soit une
suite décroissante, et soit (¢,,) la suite des fonctions propres associées, qu’on
suppose normalisées. La proposition 1.22, chapitre IV, dit que

k= Z An®n @ b égalité dans L*(I x I)

n=1

et la norme de Hilbert-Schmidt de 'opérateur K est donnée par

11K P= k2 = D A0
n=1
L’équation intégrale de Fredholm s’écrit ici

/k(ﬂf, y)u(y) dy — Au =g
I
ol g est donnée et u la fonction & chercher. Cette équation est appelée
équation de Fredholm de premiéere espéece si A = 0, et équation de Fredholm
de seconde espéce si A # 0.

e On suppose, dans toute la suite, que I est un intervalle fermé borné
la,b] et que k est continu sur [a,b] X [a,b]. Nous allons voir que, dans
ces conditions, les séries qui figurent dans le paragraphe 3.6 du chapitre
IV convergent, non seulement au sens de la norme de L?[a,b], mais aussi
uniformément et absolument, des que le second membre g est une fonction
continue sur 'intervalle [a, b].

Théoréme 5.1.1. L’opérateur K est une application compacte de l’espace

de Hilbert L*[a,b] dans l'espace (Cla,b], | |)-

Démonstration. Soit f dans L?[a,b]. Pour z; et zo dans [a, b], 'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne

b
K f(21) — K f()? < / (k(21,9) — k(zay) dy I£1P

Il en résulte que si (f,,) est une suite bornée d’éléments de L%[a, b] (|| fn|l <
M, pour tout n), la suite (K f,) est uniformément bornée et équicontinue
sur [a,b]. D’apres le théoréme d’Ascoli (voir annexe), il est possible d’en
extraire une sous-suite qui converge uniformément sur l'intervalle [a, b]. [
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Remarque 5.1.2. - Ce qui précéede montre en outre que, pour toute f
dans L?[a, b], K f est une fonction continue sur [a, b]. En particulier, puisque
K¢, = \,¢n, les fonctions propres associées aux valeurs propres non nulles
de lopérateur K sont des fonctions continues sur U'intervalle [a, b].

Théoréme 5.1.3. Pour toute fonction f de L?|a,b], on a

= " Xalf, Gn)u() (5.1)

ot la série converge absolument et uniformément sur |a, b|.

Démonstration. La relation \,¢,(1) = K¢,(x) peut s'écrire \,é,(x) =
(k(.,x), ¢n). D’apres I'inégalité de Bessel, il vient

o0 b
S [ (2) < / k()P dy
n=1 a

et par suite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

Comme la série >_ |(f, ¢, )|* est convergente et que k est continue sur [a, b] x
la,b], de I'inégalité précédente on déduit que la série > N\, (f, ¢, ), est
absolument et uniformément convergente sur U'intervalle [a, b]. Or cette série
converge aussi dans L?[a, b] vers K f, celle-ci est donc sa limite uniforme,
ce qui termine la preuve du théoréme. O

Considérons maintenant 1’équation intégrale

hu(z) — / ke, y)uly) dy = £(x) *)

ou A est un nombre complexe non nul, f est une fonction continue donnée
sur [a,b] et ot u est une fonction continue & déterminer.

Théoréme 5.1.4. (i) Si A\ n'est pas valeur propre de K, l’équation ()
admet une solution unique donnée par

) = @4y D5

ot la série converge absolument et uniformément sur |a, b].

f, On)On () (5.2)
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(ii) Si A\ est une valeur propre de K, l’équation (x) n’admet de solution
que si | est orthogonale au sous-espace propre Ey correspondant a X,
les solutions sont alors données par

1 1 An

S - ) On, 5.3

u@) = $1@+ 5 2 T @ (53)
An#\

ol uy est une fonction arbitraire dans le sous-espace propre Ey ; la

convergence de la série du second membre étant absolue et uniforme

sur [a, b].

Démonstration. (i) Supposons que A ne soit pas valeur propre de K. Si
I'équation intégrale (%) admet une solution w, celle-ci vérifie

b

Xu(z) — f(z) = / k(z, y)uly) dy

a

donc d’apres le théoréme 1.3
n=1

ou la convergence est absolue et uniforme sur [a, b]. En multipliant les deux
membres par ¢;(z) et en intégrant terme a terme sur Uintervalle [a, b],
on obtient 'égalité A(u,¢;) — (f,¢;) = A;j(u,d;), c’est-a-dire (u,p;) =
(f, ;) /(A= X\;), pour tout j. L’égalité (2) s’en déduit.

Réciproquement, pour toute fonction continue f, la formule (2) ci-dessus
fournit une solution de I’équation intégrale (). Pour le voir, montrons
d’abord que la série converge uniformément sur [a,b]; on a déja vu, au
cours de la preuve du théoreme 1.3, que

o0 b
S A2 (@) ? < / k()2 dy
n=1 a

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

S 6

<O (F )12 Rloy(a)P

n+1 n+1 n+1
[e'e) b
<O f bula)) / (e, )2 dy
n+1 a

avec C' = sup; [A—\;| 7. Comme k est continue, le second membre tend vers
0 lorsque n tend vers l'infini et ce indépendamment de x, d’ou la conver-
gence uniforme. Maintenant il est facile de vérifier, en calculant Au — Ku,
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que la fonction u, définie par la formule ci-dessus est solution de I’équation
intégrale (x).

(i) Supposons que A soit valeur propre de K. Soit u une solution de (x)
et soit ¢ une fonction propre de K, correspondant a la valeur propre A, on
a

= Mu, ¢) — (Ku, ¢) = ([, ¢)

Ainsi, pour qu’'une solution de (x) existe il est nécessaire que f soit ortho-
gonale au sous-espace propre correspondant a la valeur propre A. D’autre
part, on vérifie comme précédemment que la fonction u donnée par (2)
est solution et que la convergence de la série est absolue et uniforme sur
'intervalle [a, b]. O

Corollaire 5.1.5. L’unique solution u de l’équation (x) s’écrit

b
u(w) = 3 /(@) + / R(z,y: \)f () dy

avec
o0

1 _

R(z,y; \) = ——k: (2)on(y)

A2 )\2 1/\—)\

n=

et ou la série du second membre est absolument et uniformément conver-
gente sur |a,b].

Démonstration. On a l'égalité
/\n/)‘()‘n - )‘) = _)‘n/)‘2 + )‘i/)‘2<)‘n - >‘)

et le théoréme précédent assure que 'unique solution f de (x) est donnée
par

0= =3 = 35 oMl s +ZAQ {9, 0u)n(x)

Comme la série
Z Al Bn) b ()

converge absolument et uniformément sur [a, b] vers Kg, on en déduit que
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Il suffit donc de montrer que la série Y. A2|p,(y)|* est uniformément
convergente sur [a,b], auquel cas la série Y. A2¢,(2)d,(y) sera aussi ab-
solument et uniformément convergente sur [a,b] x [a,b], et I'interversion
des signes Y et [, dans le dernier terme du second membre terminera la

preuve. A cet effet, considérons la fonction

b
h(z,y) :/k:(:z:,t)k(t,y)dt

C’est une fonction continue sur I x I et pour chaque y fixé, on peut appliquer
le théoréme 1.3 pour affirmer que

h(z,y) =Y Nadu()dn(y)

ou la convergence est absolue et uniforme en x € [a,b]. En particulier la
série converge simplement, en tout point (z,y) de [a,b] X [a,b]. I vient
notamment

h(z,x) =Y Mlén(@), V€ a,l)

On a la une série a termes positifs de fonctions continues qui converge en
tout point de [a, b] vers une fonction continue, le théoréme de Dini® (voir
I'annexe) assure que la convergence de la série est en fait uniforme sur
Iintervalle [a, b]. O

Notons que, en général, la série > N\, ¢, (x)d,(y) ne converge pas. Nous
allons donner, dans ce qui suit, une condition sur le noyau k qui assure sa
convergence uniforme sur U'intervalle produit.

Définition 5.1.6. On dit qu’un noyau k, continu sur [a,b] X [a,b], est de
type positif s’il vérifie pour tout f dans L*[a,b]

/ab/abk(fc,y)f(y)m dydz > 0,

Compte tenu de la définition 4.16, chapitre III, £ est de type positif si,
et seulement si, 'opérateur K est positif.

Proposition 5.1.7. Tout noyau k de type positif vérifie, pour tout (x,y)
dans |a,b] X [a,b],
(a) k(z,x) =0

3Ulisse DINT (1845-1948), est un mathématicien italien, dont la statue, prés de la
Scuola Normale di Pisa, est réguliérement décorée par les étudiants pisans pour qui Pise
n’est pas réduite a sa tour.
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(b) k(z,y) =k(y,z)

Démonstration. Si k est de type positif, 'opérateur intégral K, de noyau
k, est positif donc auto-adjoint et son noyau k est hermitien, c¢’est-a-dire
satisfait a la propriéte (b). Supposons maintenant qu’il existe zy dans I'in-
tervalle [a, b], tel que k(zg,zo) < 0. Il existe cet d, avec a < ¢ < zg < d < b,
tels que

Re(k(x,y)) <0, pour (x,y) € [e,d] x [c,d]

En prenant pour f la fonction caractéristique de I'intervalle [c, d], on obtient

O<// z,y)f dydx—// (x,y) dydz <0

ce qui est absurde. Le noyau k satisfait donc la propriété (a). O

Notons que si le noyau k est de type positif, 'opérateur intégral K
qui lui est associé est positif et ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Comme précédemment nous désignerons par (\,) et (¢,,) les valeurs propres
et fonctions propres de K.

Théoréme 5.1.8. (de Mercer) Si k est continu sur [a,b] X |a,b] et de type
positif, alors pour tout (x,y) dans [a,b] X [a,b]

= Antn()bn(y)

ot la série converge absolument et uniformément sur |a,b] X [a,b].

Démonstration. L’opérateur K est positif et donc toutes ses valeurs propres
le sont. Pour n un entier posons

R, (x,y) Z)\quj

Le noyau R, est également continu et de type positif car, pour toute fonc-
tion f dans L?[a, 1],

(Buf, ) =Y Nl{f 0> >0

n+1

Grace a la proposition 1.7, on en déduit que R, (z,z) > 0. En revenant a
la définition de R,,, cette inégalité implique que, pour tout n,

Z)\ |p;(z)|> < k(x,2) et par suite Z)\ 19 ()| < k(z,2)
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Cela montre que la série > \;|¢;(x)]* est convergente pour tout z dans

la, b]. Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
q o q % q %
Sonloiml < (S nlak) (X vkok)
Jj=p Jj=p Jj=p
q 3
< Vi) (X vl
Jj=p

Comme la fonction k est bornée sur [a, b] X [a, b], pour tout y fixé la conver-
gence de la série Y \;6;(2)¢;(y) est absolue et uniforme en x sur [a, b]. Or,
cette meéme série converge dans L?([a, b] x [a,b]) vers k(z,y) (proposition
1. 22, chapitre IV); il en résulte que

Z&@(ﬂﬁ)@(y) =k(z,y), ou z,y € [a,b]

En particulier, k(z, x) = 3772, Aj|$;(x)[*. Le théoréme de Dini assure que la
convergence de cette derniére série est uniforme sur [a, b]. D’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

(Z AT < (Z Mo (Z \Ewe)

si bien que la série > \;¢;(2)¢;(y) est absolument et uniformément conver-
gente sur [a, b] X [a,b] et sa somme est égale a k(z,vy). O

Corollaire 5.1.9. (Formule de la Trace) Si k est un noyau continu sur
la,b] x [a,b] et de type positif, alors

b 0o
/k:(x,x) dx = Z/\n
a n=1

Le second membre est appelé la trace de ['opérateur A.

Démonstration. Lasérie Y \,|¢n(x)]* converge uniformément sur [a, b] vers
k(x,z), d’apres le théroéme de Mercer. On peut donc intégrer terme a terme
cette série et le corollaire s’en déduit. ]

EXERCICES
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1. Soit l'espace L?([—m, @] x [—7,7]) des fonctions mesurables et de
carré intégrable relativement & la mesure de Lebesgue. Le produit
scalaire et la norme sont donnés par

<f,9>—/ﬂ/ﬂf(x,y)mdxdy, ||f\|2—/ﬂ/ﬂ!f(fv,y)l2dfvdy

Montrer que dans cet espace, la suite (®,,,,) définie par

(inz+imy)

2 , avec n,m € Z

Dl y) =

constitue une base hilbertienne et écrire le développement d’une fonc-
tion f de L?([—m, 7] x [—7,7]) suivant la base (®,,n).
Solution : 1l suffit de se reporter au lemme 1.23, chapitre IV. [J

2. Soit K un opérateur intégral & noyau k continu et hermitien sur
la, b]. On pose

ko(x,y) = /k(x,t)k:(t,y) dt

(a) Les notations étant celles du paragraphe 1, montrer que

ka(,y) = > Nadu(2)on(y)

ou l'on précisera la nature de la convergence de la série.
(b) On définit par récurrence k, par

b
ki=k et ky(x,y) = /k;p(:c,t)k(t, y)dt, p>1

et on désigne par K, l'opérateur intégral de noyau k,. Montrer que
les valeurs propres de K, sont les (A?) et que les fonctions propres
associées sont les (¢,). En déduire que

Fo(2,y) = Y Moo () dn(y)

(c) Montrer que lorsque p > 1 la série ci-dessus est absolument et
uniformément convergente sur [a, b]. En déduire que, pour tout p > 1,

b 00
/k‘p(x,x) de =Y X\,
a n=1

Que peut-on dire lorsque p =17
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(d) Pour quelles valeurs de l'entier p, le noyau k, est (dans tous les
cas) de type positif ?

Solution : (a) 11 suffit de se reporter a la preuve du corollaire 1.5 de
ce chapitre. Il en ressort que la série définissant ky converge unifor-
mément sur [a,b] X [a,b]. La méme preuve permet de montrer (b)
par récurrence. La convergence uniforme permet d’intégrer les séries
terme a terme, ce qui démontre (c¢). Le noyau k, est de type positif
si, et seulement si, les valeurs propres de 'opérateur associé K, sont
positives. Ceci aura toujours lieu si p est un entier pair. [J

. Soit k un noyau hermitien sur |a, b[x]a,b[. On suppose qu’il existe

une constante M telle que

b
sup/ |k(x,y)|*dy < M < oo

et soit K l'opérateur intégral de noyau k. Montrer que les séries (1) et
(2) des théorémes 1.3 et 1.4 convergent absolument et uniformément
sur [a,b] (cela généralise les théorémes 1.3 et 1.4 au cas ou k n’est
pas forcément continu). Montrer que, sur |0, 1], la fonction & suivante
satisfait a la propriété ci-dessus

k(2 y) Logz, si0<y<z<l;
x? - .
Y Logy, si0<zx<y<l.

Solution : Les hypothéses montrent que le noyau k est dans l'espace
L2([a,b] x [a,b]). L'opérateur K associé est donc un opérateur de
Hilbert-Schmidt. En suivant la preuve du théoréme 1.3 et avec les
mémes notations, il vient

oo b
S 2 |u()]? = / k(e y)Pdy < M?, Yz € lah
n=1 a

On en déduit que, pour f dans L?[a,b] et p < q,

(Z|An<f,¢n>¢n<m>|) < S ol [ Ikt dy

< M S [(f, o)

n=p

Le dernier terme est indépendant de la variable x et tend vers 0
lorsque p et ¢ tendent vers I'infini. Cela prouve que la série

D Al S bn)én
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converge uniformément sur [a,b] et sa limite est K f. Ainsi, on a
obtenu ’analogue du théoréme 1.3. L’analogue du théoréme 1.4 s’en
déduit naturellement. [

5.2 Opérateur différentiel du second ordre

Soient a, 1 et ap des fonctions continues sur un intervalle I & valeurs
réelles. On suppose aq strictement positive dans /.

On désigne par L 'opérateur différentiel linéaire et du second ordre qui,
a une fonction u dans 'espace C*(I) des fonctions deux fois continiiment
dérivables sur I, associe

Lu = apu” + ot + au

On rappelle le théoréme d’existence et d’unicité de Picard qui dit que,
pour chaque choix de xy dans I, de (£;1,&:) dans C x C et de f dans C(I),
le probléeme

Lu=f
w(@o) = &1, u'(z0) = &

admet une unique solution u dans C?(T).

Il en résulte que :

e I'ensemble des solutions de I'équation différentielle homogéne Lu = 0
est un sous-espace vectoriel de C*(I) de dimension deux.

e Si ug est une solution particuliere de I'équation Lu = f et si u; et
uy sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation homogéne
Lu = 0, alors, la solution générale de ’équation Lu = f est de la forme

U = C1U1 + CU2 + Ug
ol ¢; et ¢y sont deux constantes arbitraires.

Exemple 5.2.1. - La solution générale de I'équation u” + u = x est
donnée par
u(x) =csinx + cpcosx + @

Soient u et v dans C?(I). Leur wronskien est défini par
W(u,v) =uv' — o

Deux solutions u; et us de 'équation homogéne Lu = 0 sont linéairement
indépendantes si, et seulement si, leur wronskien est non nul. Notons a ce
propos que si W (uy, us) est non nul en un point ¢y de 7, alors il ne s’annule
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en aucun point de cet intervalle, cela est une conséquence du théoréme
d’existence et d'unicité. C’est aussi une conséquence de la formule suivante,
dite parfois formule d’Abel* : Quels que soient z et y dans l'intervalle I

€T
(03] t
W (uy, ug)(z) = Wiug, us)(y) exp(—/ ( )dt> (5.4)
y Oé()(t)
De cette relation, dont la preuve est présentée en exercice, on déduit que si
uy est une solution connue de Lu = 0, qui ne s’annule pas sur I, alors une
deuxiéme solution de cette équation est donnée par

T t

us () = uy (2) / up?(t) exp(—/ al(s)ds) dt, (rel) (5.5)

T T 040(8)
Enfin, la connaissance de deux solutions linéairement indépendantes u; et
uy de Lu = 0 permet de construire une solution particuliére de I’'équation

avec second membre Lu = f (voir exercice 2).
On suppose dans la suite que ag est dans C?(I) et que «; est dans

'espace C(I).

Définition 5.2.2. (L’opérateur adjoint) L’adjoint formel de l'opérateur L,
noté LT, est Uopérateur défini par

Lu = (agu)” — (a1u) + asu

L’adjoint formel de £ est en général différent de £, il lui est rattaché par
la relation suivante, dite identité de Lagrange®

Proposition 5.2.3. Quels que soient u et v dans C*(I)

vLu —ultv = %[u, V]

avec

[u, v] = agW (u,v) + (o — ap)uw

La vérification de cette identité est immédiate et on en déduit

4A l'aube du XIXe siécle, le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel (1802-1829)
allait révolutionner sa science, et Hermite a pu déclarer : “Il a laissé aux mathématiciens
de quoi s’occuper pendant cing cents ans”. D’abord algébriste, il établit I'impossibilité de
résolution par radicaux des équations algébriques de degré cinq et sa méthode ouvrait la
voie aux travaux de Galois sur les groupes de substitution des racines d’une équation. A
ce propos, il donne des critéres de résolubilité par radicaux et étudie de nouveaux types
d’équations, appelées de nos jours équations abéliennes, possédant cette propriété. En
analyse, il est le fondateur, avec Jacobi, de la théorie des fonctions elliptiques.

5 Joseph-Louis LAGRANGE (1736-1813), est issu d’une famille turinoise d’origine
frangaise, il a donné au calcul des variations sa formulation générale en ’abordant de
maniére purement analytique. Il appliquera ses méthodes & la mécanique, dont il donne
un exposé systématique qui repose sur la théorie des équations différentielles.
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Corollaire 5.2.4. (Formule de Green) Pour toutes fonctions u et v dans
C*(I) et xy, w5 dans I, on a

/m(vﬁu —ul™) dz = [u,v)(z2) — [u,v](z1)

1

La formule de Green est souvent utilisée lorsque le second membre est
nul. Elle s’écrit de facon trés simple lorsque 'opérateur £ est formellement
auto-adjoint

Définition 5.2.5. L’opérateur différentiel L est dit formellement auto-
adjoint si, pour tout u dans C*(I), Lu = LTu.

Théoréme 5.2.6. (a) L’opérateur L est formellement auto-adjoint si,
et seulement si, les coefficients oy et oy sont reliés par af = o.
(b) Tout opérateur L, formellement auto-adjoint (a coefficients réels),
s’écrit sous la forme
Lu= (pu')" + qu

et pour un tel opérateur, la formule de Green s’écrit

/ (Lo — vLu)dy = plea)W (u,v)(ws) — plan) W (u, v)(a1)

2

(¢) Si Lu=0 et Lv =0, alors pW (u,v) est une constante.
Démonstration. (a) On vérifie facilement que pour toute fonction u dans
(1)

L= apu” + (204 — ay)u' + (o — o) + az)u
Il en résulte que £ = L7 si, et seulement si,
200 —a1 = et ay =y —aj + ay

ce qui est équivalent a la relation a; = af. L’assertion (b) se déduit de (a),
avec ag = p et ay = ¢, et de la proposition 2.2 ; quant a I’assertion (c), elle
découle de (b). O

L’assertion (b) montre l'avantage d’avoir un opérateur formellement auto-
adjoint. Par exemple, lorsque u et v sont & support compact dans I et a
valeurs complexes, la formule de Green s’écrit

/(ELU —uLv)dy =0
I

c’est-a~dire (Lu,v) = (u, Lv), ou le produit scalaire est celui de ’espace
L?(I,dz). Cela justifie le qualificatif “formellement auto-adjoint” qui devrait
étre précisé en ajoutant “dans L*(I,dx)”.
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Le théoréme qui suit dit précisément que tout opérateur différentiel du
second ordre, linéaire et a coefficients réels, peut étre transformé en un
opérateur formellement auto-adjoint.

Théoréme 5.2.7. Soit L 'opérateur différentiel défini par
Lu = agu” + ot + asu

Alors lopérateur pL, avec

p(w) = eXP(/I ala;o% dy)

T

est formellement auto-adjoint (T est quelconque dans I).

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, 'opérateur L est formel-
lement auto-adjoint si, et seulement si, (uag) = pay. L'expression de p
s’en déduit immédiatement. ]

Exemple 5.2.8. -
(a) L’opérateur de Legendre est donné pour —1 < x < 1 par

Lu=(1—2*)" —2zu ou Lu=((1—2*))

c’est un opérateur formellement auto-adjoint dans L*(—1,1).
(b) L’opérateur de Laguerre est donné pour x > 0 par

Lu=zu" + (1 — x)u

Le facteur p est dans ce cas

pi(z) = exp ( /O x(l_% dy) =e’

L’opérateur e * L est donc formellement auto-adjoint dans 1’espa-ce
L?(0,+00). Autrement dit, pour des fonctions f et g dans C?(0, 00)
et & supports compacts dans (0, +00)

/Oooe_mLf(x)de = /Ooof<$)@_zmda:

Cela revient a dire que 'opérateur de Laguerre est formellement auto-
adjoint dans L?((0,+o00);e *dx), celui-ci est donc l'espace naturel
dans lequel on étudie 'opérateur de Laguerre.
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(c) L’opérateur d’Hermite est donné pour x réel par
Lu=u" — zu

Le facteur p est, dans ce cas,
p(x) = exp ( / —y dy) =
0

et par suite e *72L est un opérateur formellement auto-adjoint dans
I'espace L?(R). Pour deux fonctions f et g dans C*(R) et a supports
compacts

/Re_xz/QLf(:)s)de:/Rf(:v)e_xg/QLg(:B) dx

Cette égalité traduit le fait que 'opérateur d’Hermite est formelle-
ment auto-adjoint dans L2(R;e *72dx) qui est donc Pespace adapté
a I’étude de cet opérateur.

EXERCICES

1. Soient u; et us deux solutions linéairement indépendantes de 1’équa-
tion homogéne Lu = 0. Montrer que leur wronskien W vérifie I’équa-
tion différentielle

W/(Uh UQ) = ——W<u1, UQ)

En déduire la formule (1) dite formule d’Abel.
Solution : Par définition, W (uy,us) = uyul, — usu), par dérivation on
obtient W'(uy,us) = wyuy — uguy. Comme Lu; = Lus = 0, on ob-
tient I'équation W’ (uy, us) = —(aq/ag)W (ug, uz). En intégrant cette
équation différentielle, on obtient la formule d’Abel. [J

2. On suppose que dans l'expression de L, oy = 1. Soient u; et us deux
solutions linéairement indépendantes de I'équation Lu = 0. Montrer
que pour toute fonction f continue, la fonction

[Tua(@)un (1) — uy(w)us(t)
o) = [

() dt

0

est une solution particuliére de I'équation différentielle Lu = f. (v se
calcule a I'aide de la méthode de la variation des constantes).
3. On considére I’équation de Legendre (voir chapitre II, section 4)

(1—a2*)u" — 220 +n(n+1)u=0, necN

On sait que le polynéme de Legendre P, est une solution de cette
équation vérifiant P,(1) = 1. En utilisant la formule d’Abel, montrer
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qu'une deuxiéme solution de I’équation de Legendre, linéairement in-
dépendante de P,, est fournie par

dt
2.0 =2 [ Tim

Calculer @y et Q;. (les @, sont appelés fonctions de Legendre de
deuxiéme espéce).

Solution. L’expression de (),, est une conséquence directe de la formule
(1) et du fait quune primitive de (2¢)/(1 — t?) est —Log(1 — t?).
D’autre part, comme P, = 1 et Pi(x) = z, la formule (1) donne

Qo(z) = (1/2)Log[(1 + z)(1 — z) ] et Q1(x) = 2Qo(x) — 1. O

4. L’équation d’Hermite (chapitre II, section 5), u” — xu' + nu = 0

admet, pour chaque entier n, le polynéme d’Hermite H, comme so-
lution. Montrer que la fonction

() = H, () / H=2(t)e? dt

est une deuxiéme solution linéairement indépendante de H,,. (usuel-
lement, on appelle fonction d’Hermite de seconde espéce la fonction
(n!)h,). Montrer que si 'on ajoute la condition h,(0) = 0, alors la
fonction hg est donnée par ho(z) = [ e'/2 dt.

. L’équation de Laguerre xu” + (1 — z)u'+nu = 0 admet, pour chaque

entier n, le polynéme de Laguerre L,, comme solution, (voir chapitre
I1, section 6). Montrer que la fonction définie par

lp(x) = Ly(x) /t_lL;Q(t)et dt

est une deuxiéme solution linéairement indépendante de L,,.

. Dans chacun des exemples suivants, on donne une solution u; de

I’équation différentielle et on demande de construire une deuxiéme
solution linéairement indépendante sur l'intervalle indiqué

(a) u” — (2/2*)u =0, up(z) = 22, 0 <z <oo.
(b) v — dzu’ + (42* — 2)u = 0, u(z) =€,  0<z<oo.
(c) (1 — 2H)u" — 22u’ + 2u = 0, up(r) = x, 0<z<l.

Solution : 11 suffit d’appliquer la formule (2).

. Dans les exemples qui suivent, utiliser la solution u; proposée de

I’équation homogéne pour trouver la solution générale de 1’équation
avec second membre sur 'intervalle indiqué.

(a) u” — (2/2%)u = e*, up(z) = 22, 0< 2z < o0.

(b) (1 —2Hu" —22u' +2u = f(z) wui(z) ==, 0<z<l1

ou f est une fonction continue sur [0, 1].

(c) 2*u” + au’ + (22 — 1/4)u = 3y/zsinz, ui(r) = /rsinz, avec
0 <z <oo0.
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Solution : Grace a la formule (2), on cherche d’abord une deuxiéme
solution wy linéairement indépendante de w;. Ensuite, on utilise la
méthode de la variation des constantes (exercice 2) pour trouver une
solution particuliére. [l

8. Soit L l'opérateur différentiel défini par

Lu=(1-2*)"—ay +au, —-1<z<l1

(a) Calculer I'adjoint formel de L.
(b) Transformer £ en un opérateur formellement auto-adjoint dans
lespace L*(—1,1).

6. Transformer l'opérateur hypergéométrique défini par

z(x — Du" + [(1+a+ Bz — ' + afu

ol «, (B et v sont des constantes réelles, en un opérateur formellement
auto-adjoint dans L*(—1,1).

9. Transformer chacun des opérateurs différentiels qui suivent, en un
opérateur formellement auto-adjoint :
(a) L(u) = u" — 2zu/

(b) Lu = z*u" + xu’ + 2?u.

10. Soit £ lopérateur différentiel défini par Lu = agu” + au’ + agu, ot
o, et ag sont des fonctions données sur un intervalle I & valeurs
réelles.

(a) Déterminer les fonctions p, g et r telles que

Lu— Tlx) {% (p(x)j—;f) + q(x)u}

(b) Montrer que le changement de variables t = [*/r(s)/p(s)ds

transforme le deuxiéme membre de 1’égalité ci-dessus sous la forme

6/(75) ~/ @fb avec u(t) = u(x
25" M =

ou l'on a posé u(t) = u(x) et 7(t) = r(x), 4(t) = q(x), p(t) = p(x) et

Bt) = 7 ()p(t).
(¢) Montrer que si 'on pose i(t) = 3(t)~"*v(t), le membre de droite
de l'expression ci-dessus devient

Lu(x) = Bt) ™" (1) — Q(t)u(?)]

ou la fonction @) est a déterminer. En déduire que la “transformation
de Liouville”

- | @ s, u = (p)r(@)

Lu=1"(t) +
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permet de passer de 1’équation
1 d du
— —_— =\
i a (05 + atau} =

V(1) = Q(1)v(t) = Mu(t)

Noter que 'opérateur différentiel qui apparait dans la premiere équa-
tion est formellement auto-adjoint dans L*(I,r(z)dz), alors que ce-
lui intervenant dans la deuxiéme est formellement auto-adjoint dans
L2(dt).

Solution : (a) On vérifie que les fonctions p, ¢ et r sont données par :

r(z) = ao(z)/p(2),
p(r) = exp (/x Oél(s)ds), et q(v) = ax(2)p()

ap(s) ag(z)

a I’équation

(c) La fonction @ est donnée par

—ﬂll_?)ﬂl_

Qt) = IERRRYT:

=

5.3 Opérateur de Sturm-Liouville Régulier

Un opérateur de Sturm®-Liouville” est la donnée d’un opérateur différentiel
linéaire et du second ordre (qu’on peut supposer, d’aprés le théoréme 2.6,
formellement auto-adjoint)
d du
Lu = —( T —) —q(x)u
(o)) - ata)

sur un intervalle [a, b] et de conditions aux extrémités de I'intervalle, appe-
lées conditions au bord (ou a la frontiére)

pla)u'(a)sinf — u(a) cosf =0
p(b)u'(b) siny — u(b) cosy =0

6C’est & partir de 1830 que le mathématicien francais Charles Francois STURM
(1803-1855), en liaison avec son ami Liouville, aborde le probléme de la théorie générale
des oscillations et étudie les équations différentielles du second ordre. Les méthodes
employées seront & l'origine de nombreux travaux et découvertes mathématiques.

"Le mathématicien frangais Joseph LIOUVILLE (1809-1882) est le fondateur du
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, appelé traditionellement Journal de
Liouville. Les deux premiers volumes (1836-1837) contiennent six mémoires, les uns de
Liouville, les autres de Sturm, sur le probléme qui porte aujourd’hui leurs noms.
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La fonction p est dans C! et strictement positive sur [a, b], la fonction g est
réelle et continue sur |[a, b|.

Le domainde D;, de I'opérateur de Sturm-Liouville est ’espace des fonc-
tions dans C?[a,b] vérifiant les conditions & la frontiére. L’opérateur de
Sturm-Liouville, associé a 'opérateur différentiel et aux conditions a la
frontiere, est ’application

L: Dy — Cla,b

et on parlera alors de 'opérateur (D, L). Le probléme de Sturm-Liouville
consiste a résoudre le systéme

{/\u—Lu:f 1)

u € Dy,

ol f est une fonction continue sur [a,b] donnée, A est un paramétre com-
plexe et ol u est la fonction inconnue & chercher.

Soient u et v deux fonctions dans C?[a, b]. On désigne par W (u,v) leur
wronskien c’est-a-dire W (u,v) = wv’ — vu’ et on pose

[u, v] = pW (u,v)
On a

d
@[u, v] = ulv —vLu(1)

de telle sorte que

/(uLv —vLu) dz = [u,v](b) — [u,v](a)

et si u et v sont dans Dy, le second membre de 1’égalité ci-dessus est nul et

on obtient , ,
/uLvdm = /vLudx (5.6)

Pour cette raison, on dit que l'opérateur (D, L) est symétrique ou formel-
lement auto-adjoint.

EXERCICES

1. Soit (D, L) Popérateur défini par : Lu = u” et Dy, 'ensemble des
fonctions u dans C?[0, 7] vérifiant les conditions au bord

{ ) = au(0) + b/ (0)
u'(m) = cu(0) 4+ du'(0)

I~
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Expliquer comment choisir les réels a, b, ¢ et d pour que (D, L) soit
symétrique, c’est-a-dire pour que 1'on ait

(Lu,v) = (u, Lv), Yu,v € Dy

Solution. En posant W (u,v) = uv’ — vu/, on vérifie que

(Lu,v) — (u, Lv) = W(u,v)(0) — W(u,v)(m)
L’opérateur (Dp, L) est donc symétrique si, et seulement si, on a
W(u,v)(m) = W(u,v)(0), pour tout u et tout v dans le domaine Dy,.
Or, pour de tels éléments, W (u,v)(7) = (ad — be)W (u,v)(0) et la
condition précédente est équivalente a : ad — bc = 1. [

. Soient « et B deux nombres complexes et posons Lu = u”, pour u

dans C?[a,b] & valeurs complexes. Le produit scalaire est défini par
= [ fgdz.

(i) Soit Dy = {u € C?a,b] | v'(a) = au(a),u'(b) = Bu(b) }. Montrer

que si v et (3 sont réels, alors (Dq, L) est symétrique.

(ii) Soit Dy = {u € C?a,b] | u(a) = av/(a),u(b) = fu'(b) }. Montrer

que si « et (3 sont réels, alors (Dq, L) est symétrique.

(iii) Soit D3 = {u € C?[a,b] | u(b) = cu(a),u'(b) = Bu'(a) }. Montrer

que si a3 = 1, alors (Ds, L) est symétrique.

(iv) Soit Dy = {u € C*a,b] | v'(a) = au(b),u'(b) = Bu(a) }. Montrer

que si a + 3 =0, alors (Dy, L) est symétrique.

Solution : Dans chacun des cas, il s’agit de calculer W (u,7) pour u

et v dans D;, 1 < j <4 et de demander a ce que 'on ait

W (u,5)(a) — W (u, ) (8) = 0 (*)

Par exemple, dans le cas (iv) le premier membre de (x) vaut —(a +
Bu(b)v(a) + (@ + B)u(a)v(b), il est nul si @ + 3 = 0. Dans le cas
(iii), on trouve W(u,v)(a) = u(a)v'(a) — v (a)v(a) et W(u,v)(b) =
afBu(a)v'(a) — apu’(a)v(a). On en déduit que si aff = 1, la condition
(%) est satisfaite. [

5.4 Fonction de Green et Résolvante

Soit uy la solution de Lu = 0 qui vérifie

up(a) =sinf, p(a)u(a) = cosd

et soit uy la solution de Lu = 0 qui vérifie

uy(b) = siny,  p(b)us(b) = cosy
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La relation (1) montre que la fonction [uy, us] est constante. Comme p est
strictement positive sur [a, b], cette constante est nulle si, et seulement si, le
wronskien W (uy, us) est identiquement nul, ce qui équivaut a dire que u; et
ug sont liées. Dans ce cas u; est dans Dy, et par suite 'opérateur (D, L) est
non injectif. En revanche, si 'opérateur (Dy, L) est supposé injectif, ce qui
précéde montre que les solutions u; et us sont nécessairement liéairement
indépendantes.

On suppose que 'opérateur (D, L) est injectif, ¢’est-a-dire que le probléme

Lu=0
u € Dy,
n’admet que la solution nulle v = 0. Les fonctions u; et us, sont donc

linéairement indépendantes.
On va résoudre, par la méthode de la variation des constantes de La-

grange, le probléeme

Lu = —

{“ ! (m
u € Dy,

ou f est une fonction donnée, continue sur [a,b]. La méthode consiste a
poser
u(z) = ar(z)ur (@) + c2(2)ua()
ot les fonctions ¢; et ¢y vérifient uy ¢} + usch, = 0, de telle sorte que 'on ait
p(uicy +uscy) = f
urch + usch =0
d’on il vient [uy, us]dy = usf et [uy, us]cy = —uy f. En tenant compte du fait

que u appartient a Dy, c¢’est-a-dire satisfait les conditions a la frontiére, on
trouve cy(a) = 0 et ¢;(b) = 0 et par suite l'intégration du sytéme précédent

donne
c1(z) = —/Mdy, ea() = _/””ul(y)f(y) a

[u1, us) [u1, us)]

Ainsi, le probléme (II) admet une solution qui s’écrit

M@=/waﬂw@

avec
-1

[ }ul(y)uQ(x), sta<y<z<b;
Gla,y) = 0] (1)
u(z)ug(y), sia<zxz<y<b.

(w1, us]

On peut donc énoncer
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Théoréme 5.4.1. On suppose l'opérateur (Dy, L) injectif.
(i) Soient f une fonction de Cla,b] et u la fonction définie par

mm:/G@mﬂw@

alors, la fonction u appartient a Dy, et vérifie Lu = —f
(ii) Soient u une fonction de Dy et f = —Lu, alors

b
wwz/a@wﬂw@

Démonstration. 1 assertion (i) est déja démontrée. Posons

b
wm:/Gmwﬂw@

d’aprés l'assertion (i) la fonction v appartient & Dy et Lv = —f, donc
L(u —v) = 0. Comme 'opérateur (Dy, L) est injectif, on en déduit que
U =0. O

Définition 5.4.2. La fonction G(.,.) s’appelle la fonction (ou le noyau)
de Green® de l'opérateur (Dy, L).

Le théoréme 4.1 exprime que si l'opérateur (D, —L) est injectif, alors
il est inversible et que son inverse est l'opérateur intégral & noyau donné
par

b
Gf@ﬁ=i/CN$40fQ0dy

La fonction de Green est caractérisée par les propriétés suivantes qui
permettent donc de la construire.

Proposition 5.4.3. Soit G, la fonction y — G(z,y).

(a) La fonction G, vérifie les conditions a la frontiére en a et en b, elle
est ce classe C? sur |a, x| et |z, b] et sur chacun de ces intervalles elle
satisfait : LG, =0

(b) En x la dérivée de G, est discontinue et le saut en ce point est

d d 1
—Ge(x4+0)— —Gp(z —0) = ———
dy dy p(x)
Si 0, désigne la masse de Dirac au point z, ces propriétés montrent
qu’au sens des distributions, LG, = —0,.

8 George GREEN (1793-1841), est un mathématicien anglais qui, & travers sa re-
cherche d’une formulation de la théorie de I'électricité statique et du magnétisme, est
le créateur de la théorie du potentiel. Boulanger de sa profession, il s’initia seul aux
mathématiques, principalement en lisant les mémoires de Poisson.
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Exemple 5.4.4. - Soit (Dy, L) Uopérateur défini par

Dy ={ueC?0,1] | u0)=0,u(1)=0}
Lu=4", we Dy

Pour trouver son inverse, on doit résoudre

u' = —f
u(0) =0, u(l) =0

Aprés deux intégrations par parties, on trouve

u(z) = — /j(/otf(y)dy) dt + c12 + ¢

oll ¢; et ¢o sont deux constantes arbitraires. Intervertissant l'ordre des in-
tégrations, on obtient

u(z) = / (& — ) f)dy + erx + e

Ecrivant que u(0) = u(1) = 0, il vient

=0 et ¢ = /0(1 —y)f(y)dy

et la solution u s’écrit donc

1

u(z) = / (1= )y f(y)dy + [ —vray
- / G, y) f(y)dy

ol 'on a posé

On vérifie facilement que G, ainsi trouvée, est la fonction de Green de
Vopérateur (D, L) ; on peut la retrouver en appliquant la formule (1).

Exemple 5.4.5. - Soit (Dy, L) 'opérateur défini par

Dy ={ueC?0,7n]/u(0) =0,u(x) =0}

Lu = e *[(e**u') + e*u], u € Dy,
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Pour inverser cet opérateur, on doit résoudre

{Lu: —f
u(0) =0, u(m) =0

L’équation différentielle s’écrit
u+2u +u=—f

"

En posant u = e v, I’équation devient e~*v"” = —f, et sa solution générale

est donc de la forme

v(x) =— /x(a: —y)e! f(y)dy + 1z + ¢
0
soit

u(z) = — /(x — y)e(y’x)f(y)dy +cixe " + e "
0

Ecrivant que u vérifie les conditions aux bords en 0 et en 7, on trouve

™

@=0etq=1/%—m&mwy
0

La solution u est donc donnée par

w@=/kww&ww@
0
avec

C((m(r—a)ye Y, 0<y<z<n
Cla.y) = { (1/7) (7 —y)ze @) 0<z<y<7T

On vérifie que la fonction G, ainsi trouvée, est bien la fonction de Green
de opérateur (Dp, L).

Le théoréme 4.1 s’applique a U'opérateur (Dp, A\ — L), pourvu que celui-
ci soit injectif. Dans ce cas, (Dy, AI — L) est inversible et son inverse, qu’on
notera GG est de la forme

b
%ﬂ@z/%@@ﬂw@

ol la fonction G est construite de fagon analogue au cas ou A = 0. Plus
précisément, soit uq (., A) la solution de A\u — Lu = 0 vérifiant

uy(a,\) =sinf, p(a)uj(a,\) = cosé
et soit us(., A) la solution de Au — Lu = 0 vérifiant

u2(b7 )‘) = Sin7a p(b)ug(ba )‘) = cos7y
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Si AI — L est injectif, les solutions wu;(., ) et ug(., A) sont linéairement
indépendantes et par suite [uj(., A), u2(., )] est une constante non nulle
qui ne dépend que de A. On vérifie alors que le noyau G, est donné par

~1
ur(y, Nus(z, ), sia<y<z<b;
Galay) = 4 10A o) ©

[ul(_7/\)_7u2(‘7>\)] uy(z, Nug(y, N), sia<zxz<y<b.

le théoréme 4.1 se traduit par

Théoréme 5.4.6. On suppose l'opérateur (Dyp, A\ — L) injectif
(i) Soient f une fonction continue sur [a,b] et u la fonction définie par

wwzfawwﬂw@

Alors, la fonction u appartient a Dy, et vérifie Au— Lu = f
(il) Soient u une fonction de Dy et f = \u— Lu, alors

wwz/@@Mﬂw@

La famille des opérateurs G s’appelle la résolvante de l'opérateur (Dy, L).

Dans la suite on pose

(r9) = [ f@g@rde, et 17 = VI

L’espace C|a, b] est ainsi muni d’une structure d’espace préhilbertien dont
le complété est Pespace L?[a, b].

Définition 5.4.7. Un nombre compleze \ est une valeur propre de (Dy, L)
s’il existe une fonction u dans Dy, non nulle et vérifiant

Mu—Lu=0

la fonction u est alors appelée une fonction propre de (Dy, L) associée a la
valeur propre \.

Théoréme 5.4.8. Les valeurs propres de l'opérateur (Dy, L) sont réelles.
Les sous-espaces propres correspondant sont de dimension 1 et deuz a deux
orthogonau.

Démonstration. La formule (1) du paragraphe précédent se traduit par
(Lu,v) = (u, Lv) si u et v sont dans Dy, de sorte que si u appartient a Dy,
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le nombre (Lu,u) est réel. Soient A une valeur propre de (Dy, L) et ¢ une
fonction propre associée
(Lo, ¢) = Allol”

la valeur propre A est donc réelle. Si ¢ est une autre fonction propre associée
a A. La formule (1) montre que pW(¢,®) est une constante, comme sa
valeur en a est nulle, on a W (¢,1) = 0 et les fonctions ¢ et 1 sont donc
proportionnelles.

Soient ¢ et ¢ deux fonctions propres correspondant aux valeurs propres
Aet v

(L,b) = Mo, ) = (¢, Lp) = v(9, )
d’ott (A —v){¢, ) =0 et si A # v, (p,1) =0. O
Exemple 5.4.9. - Soit (Dy, L) 'opérateur défini par
Dy ={ueC?0,1] | u(0) =0,u(l) =0}
Lu=1u", we Dy,

on a, avec les notations utilisées,

shv/ Az shvA(z —1) shv/A

\/X ) UQ(SL', )\) = 77 [Ul,UQ] = \/X

Les valeurs propres de 'opérateur (Dp, L) sont les complexes A tels que
[uq, us] = 0, on en déduit que les valeurs propres de (Dy, L) et les fonctions
propres (normalisées) associées sont

A = =072, bu(x) = V2sin(nmz), n>1

uy(z, A) =

Compte tenu de la formule (2), la fonction de Green G est définie pour
A # A\, par

shv Az shv/ (1 —y) 0<z<y<l

Gi(x y)zﬂ v v -
’ Sh\/X Sh\/Xy sh\/X(l—x)’ 0<y<z<l1

VA VA
Exemple 5.4.10. - Soit (Dy, L) opérateur défini par
Dy ={ueC?0,7] | u(0) =0,u(r) =0}

Lu = e *[(e** ) + e*u], u€ Dy

On vérifie que ses valeurs propres et les fonctions propres associées sont

A = =% On(2) = cpe "sinnz, n>1

ol ¢, est choisie de facon que ¢, soit normalisée. On calculera ¢, et on
explicitera 'expression de la fonction de Green Gy, A # \,, en exercice.

EXERCICES
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1. Montrer que si A et p ne sont pas des valeurs propres de 'opérateur
(Dr, L), Gy vérifie I’équation résolvante

G,\ — G# = (,u — )\)G)\G'u

Montrer que cette équation se traduit par

b

G, y) — Goley) = (1 — \) / G, 2)Golz,y) dz

Montrer que pour tout f dans L*[a, b

1
|SmA|

[ESVAIRS

il

Solution : Montrons cette derniére inégalité. Posons A = & + i et
u = G f, nous avons f = &u + inu — Lu et donc

I£1* = (6w = Lu, §u — Lu) + inu, §u — Lu) + n*[[ul]®
= [[6u = Lull* + n*[lul® = n*[lu®

d’ott on déduit que |Gy f|I* < n2|| f]1*.
2. Montrer que si \g n’est pas valeur propre de (Dy, L), le probléme

{)\u—Lu:f

u € Dy,
est équivalent a I’équation intégrale
()\ — )\0)G)\O’LL +u = G/\of

En déduire que (Dy, L) et U'opérateur intégral G, admettent les mé-
mes sous-espaces propres et que A est valeur propre de (D, L) si, et
seulement si, = (Ag — A\) ! est valeur propre de Gy,.

3. On considére lopérateur (Dy, L) défini par

Dy ={wueC?0,n]|u0)=0u(r)=0}
Lu=1u",u e Dy

(a) Montrer que (D, L) est injectif et trouver, pour toute f continue
sur [0, 7], la solution du probléme

Lu=—f
u € Dy,

(b) En déduire la fonction de Green G(.,.) de (Dy, L).
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(c) Déterminer les valeurs propres (A,) de (Dp, L) et les fonctions
propres associées.
(d) Pour A # A, et f continue, trouver la solution du probléme

{)\u—Lu:f

u e Dy,

(e) En déduire la fonction de Green G,(.,.) et montrer que

lim Gy (z,y) = G(z,y)

A—0

Solution : 11 suffit de reprendre ’exemple 4.9 dans lequel on remplace
'intervalle [0, 1] par [0,7]. D’abord, la solution générale de Lu = 0
étant de la forme u(x) = ¢; + cor, la seule solution appartenant
a Dy est 0; Popérateur (Dp, L) est donc injectif. La méthode de
la variation des constantes montre que toute solution de Lu = —f
s'¢erit u = ¢ +cox+ [ (t—x) f(t) dt. La condition u(0) = 0 implique
¢1 = 0, la condition u(7) = 0 donne ¢; = (1/7) [ (7 —1) f(t) dt et par
suite la solution u de I’équation Lu = —f, qui appatlent a DL s’écrit
u = Gf, ou G est 'opérateur intégral de noyau la fonction de Green
G(.,.) donnée par

x(m—t) .

—_ <z <t<nm:

G(x,t): = , si0<zx<t<m,;
M, sio<t<z<m.

On remarque que l'expression de G peut étre déduite de la for-
mule (2). Nous avons répondu aux questions (a) et (b). Comme dans
I'exemple 4.9, on montre que les valeurs propres (\,) et les fonctions
propres (normalisées) sont données par

A= —n2, ¢n(x) =+/2/7sin(nz), n>1

De méme, pour A # \,, Vn > 1, la solution u € D de I’équation
M — Lu = f est donnée par u = G, f, ot G est 'opérateur intégral
de noyau la fonction de Green G, (.,.) définie par

sh v Az shvVA(m —t)

Gala,t) = sh \/_\é_sl?%;— x)

VAsh VA ’

La question (e) s’en déduit immédiatement. [

, sio<zx<t<m,

sio<t<z<m.
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4. L’opérateur (Dy, L) étant celui défini dans 'exercice 3, résoudre le
probléme suivant ou k£ est un réel donné

A — Lu = cos(kx)
u € Dy,

Solution : Si A # —k?, une solution particuliére est donnée par la
fonction cos(kx)/(A + k?). La solution générale de Lu — Au = 0 est

donc
(v Ax) N cos(kx)
VA A+ k2
Il suffit alors de choisir les constantes ¢; et ¢y de fagon que u(0) =
u(m) = 0, ce qui donne

B ch(vAz)  cos(kx)
ue) = NERE AT R
sh(v/Az)
(A + k2)sh VA7

w(z) = ¢; ch(VAz) + ¢ sh

(ch km — ch(v/Ar))

Si A = —k?, clest-a-dire si A est une valeur propre de (Dp, L), on
construit une solution particuliére uy de Lu + k*u = cos kx a partir
des solutions linéairement indépendantes, u;(x) = sinkx et uy(z) =
coskx, de Lu + k*>u = 0, en utilisant la méthode de la variation
des constantes (voir I'exercice 2 du paragraphe 2); il vient ug(x) =
(1/k) [y cosktsink(x — t)dt = xsinka/(2k). La solution de notre
probléme est donc
sinkx  xsinkx L.
u(z) = ey + oll ¢ est une constante arbitraire

k 2k

5. Déterminer les fonctions propres normalisées et 1'expression de la
fonction de Green G de 'opérateur défini dans ’exemple 4.10.
6. On consideére 'opérateur (D, L) défini par

Dy ={ueC*0,7] | u(0) =0,u(r) + ku'(x) =0 }
Lu=4", uw€ Dy

(a) Montrer que ses valeurs propres ()\,) sont les solutions (quand
elles existent) de équation thv/Ar = —kv/A

(b) Montrer que si A, est valeur propre, alors une fonction propre
associée est de la forme ¢,(z) = A, sh VA, x

(c) Montrer que A\ = 0 n’est valeur propre que si k = —m et que dans
ce cas une fonction propre associée est de la forme ¢g(z) = Apz.
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7. On considére opérateur (Dy, L) défini par

Dy ={ueC?0,x]|u0)=0,(r)=0}
Lu=1u", uwe Dy,

Déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de (Dy, L).
8. Soit l'opérateur (Dy, L) défini par : Lu = u” et Dy I'ensemble des
fonctions u dans C[0, 7] vérifiant les conditions aux bords

(a) Montrer que (Dy, L) n’est pas symétrique et que si A est réel, le
probléme : A\u — Lu = 0,u € Dy, n’a aucune solution v non nulle.
(b) Montrer qu’il existe une infinité de valeurs complexes A, pour
lesquelles le probléme précédent posséde une solution wu, non nulle.
Déterminer les nombres (Ay,).

Solution : (a) Si lopérateur (Dy, L) était symétrique, le wronskien
de deux éléments quelconques de Dy, serait nul, c¢’est-a-dire que 'on
aurait u(0)v'(7) = u'(7m)v(0), quels que soient u et v dans Dy. La
fonction définie par u(z) = 1 + cosz appartient a Dy, et la condition
précédente implique v'(7) = 0 et par suite v'(0) = 0 pour tout v dans
Dy. Cela n’est pas vrai puisque, par exemple, la fonction définie par
v(x) = —cos(z/2) + sin(z) appartient bien a Dy, mais sa dérivée v’
ne s’annule pas en 7.

(b) La solution générale de I’équation v’ — Au = 0 est de la forme
u(z) = Ach(v/Ax) + Bsh(v/Az). Donc une solution u appartient a
Dy si et seulement si

Ach(VA7) + Bsh(VAr) =0 et B+ 2Ash(V ) +2ch(VAr) =0

c’est-a-dire si et seulement si ch(v/Ar) = —2. Il est clair que cette
équation n’admet pas de solution réelle; en posant VA = W+ iv, on
vérifie rapidement que ses solutions sont de la forme

VA =p+i2n+1) avec ne€Z et chur=2.
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Liouville

Le théoréme 4.6 montre que si A9 n’est pas valeur propre de (D, L), le
probléme

u € Dy,

{)\u—Lu—f

est équivalent a 1’équation intégrale
()\ — )\o)G)\OU +u= G)\Of

qui fait intervenir l'opérateur intégral GG, de noyau la fonction de Green
Gy, (.,.). Nous allons voir qu’il est possible de choisir Ay de fagon que
G, (-, .) soit un noyau de type positif, on pourra alors appliquer les résultats
du paragraphe 1 et notamment le théoréme de Mercer. Les notations étant
toujours celles du paragraphe 3, montrons d’abord le théoréme suivant

Théoréme 5.5.1. Lopérateur (Dy, L) est semi-borné supérieurement.
C’est-a-dire qu’il existe une constante M telle que, pour tout uw dans Dy,
on ait

(Lu,u) < Mfulf*

Démonstration. Par intégration par parties on obtient

b
(Lu,u) = [pu'u)’ — /(p]u'|2 + q\uP) dz

Si les nombres 6 et 7 sont des multiples de 7/2, le crochet est nul pour
toute fonction u de D, donc pour une telle fonction

b
() == [ (plu? + aluf?) do < 2]ul?
avec
M=—inf{q(z);a <z <b}
Dans les autres cas, on a
b

@ww=MW%memWw@—/@WﬁwMﬁw

a

(en convenant de poser, pour 6 = kr, |u(a)|*cotgf = 0). O
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Lemme 5.5.2. Soit u une fonction dans C*[a,b]. Pour tout € strictement
compris entre 0 et (a +b)/2,

max |u(x /|u ]2dy+26/|u (y)|? dy

a<z<b

Démonstration. De 1'égalité

on déduit, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

b
() — uy) < |z —y] / (1) 2

de plus
Ju(@)* < 2Ju(z) — uly)* + 2luly)

d’on par intégration par rapport a y sur [z, z+¢€] ou [z —¢, x] ('un au moins
de ces deux intervalles est inclus dans [a, b])

b b
elu(z)[? < 2 / () dy + 28 / ol (1)]? dt

Le lemme est ainsi prouvé. O]
Terminons la preuve du théoréme 5.1. Posons

A= inf p(x), B= inf ¢g(z) et C =sup{ |cotgl|, |cotgy| }

a<x<b a<z<b

Nous avons
b b
(Lu,u) < C'max |ul® — A/ '|? dw — B/ lu|? dz

D’aprés le lemme, pour tout € > 0

(Lu,u) < (20 — A /|u 2dz + (——B)/|u|2dx

Or, par hypothese 'opérateur A est strictement positif ; on peut donc choi-

sir € de sorte que 2Ce soit inférieur ou égal & A et il suffit alors de poser
M=20Cct—-B. O
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Corollaire 5.5.3. Toute valeur propre de (Dy, L) est inférieure ou égale
aM—inf{q(x);a <z <b}.
Posons
m =sup{ (Lu,u) |u € Dp, |u||=1}

D’aprés le théoréeme 5.1, m est fini, inférieur ou égal & M et toute valeur
propre de (Dp, L) est inférieure ou égale a m.

Théoréme 5.5.4. Si \g > m, la fonction de Green Gy,(.,.) est un noyau
de type positif.

Démonstration. Soit f une fonction de Cla, b] et soit u = G, f. D’apreés le
théoréme 4.5, on sait que u € Dy et \gu — Lu = f d’ou

(G, f) = (u, Ao — Lu) = Xo|ul]® = (Lu, u) = (Ao — m)]|ul|* > 0
ce qui est le résultat cherché. O

Théoréme 5.5.5. (a) Les valeurs propres de (Dy, L) constituent une
suite (A,) qui tend vers —oo.
(b) Les fonctions propres correspondantes, (¢,), normalisées consti-
tuent une base hilbertienne de L*[a,b].
(c¢) Toute fonction u de Dy, s’écrit

o0

U(ZB) = Z<Ua ¢n>¢n(x)

n=1

ot la convergence est absolue et uniforme sur [a,b].
(d) Si A n’est pas valeur propre de (Dy, L), le probléme

u€ Dy, \u—Lu=f

admet, pour toute f continue, une solution unique.
(e) Si A\ est une valeur propre et ¢ une fonction propre correspondant
a A, le probleme
we Dy, M\u—Lu=f

admet une solution si, et seulement si, (f, ) = 0.
(f) Si X\ n’est pas valeur propre, le noyau de la résolvante G s’écrit

Ga(z,y) = Z an/(\xzﬁb;(y)

n

la convergence étant absolue et uniforme sur [a,b] X |a, b].
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Démonstration. Soit A\g un nombre réel qui n’est pas une valeur propre
de (Dp, L). L'opérateur G, admet les mémes sous-espaces propres que
(Dp, L), ses valeurs propres sont les nombres

1
b — A

ol A est une valeur propre de (Dy, L). D’aprés le théoréme 2.9, chapitre IV,
on sait que les valeurs propres de G, constituent une suite (p,), n > 1,
infinie qui tend vers 0. On en déduit que les valeurs propres de (Dy, L)
constituent une suite (\,) reliée & (u,) par la relation

B 1
Iun_)‘()_)\n

et qui tend donc vers —oo quand n tend vers l'infini, comme G, est un
opérateur injectif, les fonctions propres (¢, ) correspondant a (A,) et nor-
malisées, constituent une base hilbertienne de L?[a, b] par suite du théoréme
3.4, chapitre IV.

La partie (c¢) de I’énoncé est une conséquence du théoréme 1.3 de ce
chapitre. La partie (d) a déja été démontrée, c’est le (i) du théoréme 4.6.
De plus, le probléme

we Dy, \u—Lu=f

est, d’aprés ce méme théoréme, équivalent a 1’équation intégrale
(/\ — /\o)G)\OU +u= G)\Of

Celle-ci admet une solution si, et seulement si, G, f est orthogonale a ¢
(théoréme 1.4). Comme

<G)\0f7 ¢> - <f7 G)\0¢> = ()‘ - /\0)<f7 ¢>

on en déduit la partie (e).
Pour A\ > m, le noyau G, (x,y) est de type positif (théoréme 5.3), donc
d’aprés le théoréme de Mercer (théoréme 1.8)

G)\o ('Ta y) = Z ¢7§:1¢;iy)

la convergence étant absolue et uniforme sur [a,b] X [a,b]. Si A n’est pas
valeur propre, le rapport (Ag — A\,)/(A — \,) est borné et par suite la série

) = 3 Bl

converge également absolument et uniformément sur [a,b] X [a,b]. 11 est
facile de montrer que sa somme est égale a G)(z,y). Ce qui démontre la
partie (f) de I’énoncé. O
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EXERCICES

1. Soit lopérateur (Dy, L), considéré a 'exercice 3 du paragraphe 4

Dy ={ueC?0,n]|u0)=0u(r)=0}
Lu=4", v Dy

(i) Ecrire le développement en série du noyau de Green de (D, L)
suivant les fonctions propres (¢, ).

(ii) Que donne I'application du théoréme de Mercer ?

(iii) Résoudre le probleme

we Dy, (1/)u+Lu=f

dans le cas ou f(x) = sin 2z puis le cas ou f(x) = z/2.
2. On considére 'opérateur

Dy ={ueC?l,e|u(l)=0ule) =0}
Lu = 2°u" 4 2zu’ + (1/4)u,u € Dy,

(a) Déterminer les valeurs propres (A, ) et les fonctions propres (¢,,) de
(Dp, L) (on peut effectuer le changement adéquat pour transformer
L en un opérateur formellement auto-adjoint).
(b) Résoudre le probléme
uw € Dy, Lu= 773
3. On reprend l'opérateur de I'exemple 4.9 du paragraphe précédent.
(a) Traduire le théoréme de Mercer pour le noyau de Green G).
(b) Appliquer la formule de la trace et en déduire 1'égalité

 — 22
cotgz = — _—
& z+;,22+n27r2

4. On considere 'opérateur (D, L) défini par

Dy ={ueC*0,1] | u(0) = 0,u(1) +u'(1) =0}
Lu=v"—u, uwe Dy

(a) Montrer que (Dy, L) est injectif et déterminer son noyau de Green.
(b) Trouver la relation qui lie les valeurs propres (\,) de (Dy, L) aux
valeurs propres (p,) de 'opérateur de Green G.

(c) Montrer que les fonctions propres de (Dp, L) forment une base
hilbertienne de L?[0,1].

(d) Déterminer la somme de la série Y A2
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5. Reprendre les questions de ’exercice 5 pour les deux cas suivants

Dy ={ueC?0,1] | u(0) = u(0),u(l) + /(1) =0}
Lu=u"—u, ue Dy (a)

Dy ={ueC?0,1] | v/(0)=0,4'(1) =0}
Lu=4", we Dy (b)

5.6 Etude spectrale de 'opérateur de Bessel

Dans ce paragraphe nous présentons un exemple d’opérateur de Sturm-
Liouville singulier. Il s’agit de 'opérateur de Bessel dont 1’étude nous est
accessible grace au fait que sa résolvante est un opérateur de Hilbert-
Schmidt. On pourrait mener une étude similaire pour des opérateurs de
Sturm-Liouville singuliers, dont la résolvante est compacte. C’est le cas,
par exemple, de l'opérateur de Legendre et 'opérateur d’Hermite.

Soit L?((0,1), zdz) espace de Hilbert des (classes de) fonctions définies
et de carré intégrables sur 'intervalle ouvert (0, 1), relativement a la mesure
xdx. Le produit scalaire et la norme y sont définis par

<f,g>=/0f(:r)mmx et ||f||2=/0|f(x)|2mdm

Dans l'espace L?((0,1),zdx), on considére 'opérateur intégral G dont le
noyau k est défini par

Logx, si0<y<uz<l1;
k(z,y) = .
Logy, si0<z<y<l1.
Le noyau k a été évoqué dans l'exercice 3 du paragraphe 1. On peut vérifier

que k est de carré intégrable sur (0,1) x (0,1), relativement a la mesure
produit xydzdy. Mieux encore,

1 2 1
X
/\k(x,y)\zydy=ElLog:v!”/!Logy!dey
0 x

Comme la fonction y — y|Logy|* est bornée sur (0, 1), on en déduit qu'il
existe M > 0, tel que

1
sup / k(2 y)2 ydy < M (5.7)
0<z<1 Jo

L’opérateur G de noyau k est donc un opérateur de Hilbert-Schmidt ; il est
auto-adjoint car k est symétrique.
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Proposition 5.6.1. Pour toute f dans L*((0,1), zdx)),
(a) la fonction G f est continue et bornée sur (0,1) ; elle vérifie deplus :
lir{{ Gf(x)=0.
(b) Si de plus f est continue alors u = Gf est deux fois dérivable sur
(0,1) et

1d /[ du ) ,
;%(l'%) =f et Ilir(r)1+ xu'(z) = 0.

Démonstration. Sil’on pose u = G f, il vient

u(z) = Logw/oxf(y)ydw/Logyf<y)ydy

x
et si f est continue

1 x
W@ = [y et (@)(@) = of@
0
La proposition s’en déduit immeédiatement. ]

Nous allons voir que G est “la résolvante” d’un opérateur de Sturm-

Liouville “singulier”, appelé opérateur de Bessel.
Soit D, 'ensemble des fonctions u dans C?(0, 1) qui sont bornées et telles
que lim, ; u(z) = 0 et lim, o2zu/(z) = 0. Pour u € Dy, on pose Lu =
27 Yzu'). (Dy, L) est un opérateur de Sturm-Liouville singulier, puisque le
coefficient de v’ s’annule en 0 ; il est formellement auto-adjoint dans ’espace
L*((0,1), zdx).

Conformément aux notations adoptées dans ce chapitre (voir le début
du paragraphe 3), on pose [u,v] = z(uv’ — vu’). On vérifie rapidement que
les fonctions uy(z) = 1 et uy(z) = Logz sont deux solutions de Lu = 0 et
[uq, us] = 1. On comprend maintenant 1'origine du noyau k : il s’exprime a
l'aide de u; et up par la méme formule (1) du paragraphe 4.

Proposition 5.6.2. L’opérateur (Dy, L) est injectif.

Démonstration. En effet, toute solution u de Lu = 0, non identiquement
nulle, est une combinaison linéaire de u; et uy et ne peut donc satisfaire les
conditions aux limites. O

Proposition 5.6.3. Avec les notations de ce paragraphe,
(i) Si f est continue sur (0,1), alorsuw = G f appartient a Dy, et satisfait
l’égalité Lu = f.
(ii) Inversement, soit u dans Dy, et posons f = Lu, alors f est continue
sur (0,1) et Gf = u.
(iii) Pour w et v dans Dy, on a (Lu,v) = (u, Lv).
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Démonstration. L’assertion (i) est une reformulation de la proposition 6.1
(b). Soit u € Dy, la fonction f = Lu est évidemment continue sur (0,1).
D’aprés 'assertion (b) de la proposition 6.1, la fonction v = G'f est dans
Dy, et vérifie Lv = f. Comme (D, L) est injectif on en déduit que v = u.
Pour montrer 'assertion (iii), on remarque d’abord que, si u est dans Dy,
alors zu' est bornée sur (0,1), car une telle fonction s’écrit (d’apres (ii))
sous la forme u = G f, avec f = Lu et par suite

au'(r) = /0 ) fy)ydy

Maintenant, pour u et v dans Dy, on a
1
(Lu,v) = / (xu")vdx = [u,v](1) — [u,0](0) + (u, Lv)
0

Le fait que u et v soient dans Dy, et ce qui précéde montrent que les deux
premiers termes du dernier membre sont nuls. ]

La proposition 6.3 exprime le fait que l'opérateur GG est une bijection
de C(0,1) sur Dy et a pour “inverse” I'opérateur L. Autrement dit, G est
la résolvante de l'opérateur de Sturm-Liouville (Dy, L).

Proposition 5.6.4. L’opérateur G est injectif de l'espace L*((0,1), xdz)
dans lui--meéme.

Démonstration. Compte tenu de la relation (ImG)t = ker(G*) et de ce
que G est auto-adjoint, on doit montrer que I'image de G est dense dans
L?*((0,1), zdx). Or, la proposition 6.3 montre que I'image de G contient
Dy. Comme ce dernier est dense dans L?((0,1),zdx) (noter que I'espace
des fonctions C'* a support compact dans (0, 1) contient Dy ), on en déduit
le résultat voulu. ]

Soit ¢ une fonction propre de G ; cela veut dire que ¢ est non identique-
ment nulle, appartient a L?((0,1),zdz) et il existe une constante p (non
nulle car G est injectif), telle que Gp = u¢. Compte tenu des propositions
6.1 et 6.3, on déduit de cette égalité que ¢ est dans Dy, et que ¢ = uLo,
c’est-a-~dire que ¢ est fonction propre de (Dy, L) associée a la valeur propre
p~ . Inversement, on montre que si ¢ est une fonction propre de (Dp, L)
associée a la valeur propre A (A # 0 d’aprés la proposition 6.2), alors ¢ est
fonction propre de G associée a la valeur propre A~'.

e L’opérateur G étant injectif, ses fonctions propres, qui sont aussi les
fonctions propres de l'opérateur (D, L), forment une base hilbertienne de
'espace L?((0,1),xzdz). Nous allons déterminer cette base hilbertienne et
les valeurs propres correspondantes. Soit ¢ une fonction propre associée
a une valeur propre p (u # 0 d’aprés ce qui précéde). En multipliant les
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deux membres de Lo = 1o par ¢ et en intégrant sur (0,1), il vient
(Lo, p) = u=t||#]|*. Intégrant par parties et tenant compte de (f), il vient

1
- / 16() wdz = 1|6

Il en résulte que toute valeur propre u est négative. Posons = —\72 et
faisons le changement de variable ¢t = Az. On vérifie rapidement que la
fonction v, définie par ¥ (t) = ¢(x), est solution de

"+ +tp =0 (5.8)

C’est I’équation différentielle de Bessel d’indice 0. Cherchons une solution
de cette équation sous la forme d’une série entiére

U(t) = apt
k=0

ot les coefficients ay sont a déterminer de fagon que ¢ soit dans Dy. On a

t) = apt + art® + agt® + -+ ap "+ - -
V' = ay + 2a9t + 3azt® + dagt® + -+ (n+ Dagt" + -
ty" = a9t + 3.2a3t® + 4.3a4t® 4+ - -+ + (n + Dnay t" + - -

En ajoutant membre a membre ces trois égalités et en remarquant l'identité
(n+1)n+ (n+1)=(n+1)% on obtient

t)" o+t = a1 + (2%ay +ag)t + -+ (0 + 1)2app1 + @poy)t" + -+

On en déduit que agxyq = 0, pour tout entier k, et les coefficients d’indice
pair vérifient la relation de récurrence

(2k)2ag; + agg_o = 0, pour k € N

£\ 2k

2
c’est la fonction de Bessel d’indice 0. Le rayon de convergence de la série
du second membre est infini, et par suite la fonction de Bessel Jy est une
solution entiére de I’équation (2). Elle vérifie de plus Jy(0) = 1 et J;5(0) = 0.

Montrons que les seules solutions bornées sur l'intervalle (0, 1) sont celles
qui sont proportionnelles a Jy. En effet, la formule (2) du paragraphe 2

En prenant ag = 1, on trouve la solution

Jot) =

k=0

(=D*
(K1)?
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montre qu'une deuxiéme solution linéairement indépendante de Jy est don-
née par

mw—%m/;%5

La fonction J;? est analytique au voisinage de 0 et donc on peut écrire
dans un tel voisinage

1 1 : : .
—— = — + une série entiére en ¢ convergente au voisinage de 0

tJg(t) ot
On en déduit que la deuxiéme solution u peut s’écrire sous la forme
u(t) = Jolt) Log (t/2) + v(t)
ou la fonction v doit vérifier ’équation différentielle
1 2
" / !
- i
v+ tv +v 20

Si 'on pose

o) = Yt (1)
pt (k)2 \ 2
les coefficients (by) doivent vérifier la relation de récurrence

ber1=0bp+1/(k+1)

En prenant b; = 1, on obtient by = 1 + 27!+ --- + k=1 et le rayon de
convergence de la série définissant v est infini. Ainsi, toute solution, sur
(0, +00), de I’équation (2) est de la forme

u(t) = AJy(t) + B[ A1) Log(%) +o(t)

ou A et B sont des constantes. On appelle fonction de Bessel de deuxiéme
espéce et d’ordre 0, et on note Yy, la solution définie par

Yo(t) = > (Loa(t/2) + ) A1)
IS (1 g D))

ol 7 est la constante d’Euler?,

p
= (I -1 = 0.577215...
v <p5§o;” ogp)

9Leonhard Euler (1707-1783) est né a Bale, en Suisse. Avec Joseph-Louis Lagrange,
son émule plus jeune, Euler est I'un des deux géants mathématiques qui ont dominé la
science du XVIIle siécle. Ses travaux, d’une abondance inégalée, couvrent tout champ
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En revenant a la variable z, on peut dire que toute solution sur (0,1) de
I’équation Lu = Au est de la forme

u(w) = AJo(Ax) + B[ Jo(\2) Log(%) +o(A)]

Si ¢ est une fonction propre de (Dy, L), ¢ est bornée et nulle en 1, donc
nécessairement B = 0 et Jy(A) = 0. On en déduit que les valeurs propres
de Popérateur (Dp, L), qui sont aussi les inverses des valeurs propres de
lopérateur G, sont de la forme —A2, ou (),) est la suite des zéros de la
fonction A — Jy(A).

Le graphe de la fonction = — Jy(x), représenté ci-dessous, montre que
la fonction de Bessel J; est toujours majorée par 1 et qu’elle atteint cette
valeure en x = +1. La preuve de cette propriété remarquable est donnée
dans D'exercice 1. Le comportement de Jy(z), lorsque x tend vers 'infini,
est donné par

Jolw) = /2] (xa) cos(x - 7)

si bien que la courbe d’équation y = /2/(wx) représente 1’enveloppe de
celle de J,.

Le théoréme suivant est 'analogue des théoréemes 4.3 et 5.3 du chapitre II,
qui concernent les opérateurs de Legendre et d’Hermite.

Théoréme 5.6.5. Les valeurs propres de (Dy, L) sont (—)\2), ou les (\,)
sont les zéros positifs de la fonction Jy. Les sous-espaces propres correspon-
dants sont de dimension 1. Les fonctions propres correspondantes forment
une base hilbertienne de l’espace L*((0,1), zdx) et sont données par :

=Y

Démonstration. L’opérateur de Hilbert-Schmidt G étant injectif, ses fonc-
tions propres (normalisées), qui sont aussi les fonctions propres de (Dy, L),
forment une base hilbertienne de I'espace L*((0,1),zdz). Ce qui préceéde

des mathématiques, de la mécanique céleste et de la physique de son époque. Il a re-
nouvelé Darticulation entre les secteurs mathématiques, fixé la plupart des notations
du calcul infinitésimal que nous utilisons encore, développé la théorie des nombres de
Fermat et systématisé la géométrie analytique de Descartes tout en I’étendant du plan a
I’espace. Lors de I’étude des développements asymptotiques de sommes partielles de sé-
ries divergentes, il a découvert le nombre v, qui porte son nom, et a donné une méthode
pour trouver une valeur approchée de v avec 15 décimales exactes. Mais ce nombre reste
encore de nature mystérieuse et on ne sait pas encore s’il est rationnel ou irrationnel.
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NN

F1G. 5.1 — La fonction de Bessel .Jy et son enveloppe

montre que ces fonctions propres ¢, sont de la forme ¢, (x) = ¢, Jo(Apx).
Les coefficients ¢,, sont choisis de fagon que ¢,, soit de norme 1, c’est-a-dire
f01|gbn(x)|2a:dx = 1. Pour calculer ¢,, soient A et v dans C, les fonctions

u(x) = Jo(Ax) et v(x) = Jo(vx) vérifient

(Lu,v)—(u, Lvy = [u,v](1)
¢’est-a-dire

—(N? =) {u,v) = NN Jo(v) — v (v) Jo(N)

Supposons que A soit un zéro de Jy. En divisant les deux membres de la
deuxiéme égalité par (A\? — %) et en faisant tendre v vers )\, nous obtenons

| a2 ade = S0

L’expression de ¢,, s’en déduit immédiatement. ]

Corollaire 5.6.6. Toute fonction f de L*((0,1), zdx) se développe en série
suivant les fonctions de Bessel :

o0

ch ) Jo(Mnz), cnl(f) = [Jo(%n)]z/o F(t)Jo(Aat) tdt

n=
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ou la série converge vers f dans L*((0,1),zdx). De plus, si f et g sont
dans L*((0,1),zdx), on a la formule de Parseval

[ s =5 HCIE e 1)

n=0

Le développement de f suivant les fonctions de Bessel est parfois ap-
pelé le développement de Fourier-Bessel de f, et les coefficients ¢, (f) sont
appelés les coefficients de Fourier-Bessel de f.

Exemple 5.6.7. - Soient 1 la fonction constante égale & 1 et u(z) =
2%, Nous allons chercher les développements de Fourier-Bessel de ces deux
fonctions. En remarquant que (z¢/,) = —\2x¢,, on a

P R

1 1
) = 3n d:—/\;Q 2 ;L/d
(1, ) /Ow(a:)x /Ox(m)ﬂc

En tenant compte du fait que ¢,(1) = 0 et que ¢/, (x) = A\, Jj(\x), des
intégrations par parties donnent

(Lo = =5 et o) =100

On en déduit les développements en séries de Fourier-Bessel suivants

= =2 =2(4 - )\2)
1=Y ———Jo(\z), 2= —— " J(\2)
; AndoAn) ™ N TG(An)

ot la convergence a lieu dans I'espace L?*((0,1), zdx). On peut en déduire
le développement suivant

1—2? _Z)\?’JO (Apx)

La formule de Parseval appliquée, d'une part a f = g = 1, et d’autre part
af=1etg=1—2%donne

Sachant que les valeurs propres de I'opérateur intégral G sont les (—\?),
la derniére relation implique la suivante

=1 1
G||]? = — =
I = 35 = 53
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Notons que le premier membre de légalité ci-dessus, peut se calculer direc-
tement en utilisant I'expression du noyau de 'opérateur G.

EXERCICES

1. On pose I, = [ sin®" 6 d6.
(a) Montrer que pour n > 1, I, = ((2n — 1)/2n))I,_1. Sachant que
Iy = 7w, en déduire par récurrence que

_ (20
e

(b) En utilisant ce qui précéde, le développement en série entiére de
cosu et celui de Jy donné par (2), montrer que

1 ™
Jo(z) = —/ cos(zsin 6) df
0

™

(c¢) En déduire la représentation intégrale de Jo(Ax), pour A € C et
montrer que, pour tout A dans R,

|Jo(Az)| <1

2. Soient a un réel positif et E = L%*((0,a),zdr) Pespace de Hilbert
des (classes de) fonctions de carré intégrables pour la mesure xdz.
On désigne par Dy, le sous-espace des fonctions v € C?(0, a) qui sont
bornées sur (0, a) et telle que : lim, ., u(z) = 0 et lim, o zu/(z) = 0.
Pour u dans Dy, on pose : Lu = (1/x) (a:u/)/.

(a) Déterminer une base de solutions de l'équation Lu = 0 et en
déduire que l'opérateur (Dy, L) est injectif.

(b) Déterminer le noyau de la résolvante de (Dy, L).

(c) Déterminer une base hilbertienne de L?(0,a),zdr), formée de
fonctions propres de Uopérteur (D, L). (On peut adopter la méthode
suivie dans le cas de I'intervalle (0, 1) ; il est peut étre plus intéressant
de faire un changement de variables qui permet de se ramener au cas
de l'intervalle (0, 1)).
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ANNEXE

Afin de rendre plus facile la lecture de ce livre, nous avons regroupé dans
cette annexe les principaux théoremes utilisés, avec des démonstrations
plus ou moins completes.

1. Espace de Banach

1.1 DEFINITION. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet pour la métriqgue définie a partir de sa norme.

Le critere suivant, bien que facile a démontrer, est tres utile

1.2 PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel normé. Les trois propriétés

sutvantes de E sont équivalentes

(a) E est un espace de Banach

(b) Toute série d’éléments de E normalement convergente est convergente

(c¢) Toute série Y &y, v, € E, telle que ||x,| < 27" pour tout € N est
convergente.

Rappelons qu’une série est normalement convergente si la série a termes

positifs > < ||| converge.

Démonstration. — Le fait que (a) implique (b) est clair car, les sommes
partielles S, = x1 + x4 - - - + 2, forment alors une suite de Cauchy qui doit
converger. De méme, (b) implique de facon évidente (c¢). Pour montrer
que (c¢) implique (a) soit (y,) une suite de Cauchy. Il existe une sous-suite
2k = Yn(k) telle que ||z — zpq1| < 2%, On pose alors

Lo = 20,1 = 21 — 209X = Zk — Zk4+1y---
lassertion (c) entraine l'existence d’un élément x de E, tel que

lim [[& —z|| =0
k—oo

Pour tout ¢ > 0, il existe un entier kg tel que, si k > kg, on ait
|2 = Y|l < €/2. Puisque (y,) est une suite de Cauchy, il existe ng
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tel que, si n > ng et m > ng, on ait ||y, — ym|| < €/2. En combinant ces
deux inégalités quand n(k) > ng, il vient ||# — yn|| < € pour m > ng. [

1.3 REMARQUE.

La proposition dit que si un espace vectoriel normé n’est pas complet,
on n’y dispose d’aucun critere de convergence pour les séries, c’est la un
avantage de travailler dans un espace de Banach. Cependant, un espace
de Banach contient toujours des éléments difficiles a appréhender, car
il contient tous les éléments que 'on peut fabriquer a 'aide de séries
normalement convergentes.

1.4 EXEMPLE.

On désigne par C]0,1] lespace vectoriel des fonctions continues sur
[0,1], a valeurs dans C. Pour f dans C[0,1], on pose

[flloc = sup |f(x)]

0<z<1

on sait que ce maximum est fini et atteint. Alors €0, 1], muni de cette
norme est un espace de Banach.

Démonstration. — Soit ) <, fn une série normalement convergente de
fonctions continues sur [0, 1]. Puisque | £, (2)] < || f2| oo, la série numérique
de terme général f,(x) est absolument convergente, soit S(x) sa somme.
On définit ainsi une fonction S sur [0, 1] et on a deux choses a prouver : la
continuité de S et la convergence (au sens de la norme) de la série > o fx
vers S. Soit n un entier fixé assez grand pour que l'on ait -

oo

Y il <e

k=n+1

et soit S, = f1+ fo+ -+ fn. Alors, S, est continue sur [0,1] et il existe
n > 0 tel que |¢ — y| < 5 implique |S,(x) — Sn(y)| < e. Finalement,
I'inégalité |x — y| < n implique

[S(2) = Sy < [5(2) = Sn(@)] + |Sn(2) = Su(y)] + [Su(y) = S(y)| < 3¢

Le fait que ||S — Sy||oo tende vers 0, lorsque n tend vers l'infini, est clair
car on a, pour tout # dans [0, 1],

oo oo

[S(2)=Su(@)l < Y [fe(@)l, et done [S=Sullo < > il O

k=n+1 k=n+1
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Figure A.

Figure B.

C’est parce que C[0,1] est complet qu’il contient des fonctions qui,
bien que continues, sont tout de méme difficiles a saisir. Par exemple la
fonction de Weierstrass définie par

fle) = Z 27" cos(a"x), a>2,a€N
n=0

n’est nulle part dérivable. Elle n’est croissante sur aucun intervalle (si
petit soit-il), et elle n’est décroissante sur aucun intervalle (si petit soit-
il). La figure A (resp. B) précédente représente le graphe de la somme
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partielle d’ordre 2 (resp. d’ordre 10 ) de la série définissant la fonction de
Weierstrass avec a = 2 .

De méme, lespace vectoriel C™[0,1] des fonctions dont toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre m sont continues sur [0,1], muni de la norme

£ = sup{ |/ 0,0 < # <}

est un espace de Banach.

1.5 EXEMPLE.

Soit (X, €, 1) un espace mesuré o-fini. Si 1 < p < oo, on désigne par
LP(X,Q, p) Pensemble des (classes de) fonctions f telles que

151, = ([ 15t du>1/p c

et on désigne par L>(X,Q,u) U'ensemble des (classes de) fonctions f
essentiellement bornées, c’est-a-dire telles que

[flloe = supess |f(x)] < o0

Si p est strictement compris entre 1 et 'infini, on définit son exposant
conjugué ¢ par la relation (1/p) + (1/¢q) = 1 et on convient que p =1 et
+00 sont conjugués. L'application f — || f||, vérifie, pour tout 1 < p < oo,
L’inégalité de Holder : pour f € L? et g € LY, ||fgllx < ||fllpllgllq-
L’inégalité de Minkowski : pour f et g dans L?, ||f + g|l, < Ifll, + llgllp-
On en déduit alors que f — || f]|, est une norme sur LP(X,Q, pu). En
utilisant la proposition 2, on montre que LP(X, 2, 1) muni de cette norme
est un espace de Banach.

1.6 REMARQUE.

On rappelle que, si p est une mesure de Radon sur R™, 'espace C.(R™)
des fonctions continues a support compact est dense dans LP(R"™,dpu)
pour 1 < p < oco. Si I est un intervalle borné, C(I) est dense dans
L?(I,dz). Cela permet d’ailleurs de définir abstraitement les espaces L?
sans théorie de l'intégration préalable. On part, en effet, de l'espace
vectoriel C'(I) (respectivement C.(R")), qu'on munit de la norme |/f]|,
(c’est bien une norme car une fonction continue positive d’intégrale nulle
est identiquement nulle). On construit alors LP([,dx) (respectivement
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LP(R",dx)) par le procédé canonique de complétion (celui qui permet
de construire R a 'aide de 'ensemble de toutes les suites de Cauchy de
nombres rationnels).

2. Prolongement des applications linéaires continues

Soient E et F' deux espaces métriques et £’ C E un sous-ensemble dense
de E. On s'intéresse a I’étude des propriétés d’une application f de E dans
F', connaissant les propriétés de sa restriction f|g de E’ dans F'. Cela joue
un role fondamental, en effet de méme qu'une calculatrice ne manie que
des nombres rationnels (et jamais des nombres réels), en analyse on ne
manipule jamais les fonctions “générales” des espaces de Banach (tels que
LP(R)). On ne traite que les approximations (telles que C.(R) ou mieux

encore C°(R)).

2.1 THEOREME. Soient E un espace vectoriel normé et E' une partie dense
dans E. Soient F' un espace vectoriel normé complet, C' une constante et
A : E' — F une application linéaire telle que

|Az] < Clle]l. Ve e B

Alors, il existe une et une seule application linéaire continue A : E — F,
dont la restriction a E' coincide avec A, de plus

JAe| < Clle]. VeeE

Démonstration. — La preuve est trés simple. Soit # dans E, il existe
au moins une suite (x,) dans E’ telle que || — @,|| — 0,(n — o0). Alors
(2,,) est une suite de Cauchy et il en est de méme de (y, = Az, ). Puisque
F est complet, (y,,) converge vers un élément y quand n tend vers 'infini.

Pour poser y = Aw, il suffit de s’assurer de ce que y ne dépende pas de

!

la suite (x,) choisie. Mais si (],

) en est une autre, ||x, — || tend vers 0
quand n tend vers 'infini et il en sera de méme de ||y, — y,,||. Enfin, on
vérifie rapidement que A est linéaire et, par passage a la limite dans les

inégalités, que ||}le|| < Cll]|. o
2.2 REMARQUE.

Si E' est dense dans F et si A est une application continue de E’
dans F, il n’existe pas nécessairement d’application continue de E dans
F qui prolonge A. Cependant, si on suppose que A est uniformément
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continue (propriété automatiquement satisfaite si A est linéairte), alors
le prolongement existe et est unique. La linéarité joue donc un role
important, notamment dans les théoremes de Banach que nous allons
présenter dans la section qui suit.

3. Les théoremes de Banach

Une propriété agréable des espaces complets est que la théorie des
opérateurs linéaires y est plus simple. La maniere dont on exploite souvent
le fait que l'espace est complet repose sur le théoreme suivant, valable sur
les espaces métriques complets.

3.1 THEOREME DE BAIRE. Soit E un espace métrique complet. Alors ['une

des deux propriétés équivalentes suivantes a lieu

(a) Pour toute famille dénombrable d’ouverts U, dense dans E, (), Un
est dense dans E.

(b) Pour toute famille dénombrable de fermés F,, d’intérieur vide, la
réunton | J, Fn a un intérieur vide.

La version suivante du théoréme de Baire est souvent utilisée

3.2 THEOREME. Soit E un espace métrique complet. Supposons que E soit
égal ¢ une réunion dénombrable d’ensembles fermés E =, Fy,. Alors un
au moins de ces fermés est dintérieur non vide.

Démonstration. — 11 est clair que les propriétés (a) et (b) sont
équivalentes par passage au complémentaire. Montrons (a), c’est-a-dire
que U =), Uy est dense dans E. Cela revient a prouver que, pour tout
x € F et tout € > 0,

UNDB(x,e) £ 0

ou B(z,€) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon e. Puisque Uy
est dense dans F, U'intersection B(x,€) N Uy est un ouvert non vide et il
existe une boule B(x1,€;) telle que

B(x1,61) C B(x,e)NUy, avec € < 21

On construit la boule B(x2, €3) de la facon suivante : puisque Us est dense
dans E, I'ouvert B(x1,€1) N Uz est non vide et contient donc une boule
B(x2,€3) telle que

B(x2,€e3) C B(x1,e1) NUsz, avec € < 272
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Par récurrence, ce procédé permet de construire, pour tout n, la boule
B(xy,,€,) vérifiant

B(xy,€n) C B(#n—1,€n-1)NU,, avec €, <27"

La suite (z,,), formée par les centres de ces boules est une suite de Cauchy,
puisque si n > m, alors B(2,,¢€,) C B(xm,em) et par suite la distance de
T, a T, est inférieure ou égale a €, < 27™. Donc cette suite converge
vers un élément a de E (car E est complet). On vérifie rapidement que a
se trouve dans chaque boule fermée B(z,,¢,), comme celle-ci est incluse
dans B(x,€) N U,, on obtient

a€ ﬂ?(xn,en) C B(z,¢) ﬂ Un=B(z,e)NU

ce qui acheve la démonstration.
Le théoreme de Baire est un des résultats fondamentaux de ’analyse.
Il est en effet a la base des théoremes de Banach et de Banach-Steinhaus.

3.3 THEOREME DE BANCH-STEINHAUS. Soient E et F deuz espaces de
Banach et (A,) une suite d’applications linéaires continues de E dans F.
Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(a) Pour tout ¥ € E, la suite (Apx) a une limite dans F.

(b) Il exziste une partie totale X C E telle que la suite (Apx) ait une
limite dans F pour tout * € X, et il existe une constante C telle que
pour tout n > 1, on ait ||[A,|| < C.

(c) Il existe une application linéaire continue A de E dans F telle que

lim A,x=Ax, VeekFE

n—+4oo

Démonstration. — On va d’abord donner la preuve de la partie facile
(et utile) du théoreme : (b) = (a).
Soit E' 'espace vectoriel des combinaisons linéaires finies d’éléments de

X. Alors, on définit A : E' — F par

Ar = lim A,», VxcFE'

n—+4oo
Par passage a la limite dans les inégalités, On a

|Az]| < Cllxfl, Vo€ E
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Le prolongement de A a E. que nous noterons encore par A, s’obtient
grace au théoreme 1 de la section 2 et l'inégalité précédente est encore
vraie pour tout @ € E. Il reste a montrer que

lim A, =Ax, VaeFE

n—+4oo

A cet effet, pour tout @ dans E et tout € > 0, on choisit ( € E’ tel que
|e — (]| < eC™1) 1l vient

| Az — Aual| < [[Ae — AC| + [ AC — AuCll + [ AuC — Aue]
< 2+ [ AC — A

Il suffit alors de remarquer qu’il existe ng tel que |4, — A, (]| < € des
que n dépasse ng.

Venons-en maintenant a U'implication (a) = (b). Elle est connue sous
le nom de théoreme de la borne uniforme. En effet, on va montrer que si
pour tout # € E la suite (A, x) est bornée (ce qui est plus faible que (a)) :

Ve € E, il existe C(x) > 0 telle que [|Ayz|| < C(x), Vn

alors il existe une constante C telle que | A 2| < C||z|| , pour tout « € E et
tout n, c’est-a-dire que (A,) est uniformément bornée par la constante C'.
Posons Fi, = {x € E; ||Anz|| < k,Vn}. Les ensembles F}, sont des fermés
dont la réunion est égale a E. Le théoreme de Baire assure ’existence d’un
Fy, d’intérieur non vide et par suite il existe une boule fermée B(zg, ¢)
contenue dans Fj, . En particulier

Vn, ||Anao|| < ko et pour tout |x]| <e, [|[An(20+ 2)| < ko

On en déduit que, pour tout x € B(o,€),

|Anz|| < 2ko, Vn

11 suffit alors de prendre C' = 2kg/e. Le reste de la preuve est facile.

Remarque. — Notons que c’est I'implication (b)) = (a) qui est la plus
utile, cela signifie qu’on doit, pour prouver (a), passer obligatoirement par
(b). Notons aussi que la preuve montre que 1'espace vectoriel F' n’a pas
besoin d’étre complet.
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3.4 THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE. Soient E et F deuz espaces
de Banach. Si une application linéaire continue A de E dans F est
surjective, alors pour tout ouvert U de E, A(U) est un ouvert de F.

Démonstration. — Désignons par Br(o,n) la boule dans E, de centre
lorigine o et de rayon n. Par hypothese, on a

F = A(E) = A(J Br(o,n)) = JA(Br(o,n))

En vertu du théoréme de Baire, il existe ng tel que A(Bg(o,n¢)) contienne
une boule Br(yo,€), comme A(Bg(o,ng)) est équilibré, il contient aussi
Br(—yo,€). De plus, A(Bg(0,n0)) est convexe (car I'image d’un convexe
par une application linéaire est convexe et la fermeture d’'un convexe
Pest aussi), il contient donc l'enveloppe convexe des deux boules et par
suite contient Bp(o,€) qui est contenue dans cette enveloppe convexe. Par
homothétie, on a

Vr >0, Br(o,r) C A(Br(o,ngre 1))

en particulier,

Br(o,eny') C A(Bg(o,1))

Montrons a présent que Br(o, €/(2ng)) est contenue dans A(Bg(o,1)). Soit
y € Br(o,€¢/(2ng)), puisqu’on sait déja que Br(o,€/(2ng)) est incluse dans
A(Bg(0,271)), il est possible de choisir un point y; dans A(Bg(o,271))
tel que |y — y1| < €/(4ng). Comme Bp(o,€¢/(4ng)) est incluse dans
A(Bg(o0,1/4)), on peut trouver de méme y» dans A(Bg(o,1/4)) tel que
ly — y1 — y2| < €/(8ng). En continuant ce procédé, on construit une suite
(yn) telle que y,, € Bp(0,27 ") et [y—y1 —ya— - —yn| < €/(2"T1ng). Cela
implique que y = Y {" y, et puisque y, = Awx,, ot @, € A(Bg(0,27")),

la série de terme général x,, converge, et sa somme x vérifie ||z| < 1,
de plus la continuité de A implique que Ax = y. Ainsi, on a montré que
Br(o,€¢/(2ng)) C A(Bg(o,1)).
Par homothétie, on aura aussi Bp(o,r) C A(Bg(o,re/(2ng))) et ce
pour tout r > 0. On en déduit que A(Bg(xo,r)) contient la boule
Br(Axg,re/(2np)). Ce qui acheve la preuve.

Ce théoreme est souvent utilisé dans les situations suivantes :

3.5 COROLLAIRE. Soit A une application linéaire et bijective d’un espace
de Banach E sur un espace de Banach F. Si A est continue, alors A™!,

Uapplication réciproque de A, est elle aussi continue.
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3.6 COROLLAIRE. Soit E un espace de Banach relativement a la norme
| 1l1- Se || ||2 est une autre norme relativement a laquelle E est aussi un
espace de Banach et s’il existe une constante ¢ telle que ||z||2 < ¢||z||1,
pour tout @ € E, alors les deur normes sont équivalentes, c¢’est-a-dire
qu’il existe une constante ¢ telle que ||x]|y < '||z||2 pour tout @ € E.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le corollaire 5 a 1'application

identité de (E, || ||1) sur (E,|| ||2)- O
3.7 REMARQUES.

e Un raisonnement analogue est valable pour deux familles de semi-
normes faisant de F un espace métrique complet : si'une des deux familles
de semi-normes majore 'autre, alors ces deux familles définissent une
meéme topologie. Cette circonstance se rencontre souvent en théorie des
distributions.

e Attention, un méme espace vectoriel peut étre un espace de Banach
pour deux normes || ||1 et || |2 sans que ces normes soient équivalentes.

Une autre application intéressante du théoreme de ’application ouverte
est donnée par le théoreme du graphe fermé. Soient E et F' deux espaces
de Banach. L’ensemble produit F x F' est un espace vectoriel si I’addition
et la multiplication par un scalaire sont définies par

oz(xl,yl) + ﬁ(xzayz) = (Oéxl + Bxy, ayr + ﬁyz)

On vérifie que lapplication : (x,y) — ||(z,y)]| = ||z||z + ||y||r est une
norme sur £ X F qui en fait un espace de Banach. Soit A : E — F une
application linéaire. Le graphe de A est le sous-ensemble G4 de F x F
donné par

Ga={(2,Ax); x € E}
Puisque A est linéaire, G4 est un sous-espace vectoriel de E x F' et

[z, Az)|| = |lz[|z + [ Az F

Il est facile de voir que si A est continue, G4 est fermé donc complet,
le théoreme du graphe fermé montre que la réciproque est vraie, plus
précisément

3.7 THEOREME DU GRAPHE FERME. Soient E et F deuz espaces de
Banach, A : E — F une application linéaire et G4 le graphe de A. Les
assertions suivantes sont équivalentes
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(a) L’application A est continue,
(b) Le graphe de A est fermé dans E x F,

(¢) Si(xy) est une suite dans E telle que les limites

r=lm x, et y= lim Az,

existent, alors y = Ax.

Démonstration. — Il est facile de vérifier que (b) et (c) sont équivalentes
et que (a) implique (b). Il reste a montrer que (b) implique (a). Pour cela,
solent my : G4 — E et my : EX F — F les projections canoniques, définies
par

(e, Ax) =2, m(x,y) =y

L’application 7 est linéaire continue et surjective (en fait bijective) de
G4 (qui est un espace de Banach d’apres (b)) sur E. Le théoreme de
I’application ouverte montre alors que 71'1_1 est continue. Or, A = my 0 71'1_1
et mo est continue, donc A est continue. [

4. Le théoreme d’Arzela-Ascoli

On sait que la convergence uniforme d’une suite (f,) de fonctions vers
une fonction f implique la convergence simple de (f,) vers f, alors que
la convergence simple de (f,) vers f n’implique pas nécessairement la
convergence uniforme. Par exemple les fonctions f,, : [0,1] — R, définies
par f,(x) = &™ converge simplement vers la fonction f définie par

0, si0<e<1
f(x)_{l, st <0

mais la convergence n’est pas uniforme (puisque f n’est pas continue!).

Soit E un espace métrique compact et ' un espace métrique complet.
On désigne par C(E, F') I'espace des fonctions continues de E dans F et
on désigne par d., la distance de la convergence uniforme

deo(f,g) = sup{ d(f(x),g(x));x € E'}

c’est un espace complet. Le théoreme d’Arzela-Ascoli caractérise les sous-
ensembles compacts de C(E, F) et permet donc de dire quand est ce
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qu’on peut en extraire des sous-suites uniformément convergentes. Avant
de I'énoncer, on rappelle d’abord la notion d’équicontinuité d’ensemble de
fonctions continues.

4.1 DEFINITION. Un sous-ensemble F de C(E,F) est équicontinu en xg
si, pour tout € > 0, il existe n: = n(e, xg) tel que

VieF, dle,xo) <n=d(f(z), f(xo)) <e

le sous-ensemble F est dit équicontinu s’il est équicontinu en tout point
de E. Il est uniformément équicontinu si 1 ne dépend que de €.

4.2 THEOREME D’ARZELA-ASCOLL. Soient E un espace métriqgue com-
pact, F un espace métrique complet et F un sous-ensemble de C(E,F).
Pour que F soit un sous-ensemble compact de C(E | F), il faut et il suffit
que F soit fermé, équicontinu et que, pour tout ¥ dans E, les ensembles
Flx) ={f(x); f € F} soient relativement compacts dans F.

Démonstration. — 1) Supposons F compact. Il est alors fermé. D’autre
part, si @ € E, 'application qui a f € F associe f(x) € F est continue
puisque

d(f(x),g(x)) <dw(f,g9), f,g€C(E,F)

Comme F(z) est I'image du compact F par cette application, il est lui-
méme un sous-ensemble compact de F. Enfin, puisque F est compact,
pour tout € > 0, il existe un nombre fini de fonctions fi, f2,..., fy dans
F telles que tout f de F se trouve a une distance inférieure ou égale a €/3
de I'une de ces fonctions. Puisque les f; sont continues, pour tout ¢ € F,
il existe n: = n(e, xo) tel que

max d(fi(y), fi(xo)) <€/3, des que d(xo,y) <1

Soit f € F, il existe j compris entre 1 et N, tel que doo(f, f;) < €/3 et
on en déduit que, si d(xo,y) < n, alors

d(f(xo), f(y)) < d(f(x0), fi(wo)) + d(fi(x0), £i(y)) + d(£i(y), f(y))
< 2do(f, f;) +d(fi(®), fi(y)) <

Cela montre que F est équicontinu.
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2) Inversement, supposons F fermé et équicontinu et que, pour tout
dans E, F(x) est relativement compact. Soit € > 0 fixé, ’équicontinuité
montre qu’a tout € E on peut associer un nombre 1: = (e, ) tel que

dz,y) <n=d(f(x), f(y)) <¢€/3, VfeF

Puisque E est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules
ouvertes B(x;,n) (1 < j < p). Comme F(z) est relativement compact pour
tout x, on en déduit que 'ensemble { (f(x1), f(x2),...., f(x}p)); f € F }est
relativement compact dans FP. Il peut donc étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon €/3, c’est-a-dire qu'il existe fi, fo,..., fr dans F,
telles que

k
F C U B(fi,€/3)

=1

Fixons f € F, et soit ¢ tel que f soit dans B(fi,e/3). Si € E, alors il
existe j tel que € B(x;,n), et par suite

d(f(x), fi(x)) < d(f(x), f(x;)) +d(f(x;), fi(x;) + d(fi(x;), fi(x)) < e

ce qui implique que do(f, fi) < €. Cela, joint au fait que F est fermé donc
complet, implique que F est compact. [

Il existe d’autres situations ou la vonvergence simple d’'une suite de
fonctions continues, vers une fonction continue, implique la convergence
uniforme. En voici une, imaginée par Dini

4.3 PROPOSITION. Supposons E compact et F complet et soit (f,) une
suite de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction
continue g. Si la suite (f,) satisfait la propriété swivante : il existe une
constante ¢ > 1 telle que

Vm > > 1, dlg(a). fu(2) < cd(g(@), ful2))

alors, (frn) converge uniformément vers g.

Démonstration. — Soit € > 0 fixé. La convergence simple implique que
pour tout x dans F, il existe un entier N(x) tel que d(f(x), fn(2)) < €/(3¢)
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des que n dépasse N(x). Puisque f et fy(,) sont continues en z, il existe
n(x) tel que pour tout y € E, vérifiant d(x,y) < n(x), on ait

(%) max{ d(f(x), f(y)), d(fn()(2), Fnen) () } < €/(3¢)

Comme FE est compact, il existe un nombre fini de boules ouvertes
B(xi,n(x;)), avec (1 < i < n), telles que E C J;—, B(xi,n(z;)). Posons
No = max{N(z;),1 < i < n} et soit n > Ny quelconque. Pour tout
élément x de E, il existe z; tel que x soit dans B(x;,n(x;)). La propriété

que vérifient la suite (f,,) et 'inégalité triangulaire impliquent que

d(f(x), fu(z)) < cd(f(2), fne(e)) <
<eld(f(x), f(x:)) +d(f(xi), fnien (@) + d(fN(x,»)(xi)afN(x,»)(x))]

Comme z est dans B(x;,n(x;)), 'inégalité (x) montre que

d(f(z), f(zi)) <€/(3c) et d(fnn(®), fn (i) <€/ (3e)

de plus, puisque n > Ny > N(x;), on a aussi d(f(x;), fo(2;)) < €/(3¢). De
cette inégalité et celles qui la précedent, on déduit que, pour tout « € E
et pour tout n > Ny, d(f(x), fu(x)) < €, c’est-a-dire que (f,) converge
uniformément vers f. O

4.4 THEOREME DE DINI. Soit E un espace métrique compact. St (f,) est
une suite monotone de fonctions continues, convergeant simplement vers

une fonction continue g, alors (f,) converge uniformément vers g.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition
précédente. En effet, si la suite (f,,) est, par exemple, croissante c’est-a-dire
fnt+1 = fn, et st m > n, alors

La suite (f,,) satisfait donc les hypotheses de la proposition 4.3
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