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GUIDE D'ETUDE

1 Contenu du cours

Ce cours se compose de six chapitres. Chaque chapitre est subdivisé en sec-

tions et se termine par plusieurs exercices dont la plupart sont corrigés.

e Le premier chapitre introduit la notion de norme et de distance sur un
ensemble E donné qui en fait un un espace métrique. Plusieurs exemples
de normes et de distances sont donnés, notamment sur ’ensemble R™ ot on
en distingue la norme euclidienne. On introduit alors la notion de normes
(ou distances) équivalentes.

e Dans le deuxiéme chapitre, on étudie les propriétés topologiques d’un es-
pace métrique. On définit les concepts de suites convergentes, d’ensemble
fermés, d’ensemble ouvert, de voisinage d’un point, de partie dense et de
sous-espace métrique.

e Dans le chapitre III, on introduit la notion de fonction continue entre
deux espaces métriques. Elles sont caractérisées par le fait que I'image
réciproque de tout fermé est fermée. On introduit aussi le concept d’ho-
méomorphisme entre espaces métriques. L'importance du réle imparti aux
applications linéaires justifie qu'on caractérise les applications linéaires
continues. On montre en particulier que toute application linéaire d’un
espace vectoriel de dimension finie dans un espace de dimension finie est
toujours continue.

e Le quatriéme chapitre traite les espaces métriques complets. Ce sont ceux
tels que toute suite de Cauchy converge. On y démontre en particulier le
théoréme de prolongement par “densité” d’applications continues.

e Le chapitre V est consacré au concept d’espaces métriques compacts. Ce
sont ceux tels qu’on puisse extraire de toute suite une sous-suite conver-
gente. Les théorémes caractérisant les ensembles compacts et énoncant
leurs propriétés jouent par la suite un role trés important. Les fonctions
continues entre espaces métriques comapcts jouient de propriétés parti-
culiéres, en particulier si f est continue et bijective entre deux espaces
métriques compacts, alors sa réciproque est aussi continue.



e Le dernier chapitre est consacré & 1’étude des propriétés topologiques des
espaces connexes. Ce sont ceux qui n’admettent pas de partition en deux
ouverts non vides. On montre en particulier que les applications continues
conservent la propriété de connexité.

2 Les objectifs généraux

Le but de ce cours est de présenter et d’étudier les principaux concepts
topologiques dans le cadre élémentaire des espaces métriques plutét que dans
le cadre général des espaces topologiques. Notamment, les concepts d’espaces
métriques complets, d’espaces métriques compacts et d’espaces métriques

connexes.

3 Les objectifs spécifiques

Au terme de ce cours, I’étudiant doit

AN i

Maitriser le concept de norme et de distance .

Etre en mesure de comparer deux distances.

Etudier la nature d’une suite dans un espace métrique.
Déterminer les valeurs d’adhérences d’une suite.

Maitriser les concepts d’ouvert, de fermé, de voisinage d’un point, de
partie dense.

Etre en mesure d’exprimer la continuité d’une application au moyen
d’objets topologiques.

7. Etre capable de décider si un espace métrique est complet ou non.

8. Etre capable d’exploiter le caractére complet, notamment dans I’étude

10.

11.
12.
13.

des suites.
Maitriser le concept d’espace métrique compact.

Etre en mesure d’exploiter la compacité dans 1’étude des fonctions
continues.

Maitriser le concept d’espace métrique connexe.
Exploiter la connexité dans I’étude des fonctions continues.

Etre en mesure de reconnaitre qu'un espace est connexe.



4 Le public cible

Ce cours s’adresse particuliérement aux étudiants de licence de mathéma-
tiques ou mathématiques appliquées, ayant une bonne familiarité avec le
calcul différentiel et intégral de fonctions d’une ou plusieurs variables et les
espaces vectoriel de dimension finie, ainsi qu’aux étudiants des grandes écoles
d’ingénieurs.

5 Les prérequis

Ce cours s’appuie principalement sur des connaissances de base en analyse
réelle et complexe . Cependant, pour bien assimiler les divers chapitres, il est
recommandé de bien connaitre les différents chapitres du cours de mathé-
matiques de la deuxiéme année de licence. En particulier, les chapitres sur
les suite et séries numériques, les fonctions d’une ou plusieurs variables, les
espaces vectoriels de dimension finie, les applications linéaires, etc.

6 Conseils de lecture

Ce cours a été élaboré sous forme d’un texte simple, pratique et aussi auto-
contenu que possible. Pour les théorémes, les auteurs ont opté pour des
énoncés simples plutét qu’optimaux. Des remarques, des exemples et des
exercices apportent des illustrations ou des applications ou viennent, quel-
quefois, suggérer des ouvertures et extensions plus sophistiquées. Par consé-
quent, le lecteur est invité a bien étudier les exemples présentés et a essayer
de résoudre par lui méme les exercices proposés. Le recours systématique
au corrigé n’est pas conseillé et doit se faire plutot en derniére issue. Dans
le but de faciliter la comprhéhension, des liens sont insérés dans le texte et
renvoient aux définitions ou aux résultats originaux de ce cours ou, éven-
tuellement d’autres cours de I’Université Virtuelle de Tunis. Enfin, le lecteur
trouvera un complément appréciable dans les références que nous indiquons
ci-dessous et qui ont d’ailleurs largement inspiré ce cours.
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Chapitre 1

Espaces métriques

1.1 Normes sur un espace vectoriel

Définition 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel, K =R ou C. Une norme
sur E est une application || || : E — Ry vérifiant pour x et y dans E et A
dans K :

(1) |z =0=2=0
(2) 1Az = [Alll=]
3) ||z +yl <|l=||+ |lyl]| (Iinégalité triangulaire)
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel

normé (en abrégé evn).
De l'inégalité triangulaire, on déduit la proposition suivante

Proposition 1.1.2. Si || || est une norme sur un espace vectoriel E, alors
pour tout x et tout y dans E, on a
el = llyll| < e =y

Proposition 1.1.3. Soit ' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
L’application de E dans R définie par ||z|| = \/(x,z) est une norme sur E
appelée norme euclidienne associée au produit scalaire.

Exemple 1.1.4.

1. L’application = — |x| est une norme sur R
2. L’application z — |z| est une norme sur C

3. Dans R", on définit les trois normes suivantes : si x = (21, %2, ..., %)
est dans R",

n 1/2
el = feal 4+ leal, il = (3 22k
(1)

[2]lco = max(fz.], ... [za])



1.2 Distance - Espace métrique

On notera que || ||2 est la norme euclidienne sur R™, muni du produit
scalaire euclidien : (x,y) = x1y; + Toyo2 + -+ - TpYn.

Sauf mention du contraire, I'espace R" sera toujours muni de 'une
de ces trois normes.

4. Soit E = C([a,b],R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur
la,b] a valeurs dans R. Pour f et g dans cet espace,

() = [ rwgdr

définit un produit scalaire sur E. La norme euclidienne associée est

définie par
b 1/2
|wf(/vwm0

On peut définir d’autres normes sur C([a, b], R), par exemple

b
wm:/vww,wm—ammn

a<t<b
5. Soit (B, || [[1),---, (En, ]| ||n) des espaces vectoriels normés sur K et
E = Fy x---x E, 'espace vectoriel produit. Un élément x de E s’écrit
x = (r1,%2,...,2,) ou x; € F;, 1 <i <n. Lapplication définie pour

x dans E par
]| = max({[z1][1, . . ., [[2n]ln)

est une norme sur E appelée norme produit.

1.2 Distance - Espace métrique

Définition 1.2.1. Une distance sur un ensemble E est une application d
définie sur E X E a valeurs dans |0, +oo[ vérifiant, pour tous x, y et z dans
E

(1

) d(x,y) =0 si et seulement si x =y
(2) d(z,y) = d(y,z)
)

3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,v)

Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.
Exemple 1.2.2.
Sur R, la distance usuelle est définie par d(z,y) = |z — y|.

Exemple 1.2.3. distance associée a une norme.



Espaces métriques

Si E est une espace vectoriel normé, alors I'application définie par

d(z,y) = ||z —y|

est une distance sur E. C’est la distance associée & la norme sur E.
Sauf mention du contraire, c’est cette distance qu’on choisit toujours sur
une espace vectoriel normé.

Exemple 1.2.4. Distance discréte.

Soit E un ensemble quelconque. L’application d définie sur F x E par
d(z,z) =0 et d(z,y)=1 s x#y

est une distance appelée distance discréte sur F.

Exemple 1.2.5. Espace métrique produit.

Soit (E1, dy), (Eo, da)...(FE,, d,) des espaces métriques. On pose, pour
x=(21,...,2n) et y=(y1,...,yp) dans £ = Fy x --- E, :

. N 1/2

doo(957y) = max dz’(%,yz‘)

1<i<n

Cela définit trois distances sur l'espace produit F.
Sauf mention du contraire, I’espace produit sera toujours muni de 'une de
ces trois distances.

Proposition 1.2.6. Si E est un espace métrique, alors quels que soient x,
y et a dans E, on a

’ d<avl.) - d(a>y)| < d(l‘,y)
Démonstration. D’apres I'inégalité triangulaire, on a
d(a,z) < d(a,y) + d(y, z)

ce qui donne

d(a,z) — d(a,y) < d(z,y).

Par symétrie, on montre de méme que
d<a7y) - d(a7 x) < d(SL’,y)

Ces deux derniéres inégalités impliquent I'inégalité cherchée. ]



1.2 Distance - Espace métrique

F1G. 1.1 — La boule B(0,r) pour la distance d.

F1G. 1.2 — La boule B(0,r) pour la distance d;.

F1G. 1.3 — La boule B(0,r) pour la distance ds.
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Définition 1.2.7. Soit (E, d) un espace métrique, soit a un point de E et
r > 0. Les ensembles suivants

Sy

(a,r) ={z € E| d(a,z) <1}

B(a,r)={x € F| d(a,z) <r}
S(a,r)={r e E| d(a,x) =1}

sont appelés respectivement boule ouverte, boule fermée et sphére de centre
a et de rayon .

Il est clair que {a} C B(a,r) C B(a,r). En particulier, aucune boule n’est
vide. Il n’en est pas de méme des sphéres.

Exemple 1.2.8.

1. Dans R, B(a,r) =]a —r,a+r|

2. Sil’on désigne par di, ds et d, les distances associées respectivement
aux normes || . ||1, || . |l2 et || . ||~ définies par (1.1), les boules du
plan de centres 1'origine et de rayon r > 0 sont représentées par les
figures 1.1, 1.2 et 1.3.

Définition 1.2.9. Une partie A d’un espace métrique (E, d) est dite bornée
sl existe une constante M > 0 telle que

d(z,y) < M, VYz,ye A

Proposition 1.2.10. Une partie A d’un espace métrique (E, d) est bornée
st et seulement si elle est contenue dans une boule.

Une partie A d’un espace vectoriel normé (E, || ||) est bornée si et seulement
st il existe une constante M > 0 telle que

[z <M, VeeA

1.3 Normes et distances équivalentes

Définition 1.3.1. Deuz normes || ||y et || |2 sur une espace vectoriel E
sont dites équivalentes s’il existe des constantes o > 0 et 3 > 0 telles que

allzlly < [[z]l2 < Bllzfi, Vo€ E

Deux distances dq et dy sur un espace métrique E sont dites équivalentes
s’il existe des constantes a > 0 et § > 0 telles que

adl(x7y) S dQ(xuy) S ﬁdl(xvy)7 V$7?J ek



1.4 Exercices
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Remarque 1.3.2.

Soit E un espace vectoriel normé. La propriété : “|| [|; et || ||2 sont équiva-
lentes” est une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes sur E.

De méme, si E est un espace métrique, la relation définie sur I’ensemble
des distances sur F : “d; et dy sont équivalentes”, est une relation d’équi-
valence.

Proposition 1.3.3. Sur E = R", les trois normes || ||1, || ||2 et || ||co sont
équivalentes et on a

12l < flll2 < [l < nfl2lo

Démonstration. 1l est clair que, pour tout * = (x1,22,...,x,) € E, on a
|z;| < [|7]|eo ; On en déduit que

][y < nllzfloo

D’autre part, on vérifie que ||z||3 < [|z||?, il s’ensuit que ||z[]2 < ||z||;. Enfin,
il est clair que ||z]| < [|z||2. O

Notons que pour tout z € R™, on a

2]lo0 < ll2ll2 < v/nll2]loo

1.4 Exercices

Exercice 1.4.1.

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et f un endomorphisme de E. On
pose, pour tout x dans F,

[zl = [1f ()]

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que || ||; définisse
une norme sur F.

Exercice 1.4.2.

Soit n un entier naturel et ag, as, ..., a, des réels deux a deux distincts.
On considére lapplication || || : R, [X] — Ry définie par

k
Ipllr = Z Ip(ai)|

A quelle condition cette application définit-elle une norme sur R,,[X]?
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Exercice 1.4.3.

On considére sur F = C([0, 1], R) les deux normes définies par

£l = sup 1] et [fl= [ £l
0<t<1 0

Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
Exercice 1.4.4.

Pour tout z = (xy,75) de R?, on pose

N(z) = \/x% + 22119 + 523

Montrer que N est une norme sur R2.
Exercice 1.4.5.

1. Pour tout p € [1,+o0[ et tout 2 € R™, on pose

n 1/17
]l = (Z |$z’|p>

i=1
Montrer que || ||, est une norme sur R".
2. Soit E = C([a,b],R) et p € [1,+00[. Pour f € E, on pose

i1 =( [ b P ) ”

Montrer que || ||, est une norme sur E.
Exercice 1.4.6.

Soit £ = C([0,1],R). Pour f € E, on pose

N(f) = (If(O)!2 + /01 |f’(t)|2dt) "

Montrer que N est une norme sur F.
Exercice 1.4.7.

Soit (£, d) un espace métrique et ¢ : R, — R, une application croissante
vérifiant :

dla+0b) < pla)+ ¢(b), Va,be R,
o(r) =0« 2 =0.



1.5 Correction des exercices
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1. Montrer que ¢ o d est une distance sur £

d
2. Montrer que d; = T d et dy = Log(1 + d) et d3 = inf(1, d) sont

des distances sur E.
Exercice 1.4.8.

Soit (E, d) un espace métrique
1. Montrer que, pour tout « €]0, 1], d* est une distance sur E

2. Montrer qu'il existe a* = a(d) € [1, +o0] tel que
- Si0 < a<a* alors d* est une distance sur F
— Sia > a*, alors d® n’est pas une distance sur E.

3. Déterminer o dans le cas ou d est la distance usuelle sur R, puis la
distance discréte.

Exercice 1.4.9.

Soit RN I’ensemble des suites réelles. Pour v et v dans RY, on pose

o0

1 _
d(u,v) = Z [ten — vn|

— 27 [uy — vp| + 1
1. Montrer que d est une distance sur RY,
2. Montrer que (RY, d) est borné.
Exercice 1.4.10.
1. Les applications suivantes définies par
di(z,y) = |sinz —siny|, do(z,y) = |2* — |

sont-elles des distances sur R?

2. A quelle condition sur la fonction f : R — R, I’application définie par

d(z,y) = |f(x) — f(y)]

est-elle une distance sur R ?

1.5 Correction des exercices

Exercice 1.4.1
On vérifie que, pour tout o € K et x et y dans F,

lezlly = felllzlly etz +yll <zl +lyl
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On vérifie aussi que ||z||; = 0 si et seulement si f(z) = 0. Si bien que || ||
est une norme si et seulement si 'endomorphisme f est injectif. [J

Exercice 1.4.2
Il est clair que, pour tout p et ¢ dans R,,[X]| et tout o dans R,

laplle = lalllplle, [+l < Ipllx + llallx

On vérifie que ||p||x = 0 si et seulement si p(a;) = 0 pour 0 < ¢ < k, par
suite :
— si k > n, cela implique p = 0 car un polynéme non nul de R,[X] ne
peut avoir plus de n racines distinctes.
— si k < n, || ||x n’est pas une norme dans R,,[X]| car le polynéme donné
par p(z) = (x — ap)(x — ay) - - - (x — ax) est non nul et ||p||x = 0.
Ainsi, || ||x est une norme dans R, [X] si et seulement si k > n. O

Exercice 1.4.3
Pour tout f € E,ona || f||1 < || f]lc- Supposons que les deux normes soient
équivalentes, il existe alors a > 0 tel que

ViEE, |[fle<alfll
Soit n € N et f, la fonction définie sur [0, 1] par f(t) =t". On a || fy|lec = 1
et || fulli = 1/(n+ 1) et Uinégalité
«
n+1

ne peut étre satisfaite pour tout n € N. [J

1<

Exercice 1.4.4
On vérifie que Iapplication ¢ définie sur R? par

q(z) = 23 + 23129 + 523
est une forme quadratique définie postitive, donc sa forme polaire associée
b(z,y) = 191 + (2192 + 2291) + 5Y1Y0

définit un produit scalaire dans R? et par suite N(z) = \/b(x, ) = 1/q(x)
définit une norme sur R?.

Exercice 1.4.6
On pose

(f.9) = F(0)g(0) + / F(6)g (8) dt

On vérifie que cela définit un produit scalaire dans F ; par suite N est une
norme dans £. [J

Exercice 1.4.7
Posons 6 = ¢o d. On a
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1. a) 0(z,y) =0 = ¢(d(z,y)) =0 = d(z,y) =0 =2 =1y.
b) d(z,y) = o(d(z,y)) = ¢(d(y,z)) = o(y, ).
c) Pulsque d(a:,y) < d(z, z) + d(z,y), on en déduit facilement que

oz, y) < 0(x,2) +6(2,9).
Ainsi, ¢ est une distance sur E.
2. Ona dy = ¢y 0 d, avec ¢1(t) = t/(1 +t). On vérifie facilement que

p1(a+b) < ¢i(a) + ¢1(b)

De plus, ¢; est croissante et injective. La question 1 montre alors que
d; est une distance.

De méme, dy = ¢y 0 d, avec ¢o(t) = Log(1 +1¢). On vérifie facilement
que ¢, est croissante, injective et que

P2(a+0b) < ¢a(a) + ¢2(b)

D’aprés la premiére question, ds est aussi une distance sur E.

Exercice 1.4.8

1. On a d* = ¢o d, avec ¢(t) = t*. Montrons que, pour tout a et b dans
R}
(a+b)* <a”+b"

(e <13

A cet effet, on pose h(t) = (1 +t)* — (1 +t*),t>0. On a

ou encore

W(t) = a[(l + )t =

Comme a — 1 <0ett <1+t (1+¢)*! <t*!:si bien que h est
décroissante. Comme h(0) = 0, h est positive. La premiére question
de l'exercice précédent permet de conclure que d® est une distance
sur F.

2. On pose
I ={a>0] d* est une distance dans E'}

D’aprés la premiére question, on a l'inclusion |0, 1] C .

Montrons que [ est un intervalle. Soit o € I et 0 < 3 < «, il s’agit de
prouver que € I. Puisque d* est une distance et puisque /o < 1,
alors d? = (d®)%/« est aussi une distance sur E. Donc I est bien un
intervalle et il suffit de poser a* = sup I.

3. Dans le premier cas a* = 1, dans le deuxiéme cas a* = +o00.
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Exercice 1.4.10

1. = On a d;(0,7) =0, donc d; n’est pas une distance sur R.
— De méme, dy n’est pas une distance sur R, car ds(—1,1) = 0.
— En revanche, on peut vérifier que I'application ds définie par
d3<.’17,y) = ’x?) - y3|

est une distance sur R.

2. On vérifie que l'application d définie par d(z,y) = |f(z) — f(y)]| est
une distance si et seulement si f est injective.






Chapitre 2

Topologie d’un espace métrique

2.1 Suites

Définition 2.1.1. Soit (E, d) un espace métriqgue. On dit qu’une suite
(xn)n d’éléments de E converge dans E s’il existe { € E telle que

lim d(z,,¢) =0

n—-+o0o
On écrit alors

r, — £ ou lim z, =/
n—-4o00

Une suite (x,,) diverge si elle ne converge pas.
Proposition 2.1.2. La limite d’une suite, si elle existe, est unique
Démonstration. Si x,, — £ et x,, — ¢/, on a
d(, 0"y < d(ap, ) + d(z,, )

En faisant tendre n vers U'infini, on en déduit que d(¢,¢') = 0, c’est-a-dire

(=1. ]
Remarque 2.1.3.

Soit E = C([a,b], R) 'espace des fonctions continues sur [a, b] a valeurs
réelles muni de la norme || ||«. Si l'on désigne par d. la distance associée
a cette norme, la convergence dans (E, d.,) est la convergence uniforme.

Exemple 2.1.4.

Dans l'espace F = C/([0, 1], R), on considére la suite définie par :

fa(z) = 2"
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Cette suite ne converge pas uniformément sur [0, 1], donc (f,,) diverge dans
(E, ds).

En revanche, si 'on munit E de la distance d; associée a la norme || ||
définie par

1l = / 1 (2)] da,

on a
1

| full1 = o

donc (f,) converge vers 0 dans (F, d;).
Définition 2.1.5. Soit (x,) une suite de E. On dit qu’une suite (y,) est
une sous-suite de (x,) s’il existe une application strictement croissante

¢: N — N telle que
Yn = To(n), VN €N

On notera que ¢(n) > n pour tout n € N.

Proposition 2.1.6. Si (x,,) converge vers {, alors toute sous-suite de (x,,)
converge aussi vers (.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque (x,,) converge vers ¢, il existe ng € N
tel que
n>nyg = d(z,,0) <e.

Soit (24(n)) une sous-suite de (z,,). Puisque ¢ est strictement croissante, ce
qui précéde montre que

n>ng = ¢(n) > ¢(ng) > ng = d(zg(m),?) < ¢.
Cela traduit la convergence de (x4(,)) vers . O

Définition 2.1.7. Soit (z,,) une suite d’un espace métrique E. On dit que
0 est une valeur d’adhérence de (x,) s’il existe une sous-suite de (x,) qui
converge vers £.

Exemple 2.1.8.

La suite réelle définie par x,, = (—1)" admet deux valeurs d’adhérence qui
sont —1 et 1.

Proposition 2.1.9. Soit (z,,) une suite d’un espace métrique E. Un élé-
ment { € E est une valeur d’adhérence de (x,,) si et seulement si pour tout
e >0, l’ensemble {n € N | z,, € B({,¢)} est infini.
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Démonstration. Supposons que £ est une valeur d’adhérence de la suite
(x,,). Il existe alors une sous-suite (z4(,)) qui converge vers £. Soit € > 0, il
existe un entier ng tel que

n = ng = Tyn) € B¢, ¢)
On a donc 'inclusion
{¢(n) | n>ny} C{neN|z, € Blle)}

Comme l'application ¢ est strictement croissante, on en déduit que l’en-
semble {¢(n) | n > ng} est infini.
Inversement, supposons que pour tout € > 0, I’ensemble

{neN |z, € B({,e)}

est infini. Pour ¢ = 1, il existe py € N tel que z,, € B({,1). Pour ¢ =
1/2, il existe p; > po tel que x,, € B({,1/2). Par récurrence, pour ¢ =
1/(k + 1), il existe py, > pr_1 tel que z,, € B(¢,1/(k + 1)). L’application
¢k € N— ¢(k) = p est strictement croissante et pour tout k& € N,
Ty € B(C,1/(k + 1). La suite (x4)) ainsi construite est une sous-suite
de (x,) qui converge vers /. O

2.2 Ensemble fermé

Définition 2.2.1. Soit (E, d) un espace métrique et F' une partie de E.
On dit que F' est un fermé de E si toute suite d’éléments de F' qui converge
dans E, a sa limite dans F'.

Exemples 2.2.2.

1. L’intervalle [a,b] est un fermé de R. En effet, soit (z,,) une suite dans
la,b] qui converge dans R vers un élément £ € R. Onaa <z, <b
pour tout n. Par passage a la limite, on obtient a < ¢ < b.

2. L’ensemble [a, +oo[ est un fermé de R.

3. L’ensemble F' = {(z,y) € R? | z+y < 1} est un fermé de R?. En effet,
soit (u,,) une suite d’éléments de F' qui converge vers ¢ = (a,b) € R
Cela veut dire, en posant u,, = (z,,y,), que (x,) converge vers a et

(yn) converge vers b. Comme x,, + ¥, < 1 pour tout n, par passage a

la limite, on aura aussi a + b < 1. Ce qui prouve que ¢ appartient a
F.

Proposition 2.2.3. Soit (E, d) un espace métrique.

(1) L’ensemble E et l’ensemble vide sont deuz fermés de E.
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(2) Une intersection finie ou infinie de fermés de E est un fermé de E.

(3) Une réunion finie de fermés de E est un fermé de E.
Démonstration. Seule la troisiéme assertion nécéssite une démonstration.
Pour cela, il suffit de montrer que la réunion de deux fermés de F est un
fermé de E. Soient Fi et F, deux fermés de E et soit (x,) une suite de

F1 U F, qui converge vers ¢ € E. Il s’agit de montrer que ¢ appartient a
Fy U F;. Posons, pour 7 = 1,2,

.PZ:{HGN|$HGF1}

Il est clair que I'un au moins des ensembles P; et P, est infini. On suppose
par exemple que P; est infini. Il existe donc une application ¢ : N — P,
strictement croissante telle que La sous-suite (z4(,)) converge vers (. La
suite (zg(n)) est dans Fy qui est fermé, donc sa limite ¢ appartient a F}.
Cela prouve que ¢ € F} U F5. ]

Remarque 2.2.4.
Une réunion infinie de fermés peut ne pas étre fermée. Par exemple, dans

R
U [% 1] =10, 1]

n>1

n’est pas un fermé de R.

2.3 Ensemble ouvert

Définition 2.3.1. Soit O une partie de E. On dit que O est un ouvert de
E si son complémentaire dans E, noté E\O ou CO, est un fermé de E.

Ainsi
O est un ouvert de £ <= E\O est un fermé de F

Exemples 2.3.2.
1. L’ensemble |a, b[ est un ouvert de R, puisque
R\]a, b[=] — 00, a] U [a, +0o0]

est un fermé comme réunion de deux fermés.

2. L’ensemble O = {(x,y) € R? | x +y > 1} est un ouvert de R?
puisque son complémentaire R*\O = {(z,y) € R? | x +y < 1} est un
fermé de R?.

Proposition 2.3.3. Soit (F, d) un espace métrique
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(1) L’ensemble vide et E sont deuz ouverts de E.
(2) Une réunion finie ou infinie d’ouverts de E est un ouvert de E.

(3) Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.
C’est une conséquence de la proposition 2.2.3.
Remarque 2.3.4.

Une intersection infinie d’ouverts de F peut ne pas étre un ouvert de
E. Par exemple, dans R

g]—gﬂ:w}

n’est pas un ouvert de R.

Théoréme 2.3.5. Soit (E, d) un espace métrique et O une partie de E.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes

(1) O est un ouvert de E
(2) Pour tout a € O, il existe r, > 0 tel que B(a,r,) C O.

Démonstration. (Laisser au lecteur). O

2.4 Voisinage

Définition 2.4.1. On appelle voisinage d’un élément a de E toute partie
V' de E contenant un ouvert qui contient a.

L’ensemble des voisinages de a sera noté V(a).
Exemple 2.4.2.

L’ensemble V' = [1,5[ est un voisinage de 3, puisque |2,4[ est un ouvert
contenant 3 et inclus dans V.

Exemple 2.4.3.
Tout ouvert contenant a est un voisiange de a.

Proposition 2.4.4. Une réunion (resp. une intersection finie) de voisi-
nages de a est un voisinage de a.
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2.5 Adhérence

Définition 2.5.1. L’adhérence d’une partie A de E, notée A, est le plus
petit fermé de E contenant A.

Proposition 2.5.2. Soit A une partie de E.
(1) A est Uintersection de tous les fermés de E contenant A
(2) A est un fermé contenant A

(3) A est fermée si et seulement si A= A.

Théoréme 2.5.3. Soient (E, d) un espace métrique, A une partie de E et
x un élément de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) ze€ A

(2) Pour tout voisinage V de x, VN A #

(3) 1l existe une suite (x,) d’éléments de A qui converge vers x.

Démonstration. (1) = (2) : Soit V un voisinage de z. Il existe r > 0 tel
que la boule ouverte B(z,r) soit incluse dans V. Si AN B(xz,r) = 0, alors
A C E\B(z,r) et par suite £\ B(z, ) est un fermé de E contenant A donc
aussi A. Cela implique que z ¢ A.
(2) = (3) : Par hypothése, on a

Vn € N¥, AﬂB(x,%) #0

Soit x, € ANB(x,1/n); il est clair que (z,) est une suite de A qui converge
vers .
(3) = (1) : Siz ¢ A, alors v € E\A qui est un ouvert de E. Il existe donc
r > 0 tel que B(x,r) C E\A. D’autre part, puisque z,, — x, il existe
ng € N tel que

n>ng = x, € B(z,r)

Cela montre en particulier que ,,, ¢ A et a fortiori x,,, ¢ A. O

2.6 Intérieur

Définition 2.6.1. L’intérieur d’une partie A de E, notée A, est le plus
grand ouvert de E inclus dans A.

Un point a appartenant a l'intérieur de A est dit point intérieur. On a
donc

aGJZ(:)EIT>0|B(a,T)CA

Remarque 2.6.2.
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(@)
1. L’ensemble A est la réunion de tous les ouverts de F inclus dans A.

o
2. Une partie A est un ouvert si et seulement si A = A.

3. Pour toute partie A de E,ona A C A C A.

Définition 2.6.3. L’ensemble Z\;l est appelé frontiere de A dans E, il est
noté 0A ou Fr(A).

Exemple 2.6.4.

1. Dans R, L’intérieur de [a, b ou de |a, b] ou de [a,b] est |a, b].

2. L’intérieur de Z est ’ensemble vide. En effet, sinon il existe a et r > 0
tels que |a — r,a + r[C Z, ce qui est impossible.

2.7 Partie dense

Définition 2.7.1. Une partie D d’un espace métrique E est dite dense
dans F si D = F.

Proposition 2.7.2. Soit D une partie d’un espace métrique E. Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes

(1) D est dense dans E
(2) Pour tout x € E, il existe une suite (x,,) dans D qui converge vers x

(3) Pour tout ouvert non vide U de E, on a UN D # ).
Exemple 2.7.3.

1. Q et R\Q sont denses dans R.
2. Q™ est dense dans R™

Proposition 2.7.4. Le groupe linéaire GL, (K) des matrices inversibles est
dense dans M,,(K).

Démonstration. Soit A une matrice de M,,(K). On doit montrer I'existence
d’une suite de matrices (A,) de GL,(K) qui converge vers A. On considére
la suite définie par

1
Ap:A—;[

Il est clair que cette suite converge vers A, puisque

1
[A = Al = 5!\1\! — 0, (p— +o0)
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La matrice A — %I est inversible si,et seulement si, 1/p n’appartient pas au
spectre de A ; comme ’ensemble

1
{,lren)
p
est infini, il existe py assez grand tel que, pour p > py, A, est inversible.
Ainsi, la suite (A,),>p,, est dans GL,(K) et converge vers A. O

Théoréme 2.7.5 (Stone-Weierstrass). Toute fonction f : [a,b] — R conti-
nue est limite uniforme sur |a,b] d’une suite de fonctions polynomiales.

Autrement dit, I’ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b] est dense
dans C'([a, b], R) muni de la norme uniforme || ||s.

Démonstration. Voir 'exercice (2.9.10). O

2.8 Sous-espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. La restriction de
d & A est une distance sur A appelée distance induite par d sur A. Muni
de cette distance induite, A est appelé sous-espace métrique de E.

Proposition 2.8.1. Soit A un sous-espace métrique de (E, d) et soit X
une partie de A.

(1) X est un ouvert de A si et seulement si il existe un ouvert O de E
tel que X = O N A.

(2) X est un fermé de A si et seulement si il existe une fermé F de E
tel que X = FNA

(3) X est un voisinage de a € A si et seulement si il existe un voisinage
V de a dans E tel que X =V N A.

Exemple 2.8.2.

Soit £ = R muni de la distance usuelle et soit A = [0,2]. L’ensemble
X = [0, 1] est un ouvert de [0, 2], en effet on peut écrire par exemple

0,1]=] — 1,1[N[0, 2]

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1.

Soit A une partie non vide de R.

1. Montrer que si A est majorée, alors sup(A) appartient a A.
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2. Montrer que si A est minorée, alors inf(A) appartient a A.
Exercice 2.9.2.

Soit (z,)n>0 une suite d'un espace vectoriel normé E. Montrer que si (x,,)
converge vers { alors

= /.

. T+ X+ -+,
lim
n—-4o0o n

Exercice 2.9.3.

Soient F et F' deux espaces métriques et £ x F' ’espace métrique produit.
Montrer que si AC F et BC F,on a

Exercice 2.9.4.

Montrer que dans un espace vectoriel normé E

J— o

B(a,r) = By(a,r), et Byf(a,r)= B(a,r)
Ces résultats restent-ils vrais dans un espace métrique quelconque ?
Exercice 2.9.5.

Montrer que, si A est une partie convexe d’un espace vectoriel normé F, il

en est de méme de A et A.
Exercice 2.9.6.

Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de E et z un élément de F.
On pose
d(z, A) = inf{d(z,a) | a € A}

1. Montrer qu'il existe une suite (a,) d’éléments de A telle que

d(z,A) = lim d(z,a,)

n—-+00
2. En déduire que z appartient a A si, et seulement si, d(x, A) = 0.

Exercice 2.9.7.

Montrer que si A est une partie d’un espace vectoriel normé FE et O est un
ouvert de F, alors I’ensemble A + O défini par

A+O={a+blac Abe O}

est un ouvert de E.
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Exercice 2.9.8.
Soit £/ un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E.

1. Déterminer F'.
2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F.

3. Montrer que si F' est un hyperplan de F, alors F' est fermé ou bien
I est dense dans E.

Exercice 2.9.9 (Les sous-groupes de R).

Soit (G, +) un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}.

1. Montrer que 'ensemble {x € G | > 0} admet une borne inférieure
qu’on notera a.

2. Montrer que si a = 0, alors G est dense dans R.
3. Montrer que si a > 0, alors G = aZ.

4. En déduire que, pour o, 3 € R*, aZ + (7 est dense dans R si et
seulement si /3 n’appartient pas a Q.

5. Montrer que {cosn | n € N} est dense dans [—1, 1].

6. Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cosn),
n > 0, est l'intervalle [—1, 1].

7. Soit f : R — R une fonction continue admettant 1 et V2 comme
périodes. Que peut-on dire de f 7

Exercice 2.9.10.

Soit A € M, (R).

1. Montrer que 'ensemble F' = {p(A) | p € R[X]} est un fermé de
M, (R).

2. Soit (a,,) une suite réelle telle que la série Y a,, A™ converge dans

M,,(R). On pose
B = Z A A™
m=0

Montrer qu’il existe un polynéme p € R[X] tel que B = p(A).
Exercice 2.9.11.

On munit l'espace C([0,1],R) de la norme uniforme || ||o.
1. Montrer que I’ensemble L des fonctions k-lipschitzienne est un fermé
de C([0, 1], R).
2. La fonction fy : [0,1] — R définie par fo(z) = /x est-elle lipschit-
zienne 7



28 Topologie d’un espace métrique

3. Montrer que ’ensemble des fonctions lipschitziennes est d’intérieur
vide dans C([0, 1], R).

Exercice 2.9.12.

Soit E un espace métrique, F' un sous-espace métrique de F et A une partie
de F. Onnote A" 'adhérence de A dans F' et A adhérence de A dans E.

1. Montrer que ZF —ANF

2. Montrer que si A est dense dans F et F' est dense dans F, alors A
est dense dans F.

o
3. Montrer que A C (AF )O. Donner un exemple montrant que cette
inclusion peut étre stricte.

Exercice 2.9.13 (Théoréme de Stone-Weierstrass).

Pour n € N* et £k € N, avec 0 < k£ < n, on note B, le polynome de
Bernstein défini par

k
B — k 1— n—k
1. Calculer
Bnk(l;)a ZkBmk(I)? k(k - 1)Bn,k’(x)
k=0 k=0 k=0

2. En déduire la relation
. k> 1—
Z (J; _ _) Bu(z) = z(l —x)
n n
k=0
3. Soit f :[0,1] — C une fonction continue. Pour n > 1, on note B, (f)
le polyndéme défini par
Bu(f)(x) =) f(k/n)By(x)
k=0
En remarquant que
f(x) = Bu(f)(x) = ) (f(x) = f(k/n)) Buy(z),
k=0

montrer que la suite de fonctions (B, (f)) converge uniformément vers
f sur [0, 1].
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4. En déduire que toute fonction f dans C([a,b],C) est limite uniforme
sur [a,b] d’une suite de polynomes.

Ce dernier résultat est connu sous le nom de théoréme de Stone-Weierstrass.
Exercice 2.9.14.

Soit f € C([a,b],R) vérifiant pour tout n € N

]Cbx”f(x)dx::O

1. Vérifier que pour toute fonction polynomiale p, on a

b
/ p() () dz = 0

2. En déduire, en utilisant le théoréme de Stone-Weierstrass, que f = 0.
Exercice 2.9.15.

Soit f € C(R,,C) telle que fooo |f(t)] dt < oo. On suppose que pour s € R

£(f)(s) = / " fetdi =0

On désigne par F' la primitive de f qui s’annule en 0.

1. Vérifier que, pour tout s > 0, on a
L(f)(s)= s/ F(t)e " dt
0

2. En déduire que, pour tout n € N*, on a

1
/ "G (z)dr =0
0
ott on a posé¢ G(z) = F(— Logx).
3. Conclure.
Exercice 2.9.16 (Lemme de Riemann-Lebesgue).

1. Montrer que si f appartient & C'([a,b],R), alors

b
1ml/ﬂmmﬁ:0

[Al =00
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2. En déduire que si f est dans C([a, b],R), alors

b
1ml/ﬂmmﬁ:o
A—too Jo
3. Montrer que si f est une fonction continue et intégrable sur R, alors

1m(/ﬂmWﬁ:0
R

[Al =00
Exercice 2.9.17.

1. Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est
dense dans M,,(C).

2. Pour une matrice M € My(R), on désigne par Ay, le discriminant de
son polynoéme caractéristique.
a) Montrer que Ay, est une fonction continue.
b) Montrer que 'ensemble des matrices diagonalisables de Mj(R)
n'est pas dense dans My(R). On pourra montrer que la matrice
0 —1
1 0
sables de M3 (RR).

3. Montrer que, pour tout A € M,,(C), on a Det(e?) = ™),

ne peut étre limite d'une suite de matrices diagonali-

Exercice 2.9.18.

Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b < 1. Pour tout réel ¢,
on note f. la fonction constante de C([a, b],R) définie par

fe(x) = ¢, pour tout = € [a,b]

L’objectif de cet exercice est de montrer que I’ensemble des fonctions poly-
nomiales sur [a, b] a coefficients entiers, Z([a, b]) est dense dans C([a, b], R)
muni de la norme uniforme.

Soit f € C([a,b],R) et £ € R tel que 0 < e.

1. Montrer qu'il existe un entier naturel k tel que, pour tout x € [a, b],

1
2 — gk

0< <

N | =
Do ™

2. Soit k£ un entier naturel fixé. Prouver qu’il existe un entier naturel m
tel que si « € [a,b] alors

= = Sy

€
2
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3. En déduire que fy/, € Z([a,b]).

4. Utiliser la question précédente pour montrer que si m € N alors
Jnjom € Z([a,b]).
5. Montrer que I’ensemble

{2%|nEZ,mEN}

est dense dans R.
6. En déduire que f. € Z([a,b]) pour tout ¢ € R.
7. Justifier 'existence de p € R[X] tel que || f — plloo < €/2.

8. Conclure.
Exercice 2.9.19.

On se propose de montrer que, dans C([0, 1]) muni de la norme uniforme,
on a

Z([0,1]) = {f € ([0, 1)) [ £(0), f(1) € Z}

1. Montrer que si f € Z([0,1]) alors f(0) et f(1) sont dans Z.
Dans tout ce qui suit, n est un entier naturel non nul et f € C(]0, 1])

tel que f(0) = f(1) = 0.
2. Montrer que application ¢ : R,,[X] — R définie par ¢(p) = |[p— [l
est continue.

3. Prouver que
lim ¢(p) = o0

[Pl oc —00

4. Montrer que, pour tout r > 0,

{p e Ro[X] [Pl <7}

est une partie compacte de R, [X] muni de la norme uniforme.

5. En déduire qu’il existe p, € R, [X] tel que, pour tout p € R, [X],
[P0 = flloo < llp = fllso
On note désormais
Gn(7) = pp(x) — 2pp(1) + (2 — 1)p,(0)

6. Montrer que
||Qn - f“oo S 2||pn - f“oo

7. Prouver que la famille (zF(1 — 2"7%))<p<n est une base de R,,[X].
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8. Etablir I'existence de nombres réels aq, ..., a,_1 tels que

n—1
qn(z) = Z apz™(1 — x)"*
k=1

9. En déduire que si

alors ||r, — gnlleo < 1/n.

10. Montrer que
1
1f =rall < =4 2[p = flloo, VP € Ra[X]
11. Conclure.

Exercice 2.9.20.

On munit M,,(R) de la norme définie par

AX
1Al = Y5

sup (
xermop \ [[X]]
On suppose que ||A|| < 1.

1. Montrer que la matrice I — A est inversible.

2. Soient X, et b deux vecteurs colonnes de R"™. Montrer que la suite
(X&)k>0 définie par son premier terme X et, pour tout k& € N, par la
relation de récurrence

Xk+1 = A./Ek + b

converge dans R".

2.10 Correction des exercices

Exercice 2.9.1

1. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, pour tout € > 0, il
existe a. dans A tel que

sup(A) —e < a. < sup(A)
En particulier, pour tout n € N*, il existe a,, € A tel que
1
sup(4) — = < a, < sup(A)
n

Ainsi, sup(A) est la limite d'une suite de A, il appartient donc a
I’adhérence de A.
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2. De méme, on montre que inf(A) est la limite d’une suite de A et donc
appartient a ’adhérence de A. [
Exercice 2.9.2 On considére a suite (y,),~0 définie par

Ty +Tp+ -+ Ty
n

n

Par hypothése, la suite (x,,) converge vers £. Soit € > 0, il existe ny € N tel
que, pour tout n > ny, ||z, — || <e/2. On a

(21— ) 4 (g1 = )+ (g = )+ + 0 = 0

Yn — =

On en déduit que

s = Ol 4+ llng = A [#noss = €} + -+~ + lln — €]

n n
c m—nge
< -+ =
n n 2

|y — 2] <

avec ¢ = ||xy — || 4+ - + ||xn, — £||. Il en résulte qu’il exite n; € N tel que,
pour tout n > ny, ly —n — (|| <e. O

Exercice 2.9.3 La correction est laissée au lecteur.

Exercice 2.9.4
i) Par définition, B(a,r) C By(a,r), donc B(a,r) C By(a,r). Puisque
By(a,r) est un fermé, on a By(a,r) = By(a,r) et par suite B(a,r) C
By(a,r). Soit © € By(a,r). Si ||z — al| < r alors x est dans B(a,r)
donc dans B(a, ) ; si ||z —al| = r, alors la suite (z,,) de B(a,r) définie
par

1. z—a

)

r,=a+(r——)———:
' |l = al

n
converge vers x, ce qui prouve que x est dans B(a,r). On a donc
'égalité B(a,r) = By(a,r).

ii) L’inclusion B(a,r) C By(a,r) implique que B(a,r) C By(a,r).
Or, B(a,r) est un ouvert, B(a,r) = B(a,r) et par suite B(a,r) C
By¢(a,r). Soit maintenant x dans E\B(a, ), c’est-a-dire ||z —al| > .
Montrons que x ne peut pas étre intérieur a By(a,r), c’est-a-dire que
pour tout p > 0, B(z,p) n’est pas incluse dans By(a,r). En effet,
I’élément

p(z—a)

y=a+ g —
2|z —all
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est dans B(z, p) et
ly—all>r+5>r

Ainsi, éf(a, r)= B(a,r). O

Exercice 2.9.5 -
Soient z et y deux éléments de A et soit A € [0, 1]. Il existe deux suites
() et (yn) de A telles que

limz, =2 et limy,=y
n—oo

n—0o0

Puisque A est convexe, la suite ((1 — ANz, + )\yn) est dans A et converge
vers (1 — A)x + Ay ; ce dernier est donc dans A. [

Exercice 2.9.6

1. D’apreés la caractérisation de la borne inférieure, pour tout n € N*, il
existe a, € A tel que

1
A, A) < d(z,0,) < d(w, 4) + -

et done

d(z,A) = lim d(z,a,)

n—-+o0o

2. Supposons que z soit dans A. Il existe une suite (a,) d’éléments de
A qui converge vers x. Puisque pour tout n

d(z, A) < d(z,ay,)
par passage a la limite, on obtient d(z, A) = 0. Réciproquement, si
d(z, A) = 0, la premiére question montre qu’il existe une suite (a,,)

dans A telle que
0=d(z,A) = lim d(z,a,)

n—-4o0o

Cela montre que (a,) converge vers x et celui-ci est donc dans A. [J

Exercice 2.9.7
D’une part, on a
A+0=|J(a+0)
acA
D’autre part, 'application f : E' — FE définie par f(z) = x — a est continue
et
f1(0)=a+0

Ainsi, A+ O est un ouvert comme réunion d’ouverts. [

Exercice 2.9.8
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o
1. Si FF = E, alors F = E. Supposons F' # FE et strictement inclus
dans F, nous allons montrer que l'intérieur de F' est vide. Supposons

o
le contraire et soit a € F. Il existe r > 0 tel que B(a,r) C F. pour
tout z € E, I'élément a+ gui—” appartient a la boule B(a,r) donc a F.
Comme a est dans F' et que celui-ci est un sous-espace vectoriel, on en

déduit que x appartient a F' cela veut dire que F' = E'; contradiction.

2. Soient z et y dans F et soient a et § deux scalaires. Il existe alors
deux suites (z,) et (y,) de F' qui convergent respectivement vers x
et y. La suite (o, + [y,) converge vers ax + By, ce dernier est donc
dans F.

3. Supposons F' # F, il existe a € F\F. Comme F est un hyperplan,
on a F =Ka® F. Puisque Ka et F sont inclus dans F qui, d’aprés
la question 2, est un sous-espace vectoriel de F, on en déduit que
K,®F CFetdonc F=E. O

Exercice 2.9.9

1. Soit zg un élément non nul de G, alors —xy est aussi dans . L’en-
semble G, défini par

Gy ={reG|z>0}

est une partie non vide de R, minorée par 0, elle admet donc une
borne inférieure a.

2. Supposons a = 0 et montrons que G est dense dans R. Soient « et
[ deux réels avec o < 3; on peut supposer 0 < a < (3. Nous allons
montrer qu’il existe g € G tel que a < g < (3. La caractérisation de
la borne inférieure permet d’affirmer 'existence d’un élément gy € G
tel que 0 < gg < 0 — «a, c’est-a-dire tel que

6  «

—— —>1
do 9o

Il existe donc un entier n tel que a < ngy < [ et 'élément g = ngo
vérifie a < g < 3. Cela prouve que G est dense dans R.

3. Supposons a > 0. On va, tout d’abord montrer que a appartient a G.
Supposons que a ¢ G, puisque a = inf Gy, pour tout € > 0, il existe
g dans G tel que a < g < a+ ¢. En particulier, pour £ = a, il existe
g1 € G4 tel que a < g1 < 2a. De méme, il existe go € G, tel que
a < go < g1 < 2a. On en déduit que g; — go est dans G et vérifie
g1 — g2 < a. Cela contredit le fait que a = inf G..

4. aZ + PZ est un sous-goupe de R. Montrons qu’il est de la forme aZ
si et seulement si o/ appartient a Q.
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Supposons qu’il existe a réel tel que aZ + B7Z = aZ. 1l est clair que
a et ( sont dans aZ, cela veut dire qu’il existe deux entiers relatifs p
et ¢ tels que a = ap et B = aq et par suite

o_p
5 qe@’

Réciproquement, supposons que «/(3 est un rationnel, il existe deux
entiers relatifs p et ¢ tels que a/3 = p/q. Par suite

aZ + L ={an+ pn|n,m e Z}

= {g(pn—i-qm) | n,m € Z}

Cela montre que oZ + (7 est inclus dans (§/q)7Z et par suite il n’est
pas dense dans R. On en déduit que aZ + (Z est de la forme aZ.

. Soient « et 3 deux éléments de [—1,1] tels que o < 3. 1l suffit de

montrer qu’il existe n € Z tel que o < cosn < (. la fonction cosinus
est une bijection de [0, 7] sur [—1, 1], il existe donc a et b, dans [0, 7]
tels que a > b et

o =cosa, [=cosb

D’apreés la question 4, le sous-groupe Z + 277 est dense dans R, il
existe donc deux entiers relatifs n et m tels que

b<n+2mm<a

si bien que cosa < cos(n + 2mm) < cosb, c’est-a-dire o < cosn < f3.

. Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite (cosn). Il existe une sous-

suite (cos(¢(n))) qui converge vers (. Par passage a la limite dans
I'inégalité —1 < cos(¢(n)) < 1, on voit que £ € [—1,1].
Inversement, soit ¢ dans [—1,1]. Nous allons montrer que, pour tout
e >0,

{neN|l—ec<cosn<l+¢e}

est infini. D’aprés la question 5, il existe n; € N tel que
{—e<cosng <l+e¢
Par récurrence, on montre qu'il existe une suite (n,), p > 1, telle que

{—e<cosny, <l+e

7. Pour tout x € R

fla+1)=f(z) et fla+V2)=f(z)
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Par suite, pour tout n et m dans Z et x dans R,
fle+n)=f(z) et flz+mV2)=f(z)
On en déduit que, pour tout n et m dans Z et x dans R,
flz+n+mv2) = f(z)
En particulier, pour z = 0,
fn+mv2) = f(0), Vn,mecZ

Le sous-groupe Z + /27 est dense dans R et par suite, pour tout
z € R, il existe une suite (z,,) de Z++/27Z qui converge vers z. Comme
f est continue, par passage a la limite dans la relation f(z,) = f(0),
il vient f(x) = f(0). Ainsi , la fonction f est constante. [J

Exercice 2.9.10

1. L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie, il est
donc complet et par suite c’est un fermé dans M,,(R).

2. La suite (S,,) définie par

Sm = Zm: CLkAk
k=0

est une suite de F' qui converge vers B. Il en résulte que B est dans
F' et par suite il existe p € R[X] tel que B =p(A). O

Exercice 2.9.11

1. Soit (f,) une suite Ly qui converge dans C([0,1],R) vers f. Il s’agit
de montrer que f est dans Ly : Pour tout z,y dans [0, 1]

[fn(2) = fu(y)] < klz =y

La suite (f,) converge uniformément, donc simplement vers f. On
fait tendre n vers l'infini dans I'inégalité ci-dessus, on en déduit que
f est k-lipschitzienne.

2. Supposons que fy est k-lipschitzienne, cela veut dire que, pour tout
x et y dans [0, 1]

Vo = Vyl < klz =y

En particulier, pour ¥y = 0 on obtient
1 < ky/x, Vx €0,1]

Ce qui est impossible car le second membre tend vers 0 avec x.
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3. Supposons que Lj est a intérieur non vide. Il existe donc f € L
et 7 > 0 tels que B(f,7) C Ly et ainsi, application f + Zfo est
dans B(f,r). Ce qui est impossible car cette application n’est pas
lipschitzienne. [

Exercice 2.9.13

1. D’aprés la formule du binéme

;an’f(‘”) - i (i)xk(l —z)" P =(@+1-2)" =1

k=0

Pour tout = et y dans R,

(z+y)" = Zn: (ﬁ) atyr

k=0

En dérivant par rapport a x, on obtient

x+y Zk<)k1nk (*)
On remplace dans cette relation y par (1 — x) et on multiplie par z,
on obtient .
nr = Z kB, k(%)
k=0

On dérive membre a membre la relation (%) par rapport & x puis on
remplace y par (1 — x) et on multiplie par 2%, on obtient

n(n—1)a* = k(k — 1)B, ()

2. D’une part
i(w—EYB w(z) = 22 Y B k(x)—z ikB k(x)—ki ikZB (x)
n n, n, n n, TL2 n,k
k=0 k=0 k=0 k=0
D’autre part

k(k = 1)Bui(z) + Y kB (x)

k=0

> K Bi(x)
k=0

En utilisant la premiére question, il vient

k=0

k=

o
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3. Soit € > 0. Il s’agit de prouver qu’il existe un entier ng tel que, pour
tout n > ng, on a

|Bu()(x) = f(z)] <&, Ve [0,1]

La fonction f étant continue sur [0, 1], elle y est uniformément conti-
nue, si bien qu'il existe a > 0 tel que pour tout x et y dans [0, 1]

[z —yl < o= |f(z) - fly)| <

DO | ™

Considérons les ensembles I et J définis par

I:{kE{O,l,...,nH ‘m—%’<a}

J:{kG{O,l,...,nH ‘x—%’Za}.

On a
[Balf) = f(@)] < 3 _1F(@) = fOk/m) [ Bup(w) + 3 1F(@) = F(k/n) [ Bu()
kel keJ
€
< b ZBn,k<x) + 22||f||oan,k($)
kel keJ
keJ
D’autre part,
k2
kEJ:>‘x——’>a:> (a:——) > o
n
si bien que
1 kN2 1 z(1—x)
keJ keJ
et le dernier terme est majoré par 1/(a?n), d’ou a partir d’'un certain
rang no,
2 2Hf|!oo e €
B — < = < -4 ==

4. Soit v : [0,1] — [a, b] Papplication définie par

y(t) = (1 —t)a + tb
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L’appication v est une bijection et v~ '(z) = (v — a)/(b — a). La
fonction f o~y est continue sur [0, 1] done, d’aprés la question précé-
dente, il existe une suite de fonctions polynomiales (p,,) qui converge
uniformément vers f o~. Or,

sup |f 0 y(t) = pu(t)| = sup |f(z) —pu(y~(2))]

te[0,1] z€a,b]

Ainsi, (p,ovy™!) est une suite de fonctions polynomiales qui converge
uniformément sur [a, b] vers f. O

Exercice 2.9.14

1. Soit p(x) = >_p_, axx® un polynome,

[ v)seyae = Z [t r =0

a

2. La fonction f étant continue sur [a,b], il existe, d’aprés le théoréme

de Stone-Weierstrass, une suite de polynoémes (p,) qui converge uni-
formément sur [a, b] vers f. Par hypothése, on a

b
/ po(z)f(z)dz =0, Vn.

La convergence uniforme sur [a, b] de (p,,) vers f permet de permuter
limite et intégrale dans la relation précédente, il vient alors

/abf2(x)dx:0
O

Cela implique que f = 0.

Exercice 2.9.15

1. La fonction F', primitive de f qui s’annule en 0, est une fonction

bornée sur R, puisque, pour tout ¢t € R,

F(t)| < / ()| du < / () du

Par intégration par parties, on en déduit

+o00 +oo
(s)e "t dt = s/ F(t)e " dt.
0 0
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2. On fait le changement de variables x = e~ ¢, il vient, pour tout n € N*,

400 1
/ F(t)e ™ dt = / 2" F(—Logw)dr =0
0 0

3. La fonction G définie sur ]0,1] par G(x) = F(— Logx) est prolon-
geable par continuité sur [0,1] car f est intégrable sur R, donc,
d’aprés 'exercice précédent, G est nulle et il s’ensuit que F' est nulle
et il en est de méme de f. [

Exercice 2.9.16
1. Puisque f est de classe C*, une intégration par parties donne

/f et = [ fne] - /f e di

On en déduit que

| [ sweai] < (@i 1son+ [ 17w1a)

Le second membre tend vers 0 quand |A| tend vers U'infini, il en sera
de méme du premier membre.

2. Si f est continue sur [a, b], d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass,
il existe une suite de fonctions polynomiales (p,) qui converge unifor-
mément sur [a,b] vers f. Autrement dit, pour tout ¢ > 0, il existe N
tel que

nZN = f = palle < 55—
[ swear= [Conoear+ [0 - pue)e i

D’une part, la question 1) montre que la premiére intégrale du second
membre tend vers 0 quand |A| tend vers Uinfini. En particulier, il
existe A > 0 tel que

|>\|>A:>‘/ ’”dt‘<—

D’autre part,

‘ /abf(t) — pn(t))e™ dt‘ < (b—a)|lf - pnllo

Si bien que

(\]

b - £ €
\)\\>A:>’/ f(t)e’)‘tdt‘§§+—:€
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3. Soit € > 0. La fonction f étant intégrable sur R, il existe a > 0 tel

que N
. . 6
[ usnaes [ isenar< S

[e.o]

D’aprés la deuxiéme question, il existe A > 0 tel que
a ) €
N> A= ’/ f(t)e dt‘ <3

Ainsi,
N[> A ‘/f(t)e“tdt) < O
R

Exercice 2.9.17

1. Soit A € M,(C). La matric A est trigonalisable dans M,,(C), il existe
donc P € GL,(C) telle que A = PTP~! ot T est une matrice trian-
gulaire supérieure, de la forme

)\1 * C. *x
0 )\2 Ce *
0 O :
An
Soient aq, s ..., a, des réels tels que, pour tout k € N*
(67 a5 . .
On pose, pour n € N*,
)\1 + % X P *
T, — 0 L *
0 0

An +

La matrice T, admet n valeurs propres distinctes et est donc diago-
nalisable. De plus, il est clair que la suite (7},) converge vers 17" quand
p tend vers linfini, donc la suite définie par A, = PT,P~! converge
vers A quand p tend vers l'infini. Ainsi, A est limite d’une suite de
matrices diagonalisables.

2. a) Notons Py le polynome caractéristique de M et Ay, le discrimi-
nant de P;. On a

Py(z) = 2* — (Tr M)x 4+ Det M, Ay = (Tr M)? — 4Det M

L’application M +— Aj; est polynomiale par rapport aux coeffi-
cients de la matrice M, donc continue.
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0 —1
1 0
trices diagonalisables de M2(R), d’aprés a), la suite des discrimi-
nants (A4, ) convergerait vers le discriminant de A qui vaut —4.
Cela est impossible car A4, > 0 pour tout k.

— Tr(4)

b) Si la matrice A = ( était limite d’une suite (Ax) de ma-

3. 1l est facile de vérifier que la relation Det(e?) est vraie pour
toute matrice diagonalisable A € M, (C). Il suffit maintenant d’uti-
liser la question 1 et le fait que les applications A — Det(e?) et
A T sont continues dans M,,(C). O

Exercice 2.9.20
1. Si X appartient au noyau de I — A, alors Ax = X et donc

X0 =l AX] < [[[AlX

Cela implique que (1—|[|A]||])|| X < 0 et donc X =0 car |||A]|| < 1.
Ainsi, [ — A est inversible.

2. Puisque I — A est inversible, il existe un unique L € R" tel que
L = AL + b et par suite

Xip1—L=A(Xy— L)
. Par récurrence, il en résulte que, pour tout £, on a
X, —L=ANX,- L)
. On en déduit alors que
15 — LI < 1AM Xo — LIl < [IAlI1*|1 X0 — L]

Comme la norme de A est strictement inférieure a 1, la suite (Xj)
converge vers L. [J






Chapitre 3

Fonctions continues

3.1 Limite d’une fonction

Soit (E, d) et (F,d) deux espaces métriques et A une partie de F.
Soit f: A— Fetsoita€ Aet l € F.

Définition 3.1.1. On dit que [ a pour limite ¢ au point a si pour
tout € > 0, il existe o > 0 tel que

Ve e A, d(z,a) < o = 6(f(z),0) <e

Dans ce cas, on dit aussi que f(x) tend vers ¢ quand x tend vers a.

Remarque 3.1.2.

(a) La limite, si elle existe, est unique. On note lim,_, f(x) = /.

(b) On peut reformuler la définition a 1’aide des voisinages en disant
que : f admet la limite £ au point «a si, et seulement si, pour tout
voisinage V' de ¢, il existe un voisinage U de a dans E tel que
fUNA)CV.

Proposition 3.1.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) La fonction f admet la limite ¢ au point a

(2) Pour toute suite (a,) d’éléments de A convergeant vers a, la
suite (f(ay)) converge vers (.

Démonstration. (1) = (2) : Supposons que (a,) converge vers a et
soit € > 0. Il existe a > 0 tel que

d(z,a) <a=§(f(x),0) <e
Il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, d(a,,a) < «, et donc

0(f(an), €) < e
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Ce qui traduit la convergence de la suite (f(ay)) vers /.
(2) = (1) : Par l'absurde, si f(z) ne tend pas vers ¢ quand x tend
vers a, il existe € > 0 tel que

Va>0,dx € A| d(z,a) <a et i(f(x),l) >¢€

En prenant, pour chaque entier n > 0, & = 1/n, on construit une
suite (z,) d’éléments de A vérifiant

Az a) <~ et 5(f(zn).0) > e

n

Ce qui contredit (2). O

Exemple 3.1.4.

On prend £ = F =R, A=R* a=0et f la fonction définie par
f(x) = cos(1/x)

La fonction f n’a pas de limite en 0, car la suite définie par x,, = 1/nx
converge vers 0 mais f(z,) = (—1)" diverge.

3.2 Continuité

Définition 3.2.1. Soient E et F' deux espaces métriques. Une appli-
cation f: E — F est dite continue au point a € F si

lim f(2) = f(a)
C’est-a-dire si, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que
d(,a) < @ = §(f(x), f(a)) < ¢

On dit que f est continue sur E si elle est continue en tout point de
E.
Remarque 3.2.2.

La somme, le produit et la composée (lorsque cela a un sens) de
fonctions continues sont des fonctions continues.

Exemple 3.2.3.

Soient F., Fs, ..., E, des espaces métriques et £ = F; X --- E, I'es-
pace métrique produit.

(a) La projection d’indice ¢, définie pour = = (x4, ...,z,) € F par
pi(z) = x;

est une application continue.



est continue sur K™.
Exemple 3.2.6.

a) La fonction définie sur R2 par
p([El, ZEQ) = ZE?IQ + 1+ 2[)’22

est une fonction polynomiale de deux variables, donc p est conti-
nue sur R?.

(b) La fonction qui & une matrice X € M, (K) associe son détermi-
nant est une fonction polynomiale des n? variables qui sont les
coefficients de la matrice X. Donc, la fonction X +— Det X est
continue sur M, (K).
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(b) Une application f : FF — E qui a x € F fait correspondre

f(ZL') = (fl(x)v s ,fn(l’))
est continue si, et seulement si, pour tout 7, 1 < ¢ < n, la fonction
p; o f est continue.

(¢) Soit f: E = E; x --+- x E, — F une application continue et
soit @ = (ay,...,a,) un élément de E. Pour tout 4, 'application
partielle d’indice ¢ au point a définie sur F; par

fl(t) = f((ll, c ,ai_l,t, Ajt1y- - - ,an)

est continue au point a;.

Exemple 3.2.4. Fonctions polynomiales
On appelle fonction monome des n variables xy,...x, € K, une ap-
plication f de K™ dans K pouvant se mettre sous la forme

[y, o) = aafay® - ape
ou a est une constante et les a;, 1 < i < n sont des entiers positifs
ou nuls.
On appelle fonction polynomiale des n variables x1, s, ..., x,, toute
combinaison linéaire de fonctions monoémes de ces variables. Ainsi,
une telle fonction s’écrit

p(ZEl, T, ... ,Zl'n> = Z aal,...,anx?lxgz e x;?zn

ol la somme est finie.
L’ensemble des fonctions polynoémiales des n variables 1, xo, ..., 2,
est noté K[z, za, ..., x,].
Proposition 3.2.5. Une fonction polynomiale de n variables x1,xs, ..., x,
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Théoréme 3.2.7. Soient E et F' deux espaces métriques et f : E —

F' une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) f est continue

(2) L’image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de
E

(3) L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

Démonstration. (1) = (2) : Supposons [ continue et soit 2 un
ouvert de F. On doit montrer que I’ensemble

Q) ={zeE|f(z) €}

est un ouvert de E. Soit a € f~1(2). Puisque f(a) est dans 'ouvert
et puisque f est continue, il existe donc un ouvert U de E contenant
a tel que f(U) C Q. Par suite

Uc () c 9

Ainsi, il existe un ouvert U contenant a tel que U C f~1(Q2). Cela
prouve que f~1(Q) est un ouvert de E.

(2) <= (3) : L’équivalence résulte de la relation f~*(CA) = C (f~1(A)).
(2) = (1) : Montrons que f est continue en tout point a € E. Soit
V un voisinage ouvert de F' contenant f(a). L’ensemble U = f~1(V)
est un ouvert contenant a et f(U) C V. O

Exemple 3.2.8.
Soit E un espace métrique, f : E — R une fonction continue et
a e R.
(a) L’ensemble A = {x € E'| f(z) = a} est une fermé de F, puisque
A= f1({a}) et {a} est une fermé de E.
(b) L’ensemble A = {x € E'| f(z) > a} est un ouvert de E, puique
A= 7! (Je, +o0)
(c) L’ensemble des x € E tels que f(x) > « est un fermé de E car
il est égal & f~1([a, +00]).
Exemple 3.2.9.

L’ensemble GL,(K) des matrices inversibles est un ouvert de M,,(K).
En effet, GL,(K) = {X € M,(K) | Det X # 0}, c’est donc I'image
réciproque de R* par l'application déterminant qui est continue et
R* =] — 00, 0[U]0, +-00[ est un ouvert de R.

Remarque 3.2.10.

L’image (directe) d’un ouvert par une application continue n’est pas
forcément un ouvert. Par exemple I'image de R par la fonction conti-
nue x — 2% est égale a [0, +0o[ qui n’est pas un ouvert de R.
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Définition 3.2.11. Soient E et F' deux espaces métriques et f : £ —
F.

(1) On dit que f est ouverte si l'image par f de tout ouvert de E
est un ouvert de F'.

(2) On dit que f est fermée si l'image de tout fermé de E est un
fermé de F.

Définition 3.2.12. Soit f: E — F.

(1) On dit que f est un homémorphisme si f est une bijection de E
sur F et si =1 est continue de F' sur .

(2) On dit que E et F' sont homéomorphes s’il existe un homéomor-
phisme entre E et F.

Exemple 3.2.13.

(a) L’application f: R — R définie par f(x) = 23 est un homémor-
phisme.

(b) Plus généralement, toute fonction f continue et strictement mo-
notone sur un intervalle I de R est un homémorphisme de I sur
f().

(c) Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout a € E, 'application
translation par a, notée 7, et définie par 7,(z) = = + a est un
homémorphisme. L’homéomorphisme inverse est donné par 7_,.
Pour tout a # 0, 'homothétie h, définie par h,(x) = ax est

un homémorphisme de F sur F et I'homémorphisme inverse est
Po-1.

Proposition 3.2.14. Soient E et F' deus espaces métriques et f :
E — F une bijection continue. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

(1) f est ouverte
(2) f est fermée

(3) f est un homéomorphisme

Démonstration. (1) = (2) : Soit A un fermé de E, alors CA est un
ouvert et (1) permet d’affirmer que f(CA) est un ouvert. La relation
f(CA) = C(f(A)) permet alors de conclure que f(A) est un fermé.
(2) = (3) : Il ’agit de prouver que g = f~' : F — E est continue.
Or, si A est un fermé de F, g~ '(A) = f(A) est un fermé de F, cela
prouve bien que g est continue d’aprés le théoréme (3.2.7).

(3) = (1) : Si A un ouvert de E, f(A) = g '(A) est un ouvert de
F. [
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Définition 3.2.15. Soient (E, d) et (F,0) deuz espaces métriques.
Une application f : E — F est dite uniformément continue si, pour
tout € > 0, il existe o > 0 tel que pour tout x ety € £

d(z,y) <a = 0(f(r), f(y)) <e

On vérifie facilement que :

Proposition 3.2.16. Toute application uniformément continue est
continue.

Définition 3.2.17. Soient (E, d) et (F,0) deux espaces métriques et
k un réel positif. On dit que f : E — F est k-lipschitzienne si, pour
tout x et tout y de

o((f(), f(y)) < kd(z,y)

Lorsque k < 1, on dira que f est contractante.

Proposition 3.2.18. Une application k-lipschitzienne est uniformé-
ment continue.

Exemple 3.2.19.

(a) Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
S'il existe k > 0 tel que | f'(t)| <k, pour tout ¢ € I, le théoréme
des accroissements finis montre que

Ve,yel, [f(x) = f(y)l < klz -y

Cela montre que f est k-lipschitzienne.

(b) Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. L’application = +— ||z||
est 1-lipschitzienne, puisque

[ell = liyll| < e =y

(c) Soit (E, d) un espace métrique et a un élément de E. L’appli-
cation x — d(x,a) est 1-lipschitzienne, puisque

|d(z,a) = d(y,a)| < d(z,y)

Proposition 3.2.20. Soit (F, d) un espace métrique. L’application
qui a (z,y) associe d(x,y) est uniformément continue sur £ X F.

Démonstration. On munit E x E de la distance définie par

dl((xvy)> (xlvy/» = d(x>$/) + d(y,y’)
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L’inégalité triangulaire permet d’écrire

d(z,y) — d(2',y)| < |d(z,y) — d(2’,y)| +[d(z',y) — d(z",y)]
< d(z,2") + d(y,y)
= di((z,y), («",9))

Cela prouve que (z,y) — d(x,y) est 1-lipschitzienne, donc uniformeé-
ment continue sur £ X E. ]

3.3 Continuité des applications linéaires

La continuité des applications linéaires fait 'objet d’une étude parti-
culiére justifiée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et
f + E — F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont
equivalentes

(1) f est continue

(2) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que
Vee B, [|f(@)] < cllzf

Démonstration. (1) = (2) : Supposons f continue sur E; elle est
en particulier continue en 0 et par suite, pour € = 1, il existe o > 0
tel que

2]l < o« = [If(z) = FO)ll = lf ()] <1

Soit x un élément de F, non nul. L’élément y = ax/||z|| a pour norme
a, donc || f(y)|| < 1. Cela se traduit par

7@ < el

Cette inégalité, évidente aussi pour x = 0, montre qu’on a (2) avec
c=al
(2) = (1) : La propriété (2) montre que, pour tout x et tout y dans
E

1) = F)l = [[f (& =)l < el =y

Cela montre que f est c-lipschitzienne, donc continue. ]

Si E et F'sont deux espaces vectoriels, on désigne par L(E, F') 'espace
vectoriel des applications linéaires continues de E dans F'. Pour f €
L(E, F), on pose

|/ ()]

[fI} = sup
ez0 ]l
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On peut vérifier que cela définit une norme sur L(F, F') ; cette norme
est dite subordonnée.
On vérifie aussi que

(a) Pour tout f € L(E,F),
1f]l = ”81“151 |f(x)]| = ||Slul£ £ ()]l

=min{c > 0: ||f(z)]] <c|z|, Yz € E}

(b) Si E, F' et G sont trois espaces vectoriels normés et si f €
L(E,F)etge L(F,G),alors go f € L(F,G) et

lg o fIl < llgll I1£1

Théoréme 3.3.2. Si F' est un espace de Banach, l'espace L(E, F')
est un espace de Banach.

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1.

Soient E et F' deux espaces métriques et f : £ — F.

(a) Montrer que, si f est continue, alors son graphe

Iy=A(z, f(x)) |z € E}
est fermé dans F x F'. La réciproque est-elle vraie ?

(b) Montrer que si f est continue, son garphe I'y est homémorphe a
E. En déduire que les ensembles G| = {(z,y) € R? | y = 2%},
Gy ={(z,y) e R* |y =23} et G3 = {(v,y) € R? | y = sinz}
sont tous homéomorphes a R

Exercice 3.4.2.

Montrer que si E; est homémorphe & E] et F, est homéomoprhe a

E}, alors Fy x E, est homémorphe & E{ x E.

Exercice 3.4.3.

Soient F et F' deux espaces métriques et f : E — F une application.

(a) Montrer que f est continue si et seulement si f(A) C f(A) pour
toute partie A de F.

(b) Montrer que f est fermée si et seulement si f(A) C f(A) pour
toute partie A de E.

(c) Montrer que f est ouverte si et seulement si f (A) C f(A) pour
toute partie A de E.
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(d) Montrer que si f est bijective, alors :

f est ouverte <= f est fermée <= f~! est continue.

Exercice 3.4.4.

Soient F; et Fy deux espaces métriques.

(a) Montrer que la projection p; qui a (x1,25) € Ey X Ey fait cor-
respondre x; est ouverte.

(b) Montrer que p; n’est pas forcément fermée. Pour cela, on peut
considérer le cas By = Ey =R et F' = {(z,1/z) | x > 0}.

Exercice 3.4.5.

Soit (E, d) un espace métrique.

(a) Soit A une partie de E. Montrer que I'application f quia z € E
fait correspondre d(z, A) est 1-lipschitzienne.

(b) Soient A et B deux fermés disjoints de E. Montrer qu’il esiste
deux ouverts U et V' de FE, disjoints tels que A C U et BC V.

Exercice 3.4.6.

Soit A une partie non vide d’'un espace métrique F.

(a) Montrer que diam(A) = diam(A)

(b) A-t-on toujours diam(A) = diam(A) ?

Exercice 3.4.7.

(a) Soit f une application continue d’un espace métrique F dans un
espace métrique F'. Montrer que si D est une partie dense dans
E, alors f(D) est une partie dense dans f(F).

(b) En déduire que I'ensemble {cosn | n € N} est dense dans [—1, 1].

(c) Soit a un réel tel que a/7 soit irrationnel. On pose G = {e"* |

n€Z}et S'={z€C; |z| =1}. Montrer que G est dense dans
St et que G # St

Exercice 3.4.8.

(a) Soit f et g deux applications continues d’un espace métrique F
dans un espace métrique F' et soit D une partie dense dans F.
Montrer que si f et g coincident sur D, alors elles coincident
partout sur F.

(b) Déterminer les applications continues de R dans R telles que

flx+y) = f(x)+ f(y), Vr,yeR

Exercice 3.4.9.
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Montrer que, pour tout A, B € M,(R) : com(AB) = com(A) com(B)
ot com(A) désigne la comatrice de A.

Exercice 3.4.10.

(a) Montrer que si A € M, (K) est une matrice nilpotente, alors
A" =0

(b) En déduire que l'ensemble N des matrices nilpotentes est un
fermé de M, (K)

(¢) Montrer que A est d’'intérieur vide.
Exercice 3.4.11.

Pour toute matrice A € My(K) et pour tout entier n € N, on pose

~ 1
Sn(A) :ZyAk
k=0

(a) Montrer que la suite (S, (A)) converge dans My(KK) ; on note e”
sa limite.
(b) Montrer qu'il existe un polynome p € K[X] tel que e = p(A).
Exercice 3.4.12.

Soit A une matrice de M,,(R). On dit qu’une matrice X € M, (R) est
une racine carrée de A si X? = A. On note Rac(A) I'ensemble des
racines carrées de A :

Rac(A) = {X € M,(R) | X* = A}

(a) Montrer que Rac(A) est une partie fermée de M, (R).
(b) L’ensemble Rac([,) est-il une partie bornée de M, (R) ?

(c) Soit n > 2. Montrer qu'’il n’existe pas de norme || || vérifiant
IAB| = [IAl [[Bll, VA, B € GLx(R)

On note R[xy, za, ..., x| Pensemble des fonctions polynomiales sur
R™. Pour p dans Rlxy, 2y, ..., x,,], non identiquement nul, on pose

Z(p) ={(z1,29,...,2m) | p(x1,22,...,2sm) = 0}.

4. Soit p € Rlzy,x9,..., 2] et I1, Iy, ..., I, des parties infinies
de R. Montrer que si la fonction polynomiale p s’annule sur
I x Iy x --- x I, alors p est la fonction nulle.

5. Déterminer l'intérieur de Z(p).
6. En déduire U'intérieur de Rac(A).
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Exercice 3.4.13.

Soit n un entier non nul. On note
SL,(K) = {A € M,,(K) | Det A = 1}

(a) Montrer que SL,(K) est un fermé de M, (K).
(b) Montrer que, pour tout A € M, (K), il existe un réel a > 0 tel
que
Vt €0, af, Det(A+tl) # 1
(c¢) En déduire que SL, (K) est d’intérieur vide.
Exercice 3.4.14.

Soient X et Y deux espaces métriques, soit (A;);e; un recouvrement
de X et soit f: X — Y.

(a) Montrer que si les A; sont tous ouverts et les applications f|4,
sont toutes continues, alors f est continue.

(b) On suppose que [ est fini et que les A; sont tous fermés. Prouver
que si les f]4, sont continues, alors f est continue.

Exercice 3.4.15.

Montrer que

(a) Tout fermé F' d'un espace métrique E est intersection dénom-
brable d’ouverts.

(b) Tout ouvert U est union dénombrable de fermés.
Exercice 3.4.16.
Soit (F, d) un espace métrique. Une fonction f : £ — R est dite semi-

continue inférieurement (en abrégé sci) en xq si, pour tout € > 0, il
existe un voisinage V' de z( tel que

veV = f(z) 2 f(zo) — €

De méme, f est dite semi-continue supérieurement (en abrégé scs) en
xo si, pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de z( tel que

reV = f(z) < f(xo) +¢

C’est-a-dire (—f) est semi-continue inférieurement.
On désigne par Z (resp. S) l'ensemble des fonctions sur E a valeurs
réelles qui sont sci (resp. scs).

(a) Montrer que Z est un cone convexe réticulé, c’est-a-dire que si
f et g sont dans Z et A > 0, alors f + g, Af et max(f,g) sont
aussi dans 7.
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(b)
()

Montrer que f est continue si, et seulement si, elle est sci et scs.

Montrer que f est semi-continue inférieurement si, et seulement
si, 'ensemble {x € E' | f(x) > A} est un ouvert de E, pour tout
réel \.

Montrer que la fonction indicatrice d’un ouvert (resp. d’un fermé)
est sci (resp. scs).

Soit (fi)ier une famille de fonctions sur E' a valeurs réelles conti-
nues. On suppose que f = sup;¢; f; est finie en chaque point de
E. Montrer que f est sci.

Soit f: E —]0,4o00[ une fonction sci. On pose que pour n € N*

fulx) = inf (f(a) +nd(z,a))

acE

Montrer que les f,, sont continues, a valeurs dans |0, +oo[ et que
fn croit vers f.

3.5 Correction des exercices

Exercice 3.4.1

(a)

Soit (zy, f(x,)) une suite de I'; qui converge vers (z,y). La suite
(x,) converge vers x et la suite (f(z,)) converge vers y. Puisque
f est continue, on a nécessairement y = f(x) si bien que la limite
(x,y) est dans I'y. Ainsi, I'f est fermé dans £ x F'. La réciproque
est fausse. En effet, il suffit de considérer le cas ' = F' = R et
f : R — R I’application définie par

fla) = il six #0;

0, siz=0.
La fonction f n’est pas continue et son graphe

[y ={0,00y U{(z,1/z) | = # 0}

est fermé comme réunion de deux fermés de R2.

La fonction g : x — (z, f(x)) est continue et bijective de E sur
[';. Sa réciproque g~ : (z, f(x)) — x est continue. Ainsi, ¢ est
un homéomorphisme de E sur I'y.

Comme application, on en déduit que G, G5 et G5 sont homéo-
morphes & R ; ils sont donc deux & deux homéomorphes. [J
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Exercice 3.4.2
Soient f : By — Ej et g : By — El les deux homéomorphismes et
soit h: Ey x Fy — E} x E! application définie par

h(wy,m2) = (f(21), f(72))

L’application A est continue, car ses composantes le sont. De plus, h
est bijective et sa réciproque h™! : E| x E), — E; x E,, donnée par

h=H (@, @) = (f (@), £ (a3))

est continue, car ses composantes le sont. Ainsi, h est un homéomor-
phisme de Fy x E, dans B} x E). O

Exercice 3.4.3

(a)

()

Supposons que f soit continue et soit y € f(A), il existe z € A
tel que y = f(x). Il existe aussi une suite (z,),eny d’éléments de
A qui converge vers x. Puisque f est continue, la suite (f(x,))
converge vers f(x) =y, si bien que y est dans m On a donc
7(A) C J(A).

Réciproquement, supposons que pour toute partie A de E, on
ait f(A) € f(A). Soit Q un fermé de F. Il s’agit de prouver que
F7HR) est un fermé de E. Posons A = f~1(Q); on a

fA)cflAca=a

Donc A C A et par suite A est un fermé de E. La fonction f est
donc continue sur £.

Supposons que f soit une application fermée l'inclusion A C A
implique que f(A) C f(A). Comme A est un fermé de E, f(A)

est un fermé de F, c’est-a-dire f(A) = f(A). Il en résulte que

f(A) C f(A).

Réciproquement, supposons que m cf (X) pour toute par-
tie A de E et montrons que f est fermée. Soit A un fermé de
E, I'hypothése dit que f(A) C f(A) et par suite on a I'égalité
f(A) = f(A), c’est-a-dire que f(A) est un fermé.

Supposons que f soit ouverte. On a 1(4)1 C Adonc f(;)l) C f(A)et

par suite 'intérieur de f (A) est inclus dans l'intérieur de f(A).

o
Comme f est ouverte, 'intérieur de f (A) lui est égal, ce qui
implique

o
o —~

f(A) C f(A)
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Supposons que f(jzl) C f64) pour toute partie A de E. Soit

o

A un ouvert de E. On a A = A et donc flA) c f64) On
a nécessairement 'égalité f(A) = f(?l) et donc f(A) est un
ouvert de F.

Montrons que si f est ouverte alors elle est fermée. Soit A un
fermé de E. Puisque C(f(A)) = f(CA) est un ouvert, il s’ensuit
que f(A) est un fermé.

Montrons que si f est fermée alors f~1 est continue. Soit A un
fermé de E, (f~1)71(A) = f(A) est un fermé de F, donc f~! est
continue.

Enfin, montrons que si f~! continue alors f est ouverte. Soit U
un ouvert de F, I'égalité (f~!)~1(U) = f(U) montre que f(U)
est un ouvert. [J

Exercice 3.4.4

(a)

(b)

Soit U un ouvert de E; x Ey. On doit prouver que p;(U) est un
ouvert de Ej. Soit a; € pi(U), il existe a = (a1,az) € U tel que
p1(a) = ay. Puisque U est un ouvert, il existe un ouvert U; de
E, contenant a; et un ouvert Us; de Fy contenant ay tels que
Uy x Uy C U, par suite p1(U; x Us) = Uy C p(U). Ainsi, Uy est
un ouvert contenant a; et inclus dans p;(U). Cela prouve que
p1(U) est un ouvert de Ej.

L’ensemble F' est un fermé¢ de R?, mais p;(F) =|0, +oo[ n’est
pas un fermé de R. [

Exercice 3.4.5

(a)

Soient x et y deux éléments de E. Pour tout a de A,
d(x, A) < d(x,a) < d(x,y) + d(y,a)
Il s’ensuit que
d(z,A) < d(z,y) + d(y, A)
En échangeant les role de x et y, on obtient
d(y, A) < d(z,y) + d(z, A)

et par suite

Cela montre que 'application z — d(x, A) est lipschitzienne de
rapport 1.
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(b) Posons
U={xe€F|d(z,A) < d(z,B)}

V={reE|dxA) > d(z B)}

L’application x — d(x, B) — d(x, A) est continue de E dans R.
U et V sont, respectivement, les images réciproques des ouverts
10, +00[ et | — 00, 0[, ce sont donc des ouverts disjoints de E. De

plus, AcUet BCV. [

Exercice 3.4.6
(a) Par définition,
diam(A) = sup d(z,y).

z,y€A

On en déduit facilement que diam(A) < diam(A). Montrons
I'inégalité inverse, c’est-a-dire que, pour tout x et y dans A

d(z,y) < diam(A)

Soient x et y dans A. Il existe deux suites (x,) et (y,) dans
A qui convergent, respectivement, vers x et y. Pour tout n €
N, d(zn,y,) < diam(A). En faisant tendre n vers l'infini et
en utilisant la continuité de l’application distance, on obtient
d(z,y) < diam(A).

(b) Dans R, on considére A = [1,2] U {3}. On a

o

diam(A) =2 et diam(A) =1. O

Exercice 3.4.8

(a) Supposons que, pour tout d € D, f(d) = g(d). Soit x dans
E = D, il existe une suite (d,) d’éléments de D qui converge
vers x. Comme f(d,) = g(d,) et comme f et g sont continues
en x, par passage a la limite on obtient f(x) = g(x). Ainsi, f et
g coincident sur F.

(b) On pose a = f(1). Il est facile de voir que f(n) = an pour tout
n € Z et f(r) = ar pour tout r € Q. Soit x un réel, puisque
Q est dense dans R, il existe une suite (r,) de Q qui converge
vers x. L'égalité f(r,) = ar, pour tout n et la continuité de f
impliquent f(z) =az. O

Exercice 3.4.10
(a) Si p est I'indice de nilpotence de la matrice A, AP~ £ 0 et il

existe Xy non nul tel que AP~ X # 0. La famille (X,, AXy, ..., AP71 X))

est libre dans M,, 1 (K), donc p < n et A" = APA"P = (.



60

Fonctions continues

(b) D’apreés la premiére question,
N ={AeM,(K)| A" =0}

N est 'image réciproque de {0} par Papplication A — A™. Celle-
ci étant continue, on en déduit que NV est un fermé.

o
(¢) Supposons que N soit d’intérieur non vide et soit N dans A 1l
existe r > 0 tel que

B(N,r) Cc N

Par suite N + (r/2)] est une matrice nilpotente ce qui est im-
possible car N + (r/2)I est inversible et une matrice nilpotente
n’est jamais inversible. [J

Exercice 3.4.11

(a) On munit My(K) de la norme subordonnée. Puisque la dimension
de M,4(K) est finie, il suffit de montrer que S,(A) est une suite
de Cauchy. Soit m > n,

m

1150 (4) = Su(AI < Y %HIAIII'“

k=n+1

La série de terme général |||A]||*/k! est convergente vers ell4lll
donc le second terme de I'inégalité précédente tend vers 0 quand
n et m tendent vers I'infini. On en déduit que (S,(A)) est une
suite de Cauchy.

(b) Voir l'exercice 2.9.9. [

Exercice 3.4.12
(a) L’application f: X — X2 est continue sur M, (R) et

Rac(A) = f~'({4})

Il en résulte que Rac(A) est un fermée de M, (R).

(b) Considérons la matrice d’ordre n suivante

(S, 0 (1 0
Xp_(o [n—2) avec Sp—(p _1>

On vérifie que X7 = I et que || X, || tend vers I'infini avec p. Donc
Rac(I,) est non bornée.
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()

Supposons qu’une telle norme existe, alors
11 = 1X5 1 = 1X5]?

ce qui est impossible puisque le second membre tend vers l'infini
avec p.

On raisonne par récurrence sur m € N*. Le résultat est vrai pour
m = 1. Supposons qu’il est vrai pour m et soit p une fonction
de R[zq, 29, ..., Tpmy1] qui s'annule sur Iy X Iy X -+ X I, 41. La
fonction polynomiale t — p(xy, 29, ..., Ty, ) s’annule sur 'en-
semble infini 7,11, donc elle est nulle. La fonction polynomiale
(1, ..oy @) — p(xy, Tay ..o, Ty, t) S"annule sur Iy X [y X -+« X Iy,
donc elle est nulle. Cela prouve le résultat cherché.
Supposons que l'intérieur de Z(p) soit non vide. Le polynoéme
p s’annule sur Z(p) donc sur son intérieur qui est un ouvert de
R™. 1l existe donc r > 0 tel que p s’annule sur la boule

m

Boo(a,r) = H]ai —rya; + 1.

i=1
D’aprés la question précédente, p est nul ce qui est absurde.
Donc Z(p) est d’intérieur vide.
On pose A = (a;j). Rac(A) est 'ensemble des matrices (x;;) €
M, (K) telles que

n
g TipTrj — aj =0, Vi, j
k=1
Cela montre que

Rac(A) = ﬂ Z(pij) avec pij = inkxkj — Qi
k=1

1<i,j<n

Comme Z(p;;) est d’intérieur vide, pour tout 4, j, on en déduit
que Rac(A) est d'intérieur vide. [

Exercice 3.4.13

(a)

(b)

L’application qui a une matrice A associe son déterminant est
continue. SL,(K), étant I'image réciproque du fermé {1} par
cette application, est donc un fermé de M, (K).

L’application ¢ — Det(A + tI) est polynomiale, donc ’équation
Det(A+1tl) =1

admet au plus un nombre fini de solutions. Il suffit de prendre
pour « la plus petite solution strictement positive si elle existe,
sinon on prend o = +00.
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(¢) Supposons que SL,(K) est d’intérieur non vide. Soit A une ma-
trice dans l'intérieur de SL,,(K). D’aprés la question précédente,
la boule

B(A,a) ={X € My(K) [ [[X = All] < a}

n’est pas incluse dans SL,(K). D’ou la contradiction. [J

Remarque. On peut retrouver le fait que SL,(K) est d’intérieur
vide en remarquant que SL,,(K) = Z(p) ou p est un polynome de n?
variables et utiliser ’exercice précédent.

Exercice 3.4.14
(a) Soit U un ouvert de Y. En posant f; = f|4,, il vient
f7HU) = 1 U)N A et done fH(U) = £71(U)
icl
Comme f; : A; — Y est continue, f; *(U) est ouvert dans A;,

donc ouvert dans X, car A; est un ouvert de X. Ainsi, f~(U)
est un ouvert de X et par suite f est continue.

(b) Soit F' un fermé de Y. On a
o E) =)
i€l
Les f;'(F) sont des fermés dans X, comme ils sont en nombre

fini, leur réunion f~!'(F) est fermée. La fonction f est donc
continue. []

Exercice 3.4.15
(a) On peut supposer que F' est non vide. Pour n € N*, on pose
Op,={z e F|dxF)<1/n}

L’application « — d(z, F') étant continue et O,,, étant I'image
réciproque par cette application de 'ouvert | — 0o, 1/n[, est un
ouvert de . On a

ﬁOn:{x€E| dw,F) =0} =F=F

n=1
(b) On peut supposer U # E. On pose F' = E\U et
F,={zxeF|dxF)>1/n}

Il est clair que F;, est un fermé de E et
UF.={zcE|d@F)>0=U O

n=1






Chapitre 4

Espaces métriques complets

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1.1. Soit (E, d) un espace métrique. On dit qu’une
suite (z,) d’éléments de E est une suite de Cauchy si, pour tout
e >0, il existe ng € N tel que

m,n > ng = d(T,,z,) <&

Proposition 4.1.2. Dans un espace métrique (E, d)
(1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
(2) Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

(3) Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence ¢, converge
vers cette valeur d’adhérence (.

Démonstration. Seule la troisiéme assertion nécéssite une démonstra-
tion. Soit (x,) une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence
{ et soit (74(n)) une sous-suite qui converge vers ¢. Soit £ > 0, il existe
no € N tel que

m,n > ng = d(zm,,r,) < %
n > ng = d(xgm), l) < %
On a donc
d(zn, ) < d(zy, Tpm)) + d(Tpm), £) < €
Ce qui prouve la convergence de la suite (z,,) vers £. O

Remarque 4.1.3.
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Puisque @ est dense dans R, il existe une suite (r,,) dans Q telle que
1
V2<r,<V2+ =, VneN*
n

Le réel /2 est limite de la suite (r,). Ainsi, (r,) est une suite de
Cauchy dans QQ, mais ne converge pas vers un élément de Q.

Définition 4.1.4. Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute
suite de Cauchy de E converge dans E.

Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.
Un espace préhilbertien complet est appelé un espace de Hilbert.

Exemple 4.1.5.

R est complet mais Q ne I'est pas.

Proposition 4.1.6. Soit X un ensemble. L’ensemble B(X,R) des
fonctions bornées de X dans R, muni de la norme uniforme est un
espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy dans (B(X,R), || ||c)-
Soit x € X ; pour tout m et n dans N, on a

() = S (2)] < N fm = Fullo

ce qui prouve que la suite (f,(z)) est une suite de Cauchy dans R,
celui-ci étant complet, la suite converge vers un réel qu’on notera
f(z). L’application f : X — R, ainsi définie, vérifie :

Vee X, f(xr)= lm f,(z)
n—-+00
D’autre part, la suite (f,) étant de Cauchy est bornée, c’est-a-dire
qu’il existe M > 0 tel que

En particulier, pour tout = dans X et tout entier n, |f,(z)| < M.
En passant a la limite quand n tend vers l'infini, on en déduit que
|f(z)| < M, donc f appartient & B(X,RR). Montrons maintenant que
la convergence de (f,,) vers f est uniforme . Soit £ > 0, il existe ng € N
tel que

vm7n2n0> Hfm_fﬂu”oog6

En particulier, pour tout x dans X, on a

vm>n > no, ’fm(x) - fn($)| <e
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En faisant tendre m vers l'infini, il vient
Vn zng, |f(z) = falz)] <€
Cela étant vrai pour tout x € X, on en déduit que
n>ng=|f— fallo <e

La suite (f,,) converge donc vers f uniformément. O

Proposition 4.1.7. Soit (E, d) un espace métrique et F' C E.

(1) Si le sous-espace métrique (F, d) est complet, alors I est un
fermé de E.

(2) Si E est complet et si F' est fermé dans E, alors F' est complet.

Démonstration. (1) : Soit (x,) une suite d’éléments de F' qui converge
dans E. La suite (x,,) est donc de Cauchy dans F, donc aussi dans F'.
Celui-ci étant par hypothése complet, on en déduit que (z,,) converge
vers un élément de F. Ainsi F' est un fermé de E.

(2) : Soit (z,,) une suite de Cauchy dans (F, d). Elle est de Cauchy
dans (F, d) qui est complet, donc elle converge dans E. Mais F' est,
par hypothése, un fermé de F, la limite de (z,) est donc dans F.
Ainsi, (F, d) est complet. ]

Proposition 4.1.8. Soient d; et dy deux distances équivalentes sur
E. Alors (E, dy) est complet si et seulement si (F, dy) est complet.

Proposition 4.1.9. Soient (E;, d;), 1 < i < n, des espaces mé-
triques. L’espace métrique produit E1 X Ey X --- X E, est complet si
et seulement si pour tout i, l'espace (E;, d;) est complet.

Exemple 4.1.10.

L’espace R™, muni de I'une des trois distances usuelles, est complet.

Proposition 4.1.11. Soit (E, d) un espace métrique complet et soit
(F,) une suite de fermés non vides de E vérifiant :

(1) pour toutn € N, F,1y C F),
(2) liIE diam(F,,) =0

Alors l'intersection des F,,, n € N, est réduite a un point.

Démonstration. Les F, n’étant pas vides, on peut construire une suite
(x,,) telle que, pour tout n € N, x,, € F,,. L’hypothése (i) montre que
F,, C F, pour tout m > n, si bien que pour tout m > n, x, et x,,
sont dans F},. Par suite, pour tout m > n, on a

d(zy, ) < diam(F,)
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Le second membre de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers
I'infini et donc la suite (x,) est de Cauchy. Soit ¢ sa limite et soit
n € N fixé. la suite (2,,)m>n est une suite de F), qui converge vers /.
Comme F), est un fermé de F, la limite ¢ appartient a F), et par suite
¢ appartient a l'intersection des F,,, n € N.

Réciproquement, soit x dans 'intersection des F;,. Puisque x et ¢ sont
dans F}, pour tout n, on a

0 < d(z,¢) < diam(F},)

Le second membre tend vers 0 quand n tend vers l'infini, donc = =

l. ]

Remarque 4.1.12.

L’hypothése (ii) est importante. Ainsi, dans R, les fermés F, =
[n, +o00] vérifient (i) et pourtant leur intersection est vide.

4.2 Critére de Cauchy, prolongement

Théoréme 4.2.1. Soient (E, d) et (F,§) deux espaces métriques ou
F est supposé complet. Soit A une partie de E et a € A. Une fonction
f définie sur A a valeurs dans F admet une limite en a si et seulement
si f vérifie le critére de Cauchy en a, a savoir : pour tout € > 0, 1l
existe o« > 0 tel que, pour tous x et y dans A

d(z,a) <a et d(y,a) <a=(f(z), f(y)) <e.

Démonstration. Supposons que f vérifie le critére de Cauchy en a et
montrons que f admet une limite en a. Soit (z,,) une suite d’éléments
de A, admettant a pour limite, le critére de Cauchy implique que
(f(xy)) est une suite de Cauchy dans F. Celui-ci étant complet, la
suite (f(z,)) est convergente.

Inversement, supposons que f posséde une limite ¢ en a. Pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que

d(z,a) <a= 0(f(x),) <e/2.

Soient x et y dans A tels que d(z,a) < a et d(y,a) < a. L'inégalité
triangulaire permet d’écrire

0(f(x), f(y)) < 0(f(x),6) + (L, fy)) <e.

Cela montre que f vérifie le critére de Cauchy. ]
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Théoréme 4.2.2. Soient (E, d) un espace métrique, (F,§) un espace
métrique complet et D une partie dense dans E. Soit f : D — F une
fonction uniformément continue. Il existe une et une seule fonction
continue f - B — F qui coincide avec f sur D. De plus, la fonction
f est uniformément continue.

Démonstration. Construisons un prolongement de f : Soit a € F =
D. Puisque f est uniformément continue, pour tout € > 0, il existe
a > 0 tel que

Ve,ye D, d(z,y) < a= i(f(z), fly)) <e (4.1)

En particulier, si d(z,a) < a/2 et d(y,a) < a/2 alors §(f(x), f(y)) <
€. Ainsi, f vérifie le critére de Cauchy en a, donc f admet une limite
en a. On pose

f(a) = lim f(x)

r—a

La continuité de f sur D montre que pour tout a € D, f(a) = f(a)
et donc f est un prolongement de f.

Montrons que f est uniformément continue sur . Soit £ > 0 et soit
a > 0 associé a ¢ par (4.1). Soient x et y dans F tel que d(z,y) < «a;
x est limite d’une suite (x,) d’é¢léments de D et y est limite d'une
suite (y,) d’¢léments de D. La continuité de la distance fait que
d(x,,, yn) < a & partir d'un certain rang ng, donc 0(f(zy), f(yn)) <
pour n > ng. Or, par construction f(z,) et f(y,) convergent respec-
tivement vers f(z) et f(y), il en résulte que §(f(z), f(y)) < e. Cela
prouve que f est uniformément continue.

L’unicité du prolongement résulte du fait que si deux fonctions conti-
nues coincident sur une partie dense, elles coicident partout. O

Corollaire 4.2.3. Soient (E, d) un espace normé, D un sous-espace
dense dans E et F un espace de Banach. Alors, toute application
linéaire continue f : D — F se prolonge de maniére unique en une
application linéaire continue f: E— F.

Démonstration. La linéarité jointe a la continuité implique I'uniforme
continuité de f. Le théoréme précédent assure I'existence d’un prolon-
gement f de f uniformément continue. Montrons que f est linéaire :

Soient = et y deux éléments de F, et soient « et [ deux scalaires. 11
existe (z,) et (y,) dans D qui convergent respectivement vers x et y.

On a
flox+ By) = lim f(oz, + By,
= af(z) + 5f(y)
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Ce qui traduit la linéarité de f. ]

APPLICATION : CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE DE RIEMANN

Soit B([a,b]) I'ensemble des fonctions bornées sur [a,b] a valeurs
réelles, muni de la norme uniforme. On désigne par £([a,b]) 'en-
semble des fonctions en escalier sur [a,b]. Pour f dans £([a,b)), il
existe une subdivision de [a, 0]

a=To<T1 < - <xp,=0>

telle que, pour tout i, 1 < ¢ < n, f est constante dans l'intervalle
i1, x5 soit f(z) = ¢;. L’adhérence de E([a,b]) dans B([a, b]) est le
sous-espace des fonctions réglées, noté R([a, b]).

L’intégrale d’une fonction en escalier f est donnée par

n

1) = [ fa)de =Y (i~ o)

i=1

Cette expression ne dépend pas de la subdivision de [a,b]. L’appli-
cation qui & f € &([a,b]) associe son intégrale I(f) est linéaire et
I'inégalité

1IN < Z(I — zi)|al < (b= a)lflle

vraie pour toute f € &([a,b]), montre qu’elle est continue. Le co-
rollaire précédent montre qu’il existe une unique application linéaire
continue I sur R([a,b]) qui prolonge I. C’est ainsi qu’on définit 1'in-
tégrale d'une fonction réglée et on note :

n—-+00

in= [ ) dr = tim / fu(e) do

ou (f,) est une suite de fonction en escalier qui converge uniformé-
ment vers f sur [a, b].

Théoréme 4.2.4 (Théoréme de Baire). Soit E un espace métrique
complet. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est
dense dans E.

Autrement dit, si (O,,) est une suite d’ouverts de E telle que O,, = E

pour tout n, alors ﬂ 0,=F.

n
Cela revient aussi & dire toute réunion dénombrable de fermés de F
d’intérieur vide est d’intérieur vide.
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Corollaire 4.2.5. Soit E un espace métrique complet et (F,) une
suite de fermés de E dont la réunion est égale a E. Alors, la réunion

(0]
U, F,, est un ouvert dense dans E.

o
Démonstration. Soit F' le fermé E\ (U, F},). Il s’agit de montrer que F’
est d’'intérieur vide. Pour tout n € N, le fermé F' N F,, est d’intérieur

o
vide car son intérieur est inclus dans F'N F,, qui est égal a ’ensemble
vide. Donc, d’apres le théoréme de Baire, on a

UFnF)=Fn(UenF)=FNE=F

neN

est d’intérieur vide. ]

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1.

Soit E =]0, +oc[. Pour x et y dans E, on pose
d(z,y) = |Logz — Logy|

(a) Vérifier que 0 est une distance sur FE.

(b) Soit d la distance usuelle sur E. Montrer que d et ¢ sont deux
distances topologiquement équivalentes, c¢’est-a-dire U est un ou-
vert de (E, d) si et seulement si U est un ouvert de (E,0).

(¢) Montrer que (F, d) n’est pas complet.

(d) La suite (1/n),>1, est-elle convergente dans 'espace métrique
(E,9)? Est-elle une suite de Cauchy dans (E,§)?

(e) Montrer que I'espace métrique (FE,¢) est complet.
(f) Soit f :]0,+oo[—]0, +oo[ telle quil existe k € [0, 1] vérifiant,
pour tout x > 0
z|f'(z)| < kf(z).
Montrer que f admet un unique point fixe dans |0, +oc.

(g) Soit f :]0+ oo[—]0, +oo[ une fonction telle qu’il existe k € [0, 1]
vérifiant pour tout x > 0

| f' ()] < kIf(2).

Montrer f admet un unique point fixe dans |0, +oo[.
Exercice 4.3.2.
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Soit £ =|0, +oc[. Pour tous x et y dans E, on pose
1 1
5 ’ - ’_ B _‘
(@,9) = |- )

(a) Montrer que 0 est bien une distance sur |0, +o00].

(b) Montrer que ¢ et la distance usuelle sont topologiquement équi-
valentes.

(¢) Montrer que (F,d) n’est pas complet.
(d) Montrer que (]0,1],6) est complet.
Exercice 4.3.3.

Soit £ = {a, | n € N*} un ensemble dénombrable. On pose, pour
tout n et m dans N*,

1 1
d(an,a,) =0 et d(an,am)=14+—+— n#m
nom

(a) Vérifier que d est une distance sur F.

(b) Montrer que (F, d) est complet.
Exercice 4.3.4.

Soient F et F' deux espaces métriques et f : E — F une application.

On suppose que 'image par f de toute suite de Cauchy de E est une
suite de Cauchy dans F. Montrer que f est continue.

Exercice 4.3.5.
Soit. A une partie dense d’un espace métrique.

Montrer que si toute suite de Cauchy de A converge dans F, alors £
est complet.

Exercice 4.3.6.

Soit a < b deux nombres réels et f :Ja,b|— R une fonction dérivable
telle que f’ soit bornée sur |a,b[. Montrer que f admet un prolonge-
ment continue en a et b.

Exercice 4.3.7.

(a) Soit f:[0,1] — R une fonction continue. Montrer qu’une fonc-
tion u de classe C?([0,1]) est solution de

{—u”(t) = f(t), pour 0 <t <1 )

u(0) = u(l) =0,

si et seulement si u est continue sur [0, 1] et

u(:v):/o G(z,t)f(t)dt
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ou G :[0,1] x [0,1] — R est définie par

G(m):{t(l—x), si0<t<z<l1 )

r(l—1t), si0<z<t<l1

La fonction G est appelée fonction de Green associée au pro-
bleme (1).

(b) Montrer qu’il existe une unique fonction u de C*([0, 1]) telle que

{—u”(t) = cos(u(t)), t € [0,1]

u(0) =u(1)=0 )

(c¢) Plus généralement, soit A : [0,1] x R — R une fonction conti-
nue admettant une dérivée partielle par rapport a la deuxiéme
variable vérifiant

oh
3

ou L est une constante telle que 0 < L < 8.
Montrer qu’il existe une unique fonction de C?([0,1]) solution

de
{ u'(t) = h(t,(()), pour 0 <t <1
u(0) = u(l) =

(d) Soient g et a : [0,1] — R deux fonctions continues. Montrer que
si ||a]|s < 8, le probléme

{u"() a(tyu(t) = g(t), sur [0,1]
u(0) =u(l) =0

admet une unique solution.

S| <L V(6 €0,1] xR

(e) Soit m une constante non nulle. Montrer que le probléme

{u”( )+ mu(t) =m
u(0) =u(l) =0

n’admet aucune solution de classe C*([0, 1]).

Exercice 4.3.8.
(a) Montrer, en utilisant le théoréme de Baire, qu'un espace vectoriel
normé E admettant une base dénombrable n’est jamais complet.

(b) Montrer qu’on ne peut pas munir R[.X| d’une structure d’espace
de Banach.
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Exercice 4.3.9.

(a) Soient (F, d) et (F,d) deux espaces métriques. On suppose que
(E, d) est complet. On considére une suite (f,) de fonctions
continues de £ dans F'.

i) Pour £ > 0 et pour tout n € N, on pose

Fo.={z € E|i(fu(x), fm(z)) <e, pour tout m > n}

Montrer que €2, = UpenF, . est un ouvert dense dans E et
que, pour tout xy € ()., il existe un voisinage V' de xg, tel
que pour tout x € V : §(f(x), f(z0)) < 3¢

ii) En déduire que I'ensemble des points de continuité de f est
dense dans F.

(b) Soit f : R — R une fonction dérivable. Montrer que l’ensemble
des points de continuité de f’ est dense dans R.

Exercice 4.3.10.

On désigne par I un intervalle de R et par J un intervalle inclus dans
I. L’espace R? sera identifi¢ a I'espace Mg 1(R) des matrices réelles &
d lignes et une colonne. On notera || || la norme euclidienne de R?.
Soit tg € I, £ € R? et soient A : [ — My(R) et b : [ — R? deux
applications continues sur 1.
On considére la suite (X,,) de fonctions sur I & valeurs dans R? définies
par )

Xo=0, Xpu(t) =€+ / (A() X0 (5) + b(s)) ds

to
(a) Montrer que les applications X, sont continues sur I.

(b) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout
n € N* et tout t € J,

[t —to|"

1 Xn1(8) = Xa(®)]] < " —

sup{[| X1 (¢) — Xo(1)[], t € J}.

(¢) En déduire que la suite (X,,) converge uniformément sur tout
segment inclus dans /. On désigne par X l'applicaton limite de
(Xn).

(d) Prouver que Papplication X est de classe C! sur I et qu’elle
vérifie

X(tg) =&, X'(t)=A{t)X(t)+b(t), tel.

Exercice 4.3.11.
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Soit £ = C([0,1],R) muni de la norme uniforme. On pose, pour u
dans E et € [0, 1],

T(u)(x) =1+ /Ox u(sint) dt

(a) Montrer que l'application 7o T : E — F est contractante.

(b) En déduire qu’il existe une unique fonction w : [0,1] — R de
classe C* telle que

(1) «'(z) =u(sinz), z€[0,1] et u'(0)=1

4.4 Correction des exercices

Exercice 4.3.1

i.

11.

111.

1v.

I est facile de voir que  est une distance.

Cela revient a montrer que l'application identité de (F, d)
dans (£, ) est un homéomorphisme. Soit £ > 0, la conti-
nuité de la fonction logarithme montre qu’il existe a > 0 tel
que

|z — 20| < @« = |Logx — Log x| < ¢

c’est-a-dire tel que
d(z,x0) < o = 0(z,mp) < €

Inversement, € > 0 étant donné, la continuité de la fonction
exponentielle montre qu’il existe a > 0 tel que

| Logz — Log xo| < a = d(z,20) < ¢
Ainsi, 'application identité est un homéomorphisme de (F, d)

dans (F,0)

La suite (£),>1 est une suite de Cauchy dans (E, d) mais ne
converge pas dans (F, d), cet espace n’est donc pas complet.

Supposons que la suite (£),>; converge dans (E, §). II exis-
terait £ € E tel que

1

Log(—) — Log ¢| = | Logn + Log /| — 0
n n—-+4oo

Ce qui est impossible. La suite (1),>; diverge donc dans

(E,9). "
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vi.

Supposons que (%) >1 soit une suite de Cauchy dans (F, ),
il vient

1
Log — — Log —| = | Logm — Logn| ———— 0
m n n,m—+00

Cela veut dire que la suite (Logn) est de Cauchy dans R et
donc converge, ce qui est absurde.

Soit (z,) une suite de Cauchy de (E,4). On a

| Log z,,, — Log x,,| — 0

Cela montre que la suite (Logz,) est de Cauchy dans R.
Soit £ sa limie, alors

| Log x, — | —+>O

c’est-a-dire (z,,) converge vers e‘ dans (E,J).

On a pour 0 < x < y,

6(f(x), f(y)) = | Log f(z) — Log f(y)|

P
-|/ 7 d"/m 1)

Yk
g/ ;dt: k|Logy — Log x| = ko(z,y)

‘dt

si bien que f est une application contractante de E dans F.
Elle admet donc un unique point fixe dans £. [

Exercice 4.3.2

Suivre le méme raisonnement que dans ’exercice précédent.

Exercice 4.3.3
Il est facile de voir que d est une distance. Montrons que (£, d)
est complet. Soit (x;) une suite de Cauchy dans FE, il existe
no € N* tel que

Ym >n>ng, d(zm,,x,) <1

si bien que z,, = x,, pour m > n > ny.
Ainsi, la suite (z,,) est donc stationnaire et par suite convergente
dans . 0O

Exercice 4.3.4
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Soit @ € E et (x,) une suite de E qui converge vers a. Il s’agit
de montrer que la suite (f(z,)) converge vers f(a). On définit
la suite (y,) par

Yon = Tp, et Yon+1 = @

La suite (y,) converge vers a, c’est donc une suite de Cauchy
dans F et (f(y,)) est de Cauchy dans F. Par ailleurs, f(a) est
une valeur d’adhérence de la suite (f(y,)), puisque f(yani1) =
f(a), donc f(y,) converge vers f(a). En particulier f(yo,) =
f(z,) converge vers f(a). Ainsi, f est continue au point a. [

Exercice 4.3.6

I existe une constante k > 0 telle que |f'(t)| < k pour tout
t €la, b, par suite, d’aprés le théoréme des accroissement finis,

|f(x) = f(y)] < klz -y

pour tout x et y dans ]a, b[. Ainsi, f vérifie le critére de Cauchy
en a et b; elle est donc prolongeable par continuité en a et b. [

Exercice 4.3.7

i. Supposons que

c’est-a-dire
u(m):(l—x)/ortf(t)dwrx/ A—Of@)dt  (+)

Cela montre que u est da classe C' sur [0, 1] et que

u'(r) = — /Om tf(t)dt+ (1 —x)xf(x) +/ (I—=t)f(t)dt + x(z —1)f(x)

:—/xtf(t)dt—i-/1(1—t)f(t)dt

Cette expression prouve que v’ est aussi de classe C! sur
[0, 1] et vérifie que

u'(z) = = f(z)

D’autre part, en faisant dans la relation (x) z = 0 puis
x = 1, on trouve u(0) = u(l) = 0. En résumé, u est de



4.4 Correction des exercices

7

11.

classe C? et est solution de (1).
Réciproquement, si u est solution de (1), la formule de Tay-
lor avec reste intégral donne

u(x) = u(0) +u'(0)x + /Ox(x — t)u(t) dt
Comme u(0) =0 et v’ = —f,
u(z) =u'(0)x — /Ox(x — 1) f(t)dt

Comme u(1) = 0, en faisant x = 1 dans ce qui précede, il
vient

w0) = [(a-nsea

Finalement

u(z) = /O (1—t) () di— /0 o—t) f() dt = /0 Gl t) F(1) dt

ot G est donnée par (2).
D’aprés la premiére question, le probléme (3) est équivalent
a:

1
u est continue et u(x) = / G(z,t) cos(u(t)) dt
0

Autrement dit, v est un point fixe pour I'application F :
E — FE définie par

Fu)(z) = /0 " Gl 1) cos(u(t)) di

ou E = C([0,1]). L’espace £ muni de la norme uniforme
est complet ; nous allons prouver que F' est contractante.
D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a | cosa —
cosb| < |a — b| pour tout a et b dans R, donc

1

[F(u)(x) = F(u)(y)] =/0 G, t)] cos(u(t)) — cos(v(t))| dt

< ([ cteyae) -l

! 1
sup / G(z,t)dt = <
0 8

0<z<1

On vérifie que
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111.

1v.

et il s’ensuit que f est %-lipschitzienne. D’aprés le théoréme
du point fixe, il existe un unique u dans E tel que F'(u) = u.
L’application u est ainsi 'unique solution de (3).

Il suffit de montrer que 'application F : £ — E définie par

1
Flu)(e) = | Gla.Oh(t,u(t)dt
0
est contractante. Le théoréme des accroissements finis ap-

pliqué a la fonction £ — h(t, §) montre qu'il existe ¢ compris
entre & et & tel que

ht.6:) = h(t. &) = (6~ &) G 1.0
et donc, pour tous &; et & dans R et tout ¢ dans [0, 1]
[h(t, &) — h(t, &) < L|& — &
Il s’ensuit que
1
\ﬂ@@%-ﬂ@@ﬂél(X%WM@MW—WWW@Nﬁ
1
<L [ G —o(t)|d
<L [ Gl - o)t
Il en résulte que
L
1 () = Fo)llee < Sllw = vllc

Il suffit d’utiliser la question précédente avec la fonction A
définie par

h(t,§) = a(t)§ — g(1)

Les fonctions u qui vérifient u” + 7%u = m sont de la forme
. m
u(t) = Acosmt + Bsinmt + —
T

ou A et B sont des constantes réelles. Les conditions u(0 =
u(1) = 0 impliquent

mr?+A=0 et mr2—A=0

Cela n’est possible que si m =0. U

Exercice 4.3.8
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i.

ii.

Soit (e1, €3, ..., €y, ...) une base dénombrable de E. On pose
F,, = Vect((ey,ea,...,¢e,)

F,, est un sous-espace vectoriel de dimension finie, ¢’est donc
un fermé de E. De plus, il est strictement inclus dans F,

o
donc F,, = () et la réunion des F), est égale a E. Si F était
o
complet, le théoréme de Baire implique que E = ) ce qui
est absurde. Ainsi, F ne peut étre complet.

La famille (1, X,..., X", ...) est une base dénombrable de
R[X]. D’aprés la question précédente, il n’existe pas de norme
|| || sur R[X] qui en fait un espace de Banach. [

Exercice 4.3.11

i.

11.

On a, pour tout u; et uy dans F
|T(up)(x) — T(uz)(x)| < / |uq (sint) — ug(sint)| dt
0
< zllur — us|oo

Par suite, il vient
T2 (uy) (2) — T?(ug) ()] < / |Tuy(sint) — Tus(sint)| dt
0

g/ (sin ) |[u1 — wa ] dt
0

< kljur — uz|oo

avec k = fol sintdt < 1. Si bien que T2 est contractante.

L’zapplication T : E — E admet une itérée contractante et
E est complet, donc T admet un unique point fixe v € F.
En dérivant 1 relation v = T'(u), on obtient v'(x) = u(sin x),
pour tout = € [0, 1]. Comme u(0) = T'(u)(0) = 1, on déduit
que u est 'unique solution de probléme (1). O






Chapitre 5

Espaces métriques compacts

5.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 5.1.1. Un espace métrique (E, d) est dit compact si
de toute suite de 2 on peut extraire une suite convergente dans

E.

Un partie K de E est un compact de E si le sous-espace métrique
(K, d) est compact.
Exemple 5.1.2.

i. Tout intervalle de la forme [a,b] est un compact de R. Cela
résulte du théoréme de Bolzano-Weierstrass qui dit : “De
toute suite rélle bornée, on peut extraire une sous-suite
convergente”.

ii. L’espace métrique R n’est pas compact. Par exemple, la
suite définie par x, = n n’admet pas de sous-suite conver-
gente dans R.

Proposition 5.1.3. 51 K, Ky, ..., K, sont des espaces mé-
triques compacts, il en est de méme de l’espace métrique produit
Ky x Koy X -+ x K.

Démonstration. 11 suffit de regarder le cas p = 2. Soit (xp, yn)
une suite de K7 x K. Comme K est compact, on peut extraire
de (x,,) une suite (24, (»)) qui converge vers un élément = dans K.
La suite (y4,(n)) est une suite d’éléments de K, qui est compact,
on peut donc en extraire une sous-suite (Yp, (ps(n))) qui converge
vers un élément y dans K. Ainsi, la suite (Z4,06,(n)> Ysio6s(n))
extraite de (z,,y,), converge vers (x,y). O

Proposition 5.1.4. Si K est un compact d’un espace métrique
E, alors K est un fermé borné de E.
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Démonstration. Soit K un compact de E. Montrons que K est
borné, c’est-a-dire qu'il existe M > 0 tel que d(z,y) < M pour
tout x et y dans K. Sinon, il existe, pour tout n € N, z,, et
y, dans K tels que d(z,,y,) > n. La suite (z,,y,) est une
suite de K x K qui est compact, elle admet donc une sous-suite
(Zp(n)s Yp(n)) qui converge vers un élément (z,y) de K x K et on
a

A(Zg(n)s Yo(n)) > ¢(n) > n.

Comme 'application (z,y) — d(z,y) est continue, par passage
a la limite dans l'inégalité ci-dessus, on obtient d(z,y) = +o0,
ce qui est absurde.

Montrons que K est un fermé de E. Soit (z,,) une suite de K
qui converge vers x € FE. On doit prouver que x est dans K.
Puisque K est compact, on sait qu’on peut extraire de (x,) une
sous-suite (Tg(n)) qui converge vers un élément y de K. Mais
puisque (x,,) converge vers z, la sous-suite (z4(,)) doit converger
vers x, c’est-a-dire . =y € K. ]

Proposition 5.1.5. Si K est un fermé d’un espace métrique
compact de E. Alors K est un compact.

Démonstration. Soit (x,) une suite d’éléments de K. Comme F
est compact, (z,) admet une sous-suite qui converge vers x € F.
Mais K est fermé dans E, donc x appartient a K. O

Proposition 5.1.6. Dans un espace métrique E, ['intersection
finie ou infinie de parties compactes est un compact.

Démonstration. Soit (K;), ¢ € I, une famille de compacts de F
et soit 79 € I. L’intersection des K; est un fermé du compact
K;,, c’est donc un compact. O

Théoréme 5.1.7. Une partie de l’espace vectoriel normé (R, || ||)

est compacte si, et seulement si, elle est fermée et bornée dans
R"™.

Démonstration. On sait que si K est compact, alors K est fermé
et borné dans R".

Réciproquement, supposons que K est fermé et borné dans R”.
Puisque K est borné, il existe R > 0 tel que

K C B§(0,R) =[-R,R] x --- x [-R,R] (n facteurs)

Comme By (0, R) est un compact et K est un fermé de By (0, R)
(puisque K = K N B(0, R)), il s’ensuit que K est compact. [
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Remarque 5.1.8.

De méme, on montre qu’'une partie de (C", || ||o) est un compact
si et seulement si est un fermé borné dans C".

5.2 Théoréme de Heine

Théoréme 5.2.1 (Théoréme de Heine). Toute fonction conti-
nue sur un compact est uniformément continue.

Autrement dit, soit (F, d) et (F,0) deux espaces métriques,on
suppose que E compact. Si f : E — F est continue, alors f est
uniformément continue.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que, pour tout ¢ > 0, il
existe a > 0 tel que

Vo,y € E; d(z,y) <a=4(f(z), [(y) <e

Supposons le contraire, c’est-a-dire il existe € > 0 tel que, pour
tout @ > 0, il existe x et y dans E vérifiant d(z,y) < « et
d(f(x), f(y)) > €. On choisit, pour n € N*, o« = 1/n, il existe
alors z,, et y,, dans F tels que

Aonsga) <5 et 3(7Gan), flon) 2 =

La suite (z,) admet une sous-suite (z4(,)) qui converge vers un
élément x de E. Comme

Ad(WYgn), ) < A(Yp(n)s Ton)) + A(Tg(n), T)
et par construction

1

A(Yo(n), Tom)) < ——
(Yo(n)> To(m)) )

on en déduit que la suite (y4(,)) converge aussi vers x. Puisque
f est continue en x, on a

n—-+00
Cela contredit le fait que §(f(2g(m). [ (Yom)) = €. O

Proposition 5.2.2. Soient E et F' deux espaces métriques et
f + E — F une fonction continue. Pour toute partie compacte
K de E, l'image f(K) est une partie compacte de F.
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Démonstration. Soit (y, = f(xn))n, x, € K, une suite de f(K).
Puisque K est un compact, il existe une sous-suite (x4(,)) qui
converge vers un élément x de K. Comme f est continue, la suite
(Yp(n)) converge et sa limie est y = f(z) € f(K). O

Proposition 5.2.3. Soient E et F' deux espaces métriques, ot
E est un compact, et soit f: E — F une application continue.

(1) f est une application fermée.

(2) Si f est bijective, alors sa réciproque f~' : F — E est
continue.

Démonstration. (1) : Soit A un fermé de E. Comme E est com-
pact, A est compact. Par suite, f(A) est compact, donc un fermé
de F'.

(2) : Si A est un fermé de E, alors d’apres (1), (f71) " (4) =
f(A) est un fermé de F'. Cela prouve que l'image réciproque par
f~! de tout fermé de E est un fermé de F. ]

Théoréme 5.2.4. Soit K un compact et f: K — R une fonc-
tion continue. Alors, il existe a et b dans K tels que

fla) < flz) < f(b) VzeK

Démonstration. Puisque f est continue et K est un compact,
alors f(K) est un compact (et donc borné¢) de R. Sa borne in-
férieure o et sa borne supérieure [ appartiennent a f(K) qui
est égale a f(K). Par suite, il existe a et b dans K tels que
a = f(a) et B = f(b). Il en résulte que, pour tout = € K,

fla) < f(x) < f(b). B

5.3 Topologie d’un espace métrique com-
pact

Définition 5.3.1. Un recouvrement ouvert d’un espace métrique
E est une famille d’ouverts O; de E, 1 € I, dont la réunion
est E. Le recouvrement est dit fini (resp. dénombrable) lorsque
lensemble I est fini (resp. dénombrable).

Lemme 5.3.2. Soit E un espace métrique compact. Pour tout
e > 0, il existe un nombre fini de points ay, as,...,a, de E tels
que

E = B(ay,e) U B(ag,e) U---U B(ap,¢)
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Démonstration. On raisonne par l'absurde : Soit a; € FE. La
boule B(ay,¢) est distincte de E. 1l existe as dans E\ B(ay,¢€) et
en particulier

d(al, CLQ) >
La réunion B(ay,e) U B(ag, €) est distincte de E, il existe alors
asz dans E\B(a, ) U B(ag, ¢) et en particulier

d(ag,a1) > ¢ et d(as,az) > e.
On peut ainsi construire une suite (a,) dans E telle que
Vi 7é 7, d((li, Clj) > €.

Cela montre que la suite (a,) n’admet aucune sous-suite conver-
gente ce qui est en contradiction avec la compacité de £. O

Théoréme 5.3.3. Soit £ un espace mérique. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes

(1) E est compact

(2) De tout recouvrement ouvert de E, on peut extraire un re-
couvrement fini

(3) Pour toute famille (F;), i € I, de fermés de E dont l'in-
tersection est vide, on peut en extraire un nombre fini dont
lintersection est vide.

Démonstration. (laissée au lecteur). ]

Corollaire 5.3.4. Soit E un espace métrique compact.

(i) Si(F;), i € I, est une famille de fermés dont toute intersec-
tion finie est vide alors lintersection de la famille (F;) est
vide.

(i) Si (F,) est une suite décroissante de fermés non vides, alors
leur intersection est non vide.

Proposition 5.3.5. Une partie K d’un espace métrique E est
compacte si et seulement si, pour toute famille (O;) d’ouverts de
E dont la réunion contient K, il existe un nombre fini parmis
ces ouverts dont la réunion contient K.

Proposition 5.3.6. Dans un espace métrique E, toute réunion
finie de compacts est un compact de E.

Démonstration. 1l suffit de montrer que la réunion de deux com-
pacts K7 et K5 est un compact. Soit (O;c;, une famille d’ouverts
de E dont la réunion contient K7 U Ky. Puisque K; et K5 sont
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des compacts, chacun inclus dans cette réunion, il existe I; C [
et Iy C I, I et I, finis tels que

K1CUOZ~ et KQCUOZ'

icly i€ly
L'ensemble J = I, Ul, C I est fini et K4 UK, CJ,.; 0, O

Remarque 5.3.7.

Evidemment, la réunion d’une famille infinie de compacts n’est
pas en général un compact. Par exemple, la réunion des compacts
[—n,n], n € Z, est égale & R qui n’est pas compact.
Théoréme 5.3.8 (Théoréme de Dini). Soit E un espace mé-
trique compact et f,, : E — R une suite décroissante de fonctions
continues qui converge simplement sur E wvers une application
f: E — R continue. Alors la convergence de (f,) est uniforme
sur E.

Démonstration. Voir 'exercice 5.4.16 ]

APPLICATION : Soit (u,) une sute de fonctions continues de E
dans R. On suppose que, pour tout n € N, u, > 0 et que la série
de fonctions > u,, converge simplement sur E et que sa somme
est continue. Alors la converge est de la série est uniforme.
Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer le théoréme de
Dini a la suite (f,) définie par f, = ug+ -+ + .

Théoréme 5.3.9 (Théoréme de Riesz). Soit E un espace vec-
toriel sur le corps K =R ou C. Alors E est de dimension finie
si et seulement si sa boule unitée fermée est compacte.

Démonstration. Voir l'exercice 5.4.17 ]

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1.

Soient A et B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé
E. On désigne par A + B l'ensemble des éléments de la forme
a—+ b, ot a est dans A et b est dans B.

i. Montrer que si A est un ouvert, alors A + B est un ouvert.

ii. Montrer que si A est compact et B est un fermé, alors A+ B
est un fermé.

iii. Donner un exemple ot A et B sont fermés, mais pas A+ B.



5.4 Exercices

87

iv. Montrer que si A et B sont compacts, alors A 4+ B est com-
pact.
Exercice 5.4.2.

On munit espace E' = C(]0, 1], R) des fonctions continues de la
norme uniforme. Montrer que

S={ue Elllullo =1}

est un fermé borné de E et que S n’est pas compact.
Exercice 5.4.3.

Soit F un espace métrique et (z,), n € N, une suite de £ qui
converge vers /.

Montrer que '’ensemble {z,,,n € N} U {{} est un compact.
Exercice 5.4.4.

Soit E un espace métrique et f : [a,b] x E — R une application
continue. Montrer que 'application F' définie pour x € E par

Fla) = / F(t, ) dt

est continue sur F.
Exercice 5.4.5.

Soit E un espace métrique et soit (/) une suite décroissante
de compacts non vides de F.

i. Montrer que l'intersection K des K, est un compact non
vide de

ii. Soit U un ouvert de E contenant K. Montrer qu’il existe
ng € N tel que K,, C U pour tout n > ny.
Exercice 5.4.6.

Soit (z,,), n € N, une suite d'un compact E, soit H ’ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite (z,) et soit U un ouvert
contenant H.

i. Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, x,, €

U.

ii. On suppose que H C {/}. Montrer que (x,) converge vers

l.

iii. Application : Soit F un espace métrique, S* 'ensemble des
nombres complexes de module 1 et soit f : E — S! une
application continue non surjective.

Montrer qu’il existe une fonction ¢ : £ — R continue telle
que
f(z) =e?@  V&eFE.
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Exercice 5.4.7.

Soit (z,) une suite dans un espace métrique compact F et H
I'ensemble de ses valeurs d’adhérence. Montrer que {z,,n € N}U
H est un compact.

Exercice 5.4.8.

Soit (k) une suite décroissante de compacts non vides d'un
espace topologique E et f une application continue sur E a
valeurs dans espace métrique F'.

PN Ea) = ) £

n>0 n>0

i. Montrer que

ii. Montrer par un exemple que ce résultat peut étre faux si
I’on ne suppose pas les K,, compacts.

iii. Soit (x,) une suite de E. On désigne par H et K, respec-
tivement, ’ensemble des valeurs d’adhérence de (x,,) et de
(f(xy,)). Montrer que si E est compact, alors f(H) = K.

iv. Déterminer 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(yn) définie par y, = sin(cosn).
Exercice 5.4.9.

Soit un entier n > 2. On note :

S, Pensemble des matrices A € M, (R) qui sont symétriques et
positives, c’est-a-dire symétriques et vérifiant pour tout vecteur
colonne X € R", tXAX > 0.

Soit O, (R) I'ensemble des matrices de M,,(R) qui sont orthogo-
nales.

i. Montrer que
a) S; est un fermé de M, (R).

b) O,(R) est un compact de M,,(R).

ii. On admet que pour toute A € GL,(R) il existe P € O,(R)
et S € Sf tels que A = PS (décomposition polaire). Mon-
trer que la décomposition polaire précédente est encore vraie
pour toute matrice A € M,(R).

Exercice 5.4.10.

Soit (E, d) un espace métrique compact (non vide) et f : E — E
telle que, pour tout x et y dans E, on ait

r#y= d(f(z), f(y)) < d(z,y)

i. Montrer que f admet un unique point fixe ¢.
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ii. Soit (x,) la suite définie par
xg €EE, et zpy = f(x,), Yn>1

On se propose de montrer que la suite (x,,) converge vers (.

a) Soit € > 0 et soit K. 'ensemble défini par
K. ={(z,y) € E*| d(z,y) > ¢}.

Montrer que K. est un compact.

b) En déduire qu’il existe k < 1 tel que

Vo,y € Ko, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

¢) Montrer qu'il existe ny € N tel que z,,, soit dans B(/, ).
d) Conclure.

Exercice 5.4.11.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

i. Soit f : EF — R un fonction continue qui tend vers l'infini
avec ||z||. Montrer qu’il existe a € E' tel que

fla) < f(z), VzeE.

ii. Soit 9 € E et soit F' un fermé de E. Montrer qu’il existe
a € F' tel que
d(zo, F) = ||zg — all.

Exercice 5.4.12.

Soit E/ un espace compact. Montrer que si Z est un idéal de
I'anneau C'(E,R) tel que Z # C(E,R), alors il existe a € E tel
que pour tout élément f € Z, f(a) = 0.

Exercice 5.4.13.

Soient E et I’ deux espaces métriques et f : E — F une appli-
cation. Montrer que si F' est compact et le graphe de f est fermé
dans E x F', alors f est continue.

Exercice 5.4.14.

Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont com-
pacts

Cy = {(z1,19,73) €ER® | 2% + 25 + 325 = 1}
Cy = {(21, 79, 73) € R® | 23 — 25 + 23 = 1}

Exercice 5.4.15.
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i.

ii.

Soient Ay, As..., A\, des réels. On suppose que l’ensemble
suivant est non vide

C={(xy,29,...,2,) € R"| >\1:c§+>\2x§+~~+)\nxi =1}
Montrer que C' est compact si et seulement si \; > 0, pour
1=1,2,...n.

Soit ¢ : R — R une forme quadratique et C;, = {z € R" |
¢(z) = 1}. On suppose que C, est non vide. Montrer que C;
est compact si et seulement si g est définie positive.

Exercice 5.4.16 (Théoréme de Dini).

Soit £/ un espace métrique compact et f, : £ — R une suite
décroissante de fonctions continues qui converge simplement sur
X vers une fonction continue f. Pour € > 0 et n € N, on pose

11.
1il.

1v.

Fo=A{z e E| fu(r) - f(x) = €}

. Montrer que l'intersection des F), est vide.

Comparer F), et F, .
Montrer qu’il existe ng € N tel que F,, = () pour tout n > ny.
En déduire que la suite (f,,) converge uniformément

Soit (u,) une suite de fonctions continues de F danx R.
On suppose que, pour tout n € N, u,, > 0 et que la série de
fonctions Y u,, converge simplement sur £ et que sa somme
est continue. Montrer que la convergence de la série est en
fait uniforme sur FE.

Ce dernier résultat est connu sous le nom de théoréme de Dini.
Exercice 5.4.17 (Théoréme de Riesz).

Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.

i.

ii.

1il.

Soit F' un sous-espave vectoriel fermé de E avec F' # FE.
a) Soit a ¢ F et d = d(a, F'). Montrer qu'il existe b € F
tel que
d<|a->b|<2d

b) On pose z = (a—b)/||a—bl||. Montrer que d(z, F') > 1/2.

En déduire que si E est de dimension infinie, on peut construire

une suite (x,)n>0 de E telle que

1
VneN, |z,||=1 et VYn#m, ||z, — x| > =

(]

Montrer que E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.
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iv. Montrer que Bf(0,1) est compacte si et seulement si la
sphére S(0, 1) est compacte.
v. Que peut-on dire de l'intérieur d’'un compact d’un espace
vectoriel normé de dimension infinie ?
Exercice 5.4.18.
Soit E/ un espace vectoriel normé et K un compact convexe non
vide de E.
i. Soit f un endomorphisme continu de E tel que f(K) C K.
a) Soit (z,) la suite définie par

— 2 DRI n
tn = T+ (@) @)+ )
ou x est un vecteur fixé de K. Vérifier que
. 1 n+1 o
F(n) =0 = T (@)~ )

b) En déduire que f admet au moins un point fixe dans K.

ii. Soit un entier n > 2 et fi, fo,... f, des endomorphismes
continus qui commutent deux a deux et tel que, pour tout
i, fi(K) C K. Montrer par récurrence que les f; admettent
un point fixe commun dans K.

iii. Soit (f;es, une famille d’endomorphismes continus de £ qui
commutent deux a deux et laissant K stable. Montrer que
ces endomorphismes admettent un point fixe commun dans

K.
Exercice 5.4.19.

Soit K un convexe compact d’un espace vectoriel E et soit f un
endomorphisme de F tel que f(K) C K. On pose, pour n € N*,

f= Sl 4 e 1)

i. Montrer que, pour tout n et m dans N*, f,, o f,,, = fin o fa.
ii. Montrer que, pour tout n € N*, f,(K) C K.
iii. Montrer que, pour tout n et m dans N*,

fn o fm(K) C fu(K) N fin(K)

iv. En déduire que lintersection des f,(K) est non vide et
qu’ellle est égale & ’ensemble des points fixes de la restric-
tion f|x de f a K.

Exercice 5.4.20.

Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que les propriétés

suivantes sont équivalentes

1. L’image réciproque par f de tout compact est un compact

2. limyy—joo |f(x)| = +o0



Espaces métriques compacts

5.5 Correction des exercices

Exercice 5.4.1

i. Soit (x,) une suite de A+ B qui converge vers z. Il existe une
suite (a,,) de A et une suite (b,) de B telles que x,, = a,,+b,
pour tout n € N. L’ensemble A étant compact, il existe une
sous-suite (ag()) qui converge vers a dans A. La sous-suite
de (b,,) définie par by = Ten) — Gp(n) converge vers b € B,
car B est un fermé. Il s’ensuit que x = a+b est dans A+ B.

ii. Soient A =7 et B = v/2Z. Ce sont deux fermés de R car
CA={Jl-nn+1[ et CB=JInv2 (n+1)v2

ne’l nez

Cependant, Z + v/2Z n’est pas un fermé de R car ¢’est un
sous-groupe dense dans R et différent de R.

ili. Soit (z,) une suite de A + B. Il existe une suite (a,) de A
et une suite (b,) de B telles que, pour tout n € N, on ait
Tp, = ap+b,. L'ensemble A étant compact, il existe une sous-
suite ag(n) qui converge vers a dans A. L’ensemble B étant
compact, la suite (bg(n)) admet une sous-suite (bgopn)) qui
converge vers b dans B. Il est alors clair que la suite définie
par

Tgop(n) = Agop(n) + Dgop(n)
converge vers a + b dans A+ B. [

Exercice 5.4.2

L’application u +— ||ul|» est continue de F dans R. L’ensemble
S est I'image réciproque de {1} par cette application, il est donc
fermé dans F.

Soit (f,,) la suite de S définie par

fo(x) =2", x €]0,1]

Supposons que (f,) contient une sous-suite (fyn)) qui converge
uniformément vers un élément f de E. Cette sous-suite converge
donc simplement vers la fonction f. Mais la fonction f donnée

par
0, si0<z<1;
flz) = .
1, siz=1.

Cela est impossible car f est continue sur [0, 1]. Ainsi, la suite
(fn) n’admet pas de sous-suite convergente dans S. Donc, S n’est
pas compact. [
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Exercice 5.4.3
Soit (O;);er une famille d’ouverts tels que
K = {z,,n e N}U{¢} | O
iel
Il existe p € I tel que ¢ soit dans O,. Comme (x,,) converge vers
¢, il existe ng € N tel que, pour tout n > ngy, z,, € O,. Pour
chaque n < ng, z, € K donc il existe 7,, € I tel que x,, € O;,.

La sous-famille finie formée par les O;,, 0 < n < ng et par O,
recouvre K. Il en résulte que K est un compact. [

Exercice 5.4.4

Soit ¢ € E. Montrons que F' est continue en ¢. Soit (z,) une
suite de E qui converge vers . On pose

K ={z,,n e N} U{/(}

L’ensemble [a,b] x K étant compact, d’aprés le théoréme de
Heine, f est uniformément continue sur cet ensemble. Soit € > 0,
il existe & > 0 tel que pour tout (¢,u) et (s,v) dans [a,b] x K

€
5<(t,U), (87U)> < o= ’f(t,lb) - f(va)‘ < m
Il existe ng € N tel que, pour n > ng,
I(t, ), (t,0)) = d(z,,0) < «

et par suite, pour tout n > ny,

F(z,) - F(0)] < / Fltaa) — f(O]dt<e D

Exercice 5.4.5

i. K =Ny>0K, est un fermé inclus dans le compact K, c’est
donc un compact. Il est de plus non vide d’apres le corollaire
(5.3.4).

ii. Supposons que, pour tout n € N, K, n’est pas inclus dans
U. Alors K, NCU # 0. On pose F, = K, NCU. (F,) est
une suite décroissante de fermés non vides inclus dans le
compact Ky, il en résulte que

ﬂFnz(ﬂKn>mEU:KmEU7é®

n>0 n>0

et donc K n’est pas inclus dans U, ce qui est une contra-
diction. En conclusion, il existe ng € N tel que K,,, C U.
Comme la suite (K,) est décroissante, on en déduit que pour
tout n > ny, K,, C K,,, CU. [0
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Exercice 5.4.6
i. Ona H = N,>0X, avec X,, = {z, | p > n}. Comme (X,,)

ii.

1il.

est une suite décroissante de compacts non vide, d’aprés
I’exercice précédent il existe ng € N tel que X,, C U pour
tout n > ng, si bien que x,, € U pour tout n > ny.

Soit U un ouvert de E contenant ¢. Comme H C {¢} C U,
il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, z, € U. Ce qui
montre que la suite (z,) converge vers /.

Puisque f est non surjective, il existe zy = €% dans S! tel
que zp ne soit pas dans f(E). Pour tout z de F, il existe un
unique ®(x) dans )0y, 0o+ 27| tel que f(z) = '@ Il reste a
prouver que 'application ®, ainsi définie, est continue. Soit
(x,,) une suite de £ qui converge vers x. Puisque [0y, 0y + 27|
est un compact, pour montrer ®(x,) — ®(x) il suffit de
montrer que I’ensemble H des valeurs d’adhérence de la suite
(®(z,)) est inclus dans {®(x)}. Soit y € H, il existe une
sous-suite ®(z,(,)) qui converge vers y. L’application f étant
continue, f (w,(n)) converge vers f(z), ce qui implique que
e = e’q’ . Comme ®(z) appartient a |0y, 0y + 27| et y est
dans [0, 0y + 27], on en déduit que y = ®(z). O

Exercice 5.4.8

i. On a Ny>oK, C K,, donc f(N,>0K,) C f(K,) pour tout

11.

n > 0. Ainsi,

F(N K € () J(E

n>0 n>0

Réciproquement, soit y dans l'intersection des f(K,,). Pour
tout n € N, y est dans f(K,) si bien que, pour tout n € N, il
existe x,, dans K, tel que y = f(x,). Cela veut dire que z,, €

~'({y}) pour tout n et donc K! = f~1({y}) N K, est une
suite décroissante de compacts non vides. Leur intersection
est donc non vide, c¢’est-a-dire

(o (Q)K)

Il existe alors = dans 'intersection des K, tel que f(x) = v.

Soit E = R, K,, = [n,+oo[ et soit f l'application nulle.
dans ce cas, U'intersection des K, est vide, f(K,) = {0}

donc NMy>of(K,) = {0} et f(Ny>0K,) = 0.
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1il.

1v.

on a H = N,>0X, avec X,, = {z, | p > n}. D’aprés la
deuxiéme question

ren = £ %)= N /%)

n>0 n>0

L’application f est fermée car si A est un fermé du compact
E, alors A est compact et f(A) I'est aussi. Donc f(A) est un
fermé de F. Par suite f(X,,) = f(X,,) si bien que f(H) = K.
On considére I'ensemble £ = [—1, 1], la fonction définie sur
E par f(x) = sinz et la suite (z,,) définie par z,, = cosn.
L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (x,,) est I'in-
tervalle [—1, 1] (voir exercice (2.9.9)). Donc 'ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite (y,,) est

F(=1,1]) = [f(=1), f(1)] = [=sin1,sin 1],

Exercice 5.4.9

i.

On a

Sf={AcM,R)| A=A et 'XAX >0, VX € R"}

Soit (A,) une suite de S; qui converge vers A. On a
‘Ay=A, et 'XA,X >0 VX €R"

Par passage a la limite, en utilisant la continuité des appli-
cations linéaires A — 'A et A — X AX, on obtient

A=A et 'XAX >0, VX € R".

Ainsi, A est dans S
Par définition,

On(R) = {A € M,(R) | 'AA =TI}

L’application (A, B) — (A, B) = Tr(*AB) est un produit
scalaire sur M,,(R), donc

A ||A]| = /Tr(tAA)

est une norme sur M, (R). Il est clair que, pour toute A dans
O,(R), ||A]| = v/n, si bien que O, (R) est une partie bornée
de M, (R). D’autre part, O,(R) est I'image réciproque de
{I} par application continue A — *AA. Par suite, O, (R)
est un fermé de M,,(R). Celui-ci étant de dimension finie, on
en déduit que O, (R) est un compact.
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ii.

Soit A une matrice de M,,(R). On sait que GL,,(R) est dense
dans M, (R), il existe donc une suite (Ag) de GL,(R) qui
converge vers A. Par hypothése, il existe une suite (Py) de
O, (R) et une suite (Si) de S; telles que

Ak = PkSk, Vk e N

O, (R) est compact, il existe une sous-suite (Pyx)) qui converge
vers P dans O, (R). Puisque Agu) = Pyk)Sew), il vient

Sek) = " Py Ar)

Si bien que Sy converge vers la matrice S = 'PA, et
comme S est fermé, la matrice S appartient a S et A =
pPS. O

Exercice 5.4.10

i.

ii.

L’application ¢ : £ — R définie par

¢(z) = d(z, f(z)), ze€kE

est continue comme composée de deux applications conti-
nues. Comme FE est compact, ¢ est bornée et atteint ses
bornes, en particulier sa borne inférieure. Il existe donc
(€ E tel que

o(f) < ¢(z), Veek

Si ¢ n’est pas un point fixe de f, alors f(¢) # ¢ et par suite

d(f(f(0)), fF(6)) < A(f (), )

c’est-a-dire
o(f(£)) < o(l)

Ce qui est absurde puisque ¢ est un point de minimum pour
¢. Donc, nécéssairement ¢ est un point fixe de f. Ce point
fixe est unique. En effet, supposons qu’il existe ¢/ # ( tel

que f(¢') =1, alors

d(€,0) = d(f(0), f(£) < d(£,. 1)

Ce qui est impossible.

a) L’ensemble K. est un fermé de E x E comme image
réciproque du fermé [e, , 400 par I'application continue
qui & (x,y) associe d(z,y). Comme E X E est compact,
on en déduit que K. est aussi compact.
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b)

L’application ¢ : K. — R définie par
d(f(z), f(y))
d(z,y)

est continue sur le compact K., donc elle est bornée et
atteint ses bornes; en particulier sa borne supérieure. Il
existe donc (xg, 7o) dans K. tel que

\V/(l',y) € Kaa w(xay> S w(x07y0)

Y(z,y) =

Il suffit alors de prendre k = t(zo,y0) qui est stricte-
ment inférieur a 1 car xy # yo.

Supposons par I’absurde que, pour tout n € N, x,, n’ap-
partient pas & B({,¢) c'est-a-dire (z,,f) € K. Il en
résulte que

d(f(za), f(0)) < kd(xn, 0)
Par itération, il vient pour tout n € N
d(zp, 0) < K" d(x0,0)

Cela implique que d(z,,¥) tend vers 0 quand n tend
vers 'infini, ce qui contredit le fait x,, ¢ B({,¢). Il existe
donc ng € N tel que z,, € B({,¢).

On a pour tout z et y dans F,

d(f(z), f(y)) < d(,y)

donc
d(f(zn), f(0)) < d(2n, 0)
par suite
d(xpi1,0) < d(zp, £), Yn >0
et enfin

d(zp, 0) < d(zp,,0) <&, Yn>ng

Ce qui prouve que la suite (x,) converge vers . [

Exercice 5.4.11
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i. Puisque f(z) tend vers l'infini avec ||z||, il existe R > 0 tel

que

inf f(x) = inf x

inf f(@) wer(O,R)f( )
Comme Bf(0, R) est un compact, car c’est un fermé borné
de F qui est de dimension finie, f est bornée et atteint ses
bornes. En particulier, f atteint sa borne inférieure, c’est-
a-dire qu’il existe a € Bf(0, R) tel que

inf f(x) = inf f(z)=f(a),

zel LEEBf(O,R)

si bien que f(a) < f(z) pour tout z dans E.

ii. On a
(a0, F) = inf o = o
La fonction f définie sur F par f(x) = ||z —xl est continue.

On a deux cas :
Premier cas : F' est borné, alors f est continue sur le compact
F' et atteint sa borne inférieure en un point a ; cela veut dire
que
d(zo, F) = inf ||z — zol| = [lz0 — all
zEF

Deuxiéme cas : Si F' est non borné, comme |z — x| >
lz|| = |lxoll, on en déduit que f(x) tend vers 'infini avec
||z||. D’aprés la premiére question, il existe a € F' tel que
d(zo, F) = ||zog —a||. O

Exercice 5.4.12

On raisonne par I'absurde en supposant que, pour chaque a € F,
il existe une fonction f, dans Z telle que f,(a) # 0. La continuité
de f, fait qu’il existe un ouvert U, contenant a sur lequel f,
ne s’annule pas. La famille (U,).cr est un recouvrement ouvert
de E duquel on peut extraire un sous-recouvrement fini (U,,),
1 < i < n. La fonction f = f2 + f2 + -+ f2 est alors
strictement positive sur tous les ouverts U,, (car f > fi) donc
sur E. Puisque Z est un idéal, alors f est dans Z et par suite
la fonction 1 = f x % est dans Z, si bien que I = C(E,R)
(on rappelle que si Z est un idéal d’un anneau unitaire A, alors
T = Asiet seulement sily € Z). O

Exercice 5.4.14

D’une part C; est un fermé de R*, comme image réciproque de
{1} par I'application continue (1, z9, x3) — zi+x5+23. D autre
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part, C; est borné puisque, pour tout x = (1,2, r3) dans C,
onax? <1, 25<1et3z2<1etdonc

1
|z]]1 = [21] + 22| + |23] < 1T+ 1+ —=

V3

Ainsi C est un compact.

Cependant, I'ensemble C5 n’est pas compact car il n’est pas
borné du fait que z,, = (n,n, 1) appartient a Cy et ||z,|| = 2n+1
tend vers 'infini avec n. [J

Exercice 5.4.16

i. Supposons que l'intersection des F), est non vide et soit x
un élément dans cette intersection. On a pour tout n € N,
f(z) = fu(z) > e. En faisant tendre n vers U'infini, il vient
0 > ¢, ce qui est absurde.

fn(x), il vient f,(z) — f(x) > e si bien que F,, 4 est inclus
dans F,.

iii. L’ensemble F;, est un fermé de E, comme image réciproque
du fermé [e, +oo[ par 'application continue f,, — f. La suite
(F)n>0 est donc une suite décroissante de compacts d’inter-
section vide et d’apres 'assertion (ii) du corollaire (5.3.4),
il existe nyg € N tel que F,, = () et par suite F,, = () pour
tout n > ng car (F),) est décroissante.

ii. Soit x dans F, 1, alors f,,41(x)—f(x) > € et comme f,41(x) <

iv. On vient de montrer que, pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que pour tout n > ng, F, est vide, c’est-a-dire pour tout
r € FE, f,(x) — f(z) < e. D’autre part, f(z) < f,(z) pour
tout n € N et tout x € F car la suite (f,,(x)) est décroissante
et converge vers f(z). En conclusion, pour tout ¢ > 0, il
existe ng € N tel que

Vn > ng, |fulz) — f(x)] <e, VaeE.

Cela prouve la convergence uniforme sur F de la suite (f,)
vers f.

v. Il suffit d’appliquer le théoréme de Dini a la suite ( f,,) définie
par f, =uo+u + - +u,. O

Exercice 5.4.18

l-a) C’est clair
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1-b) Puisque K est convexe la suite (x,,) appartient a K, celui-ci

étant compact, on peut extraire une sous-suite (z4(,)) qui
converge vers un élément ¢ € K. On a

1

(@) — Tom) = o+ 1

(@) — )

L’ensemble K étant borné, il existe M > 0 tel que ||y|| < M,
pour tout y dans K et en particulier on a

lf"(x)|| <M, ¥neN.

Ce qui donne

1
[f(Zg(m)) — Tomll < W(M + [l]])

Par passage a la limite quand n tend vers 'infini, on obtient

=t

. D’aprés la premiére question, la propriété est vraie pour n =

1. Supposons qu’elle est vraie pour un entier n et soient f;,
1 <1 < n+1, des endomorphismes continus, qui commutent
deux a deux et tels que f;(K) C K pour tout i < n + 1.
L’ensemble non vide L = {z € K | fi(z) =z, i=1,...n}
est un convexe fermé dans le compact K, c¢’est donc un
compact convexe. De plus, L est stable par f, .1, la premiére
question montre alors que f,,,1 admet au moins un point fixe
xo dans L. Il s’ensuit que x( est un point fixe commun & tous
les fi, 1 <1 <n+1.

0.

Exercice 5.4.19

1.

11.

1il.

1v.

Les applications f,, sont des polynomes en f donc com-
mutent entre elles.

En utilisant la convexité de K, on montre par récurrence
que, pour tout n € N*, f,,(K) est inclus dans K.

Ona: f,o fu(K) = fu(fm(K)) C fu(K), de méme on a
I'inclusion f,, o f(K) = fi(fu(K)) C fr(K). Ainsi,

frno fu(K) C fu(K) N fr(K).
On montre de méme que

fiofao-ofuK)C () folK)

1<p<n
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Ainsi, (f,,(K)) est une suite de compacts de K dont aucune
sous-suite finie a une intersection vide; l'intersection des
fn(K) est donc non vide.

Montrons maintenant que I’ensemble des points fixes de f|x
est 'intersection des (f,,(K)). Soit x un point fixe de f|f ;
pour tout n € N*

fn(®) 1(l’+f(x)+'--+f"*1(x)) :%(n:c)::c

n

si bien que z est dans f,(K) pour tout n € N*, donc dans
I'intersection des f,(K).

Inversement, soit z un élément de U'intersection des f,(K).
Pour tout n € N* il existe a, € K tel que z = f,(a,),
c’est-a-dire

v %mn +fan) + -+ N an)

On en déduit que

ot M = sup,cg |lyl|. Par passage a la limie, on obtient
f(z) — 2z = 0. L’¢lément z est donc un point fixe de la
restriction f|x. O

Exercice 5.4.20

1. La premiére assertion implique la deuxiéme : soit A > 0.
Puisque [—A, A] est un compact de R, f~!([—A, A]) est un
copact de R, par suite il est borné. Il existe donc B > 0 tel
que f~Y([—A, A]) C [-B, B]. Ainsi, pour tout z € R

|JZ| >B=z ¢ [_BvB] = ¢ f_l([_A’A])

Finalement
|| > B=|f(x)] > A

Si bien que |f(x)| tend vers l'infini avec |x|.
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2. La deuxiéme assertion implique la premiére : Soit K un
compact de R. Alors K est borné et il existe A > 0 tel que
K C [—A, A]l. D’aprés 'hypotheése, il existe B > 0 tel que,
pour tout x € R

|| > B=|f(x)] > A
et donc
v€[(K)= f(z) e K= |f(z)| A= |z| < B
Cela prouve que f~'(K) C [~ B, B]. Ainsi, f~'(K) est borné.

Comme f~!(K) est aussi fermé, en tant qu’image réciproque
d’un fermé par une fonction continue, il est donc compact. [J






Chapitre 6

Espaces connexes

Il s’agit dans ce chapitre de donner une signification mathéma-
tique & la question suivante : un espace donné est-il formé d’un
ou plusieurs morceaux ?

6.1 Théoréme et Définition

Un espace métrique E est dit connexe s’il vérifie l'une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

(1) Toute application continue f : £ — {0,1} est constante.

(2) Il n’existe pas de partition de E en deux ouverts non vides
de E.

(3) Il n’existe pas de partition de E en deux fermés non vides
de E.

(4) Les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées sont £
et 0.
Exemple 6.1.1.
i. Un espace réduit a un point est connexe.

ii. Le corps QQ des nombres rationnels est non connexe. En effet,
il existe une partition de Q en deux ouverts non vides :

Q= (Qﬂ] ~ 0, \/5[) U (Qm]\/i, +oo[)

ili. 7Z est non connexe, puisque par exemple {1} est a la fois un
ouvert et un fermé de Z.

iv. Tout espace discret ayant au moins deux éléments n’est pas
connexe.

Théoréme 6.1.2. Les parties connexes de R sont les intervalles.
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Démonstration. Soit I un intervalle de R. Soit f : I — {0,1} une
fonction continue. Montrons par 'absurde qu’elle est constante.
Supposons qu'il existe a et b dans I tels que f(a) = 0et f(b) = 1.
Quitte a remplacer f par 1 — f, on peut supposer que a < b.
L’ensemble

A={telab]|f(t)=0}

est un fermé non vide de R majoré, donc il admet une borne
supérieure ty qui appartient & A, c’est-a-dire f(to) = 0. Puisque
[ est continue et a valeurs dans {0, 1}, 'ensemble A est aussi un
ouvert de [a,b]. Il existe alors t; € A tel que ty < t; < b. Cela
contredit le fait que ¢y est la borne supérieure de A.
Réciproquement, soit I un connexe non vide de R. Montrons
que [ est un intervalle. Soient a et b, a < b, deux points de [
et ¢ €]a,b[. On doit montrer que ¢ appartient a . Supposons le
contraire et posons

I =1IN]—o0,c] et Iy=1IN]c,+o0]

Il est clair que I et Iy constituent une partition de I en deux
ouverts de I. Cela contredit le fait que I est connexe. ]

Théoréme 6.1.3. Soient E et F deux espaces métriques et
f + E — F une application continue. Alors pour toute partie
conneze A de E, l'image f(A) est une partie connezxe de F'.

Démonstration. Soit g : f(A) — {0,1} une application conti-
nue. On doit montrer qu’elle est constante. L’application go f :
A — {0, 1} est continue sur le connexe A, donc elle est constante
sur A. Cela implique que g est constante sur f(A). ]

Exemple 6.1.4.

Le cercle S* = {(z,y) € R?* | 2% + y*> = 1} est connexe. En effet,
I'application f : R — R? définie par

f(t) = (cost,sint)

est continue et R étant connexe, on en déduit que f(R) = St est
connexe.

Théoréme 6.1.5 (des valeurs intermédiares). Soient E un es-

pace conneze et f: E — R une application continue. S’il existe
a et b dans E tels que f(a)f(b) < 0, alors il existe vy € E tel

que f () = 0.
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Démonstration. D’apreés le théoréme précédent, f(FE) est un connexe
de R, c’est donc un intervalle de R. Comme f(a) et f(b) sont
dans f(F), alors [f(a), f(b)] C f(E) (on asupposé a titre d’exemple
que f(a) < f(b)). Par suite, comme f(a) et f(b) sont de signes
opposés, 0 appartient a f(£). Cela veut dire qu’il existe g € E
tel que f(zg) = 0. O

Proposition 6.1.6. Soit A une partie connexe d’un espace mé-
trique E. Si B est une partie de E telle que A C B C A, alors
B est connexe. En particulier, [’adhérence d’une partie connexe
est connexe.

Démonstration. Soit f : B — {0,1} une application continue,
on doit montrer qu’elle est constante. La restriction de f a A
est continue sur le connexe A, donc elle est constante. Il existe
alors ¢ € {0,1} tel que, pour tout x € A, f(z) = ¢. Soit z € B,
x appartient & A; il existe alors une suite (a,) d’éléments de A
qui converge vers x. Puisque f est continue sur B et pour tout
n €N, f(a,) = ¢, on en déduit que f(x) = c. Cela prouve que
f est constante sur B. ]

Proposition 6.1.7. Soit (4;), i € I, une famille de parties
connezes d’un espace métrique E. On suppose qu’il existe ig € I
tel que pour tout i € I on ait A;y N A; # 0. Alors la réunion des
A;, 1 € I, est une partie conneze de E.

Démonstration. Soit f : UA; — {0,1} une application conti-
nue. Montrons qu’elle est constante. La restriction de f a A;
est continue sur le connexe A;, donc elle est constante. Il existe
alors ¢; € A; tel que pour tout x € A;, on ait f(x) = ¢;. Soit
a€ Aj,NA;,ona f(a) = ¢y, fla) = ¢ et donc ¢; = ¢;, pour
tout i € I. Par suite f(z) = ¢;, pour tout z € UA,. O

Corollaire 6.1.8. Soit (A;), i € I, une famille de parties connezes
d’un espace métrique E telle que NA; # 0. Alors UA; est connexe.

Démonstration. Soit a dans 'intersection des A;. L’ensemble
A = {a} est un connexe de E, de plus, pour tout i € I, on
a A; N A # (). Dapres la proposition précédente la réunion
AU (UA;) est connexe. Il en résulte que la réunion des A; est
connexe. O]
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6.2 Composantes connexes

Définition 6.2.1. Soit E un espace métrique et x dans E. On
appelle composante connexe de x dans E, et on note C,, la
réunion de toutes les parties connexes de E contenant x.

Ainsi, C, est la plus grande partie connexe de E contenant x.

Proposition 6.2.2. La composante connexe C, de tout élément
x de E est un fermé de E.

Démonstration. C, étant connexe, son adhérence C, 'est aussi,
c’est donc une partie connexe de E contenant x. Comme C, est
la plus grande partie connexe contenant z, on a C', C C,. [

Définition 6.2.3. Une partie A de E est appelée composante
connexe de E s’il existe x € E tel que A = C,.

Proposition 6.2.4. Soit E un espace métrique et soient C, et
Cy deux composantes connezxes de E. Alors, ou bien C, = Cy ou

bien C, N C, = 0.

Démonstration. Supposons que C, NC,, # (. D’apreés la proposi-
tion (6.1.7), C, UC,, est une partie connexe ; elle contient de plus
x. Comme C), est la plus grande partie connexe contenant z, il
vient Cp = C, UC,,. Cela montre que C,, C C,. Par symétrie, on
a C, C Cy et par suite on a I'égalité C, = C,,. O

Proposition 6.2.5. La relation définie sur E par
Ry s Cp = C,

est une relation d’équivalence sur E.

L’ensemble des composantes connexes de F forme une partition
de E en parties fermées connexes.

Proposition 6.2.6. Soient Ey, Es, ..., E, des espaces métriques.
L’espace métrique produit 1 X Fy x --- X E,, est connexe si et
seulement si E; est connexe pouri=1,2,...,n.

Démonstration. Supposons que ’espace produit est connexe. Pour
tout 7, 'application qui & un élément z = (x1, z9,...x,) de l'es-
pace produit fait correspondre x; est continue et son image est
E;. 11 en résulte que E; est connexe pour tout 7, 1 < i < n.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que le produit de deux
espaces métriques connexes et un espace connexe. Soit alors
E; et E, deux espaces métriques connexes. Il s’agit de mon-
trer que F; X Ey n’admet qu'une seule composante connexe.
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Soient a = (aj,a2) et b = (b1, by) deux éléments de E; x Ej.
On doit montrer que C, = Cj. Soit C' la composante connexe
de (b1,a2) € Ey x Es. L’espace métrique {b1} x Ey est homéo-
morphe & FEs, c’est donc un connexe qui contient (b, as) et par
suite {b1} x By C C. Cela implique que b = (by, by) appartient a
C, donc C' = Cy. On montre de méme que C' = C,, d’ou 'égalité
C, = Ch. O

6.3 Connexité par arcs

Définition 6.3.1. Un espace métrique E est dit connexe par
arcs si, pour tous a et b dans E, il existe une application continue
v :10,1] — E telle que v(0) = a et (1) = b. On dit alors que
est un chemin continu joignant a et b.

Proposition 6.3.2. Tout espace E connexe par arcs est connexe.

Démonstration. Soit f : E — {0,1} une application continue.
On doit montrer qu’elle est constante. Soient a et b dans E et soit
~ un chemin joignant a et b. L’application f o~ :[0,1] — {0,1}
est continue sur le connexe [0, 1], donc elle est constante. On a
donc fo~(0) = fovy(1) et par suite f(a) = f(b). O

Remarque 6.3.3.

La réciproque de cette proposition est fausse. Toutefois, on peut
montrer le résultat suivant :
Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé E. Alors U est
connexe si et seulement si il est connexe par arcs.
Définition 6.3.4. Soit A une partie d’un espace vectoriel normé
E. On dit que A est convexe si, pour tous a et b dans A, le
segment

[a,b] :={(1 —t)a+tb|te€[0,1]}

est inclus dans A.

Proposition 6.3.5. Toute partie A convexe est connexe par
arcs.

Démonstration. Soient a et b deux éléments de A. L’application
~ définie sur [0, 1] & valeurs dans A par

y(#) = (1 - t)a + tb

est continue et vérifie v(0) = a et y(1) = b. O
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Définition 6.3.6. Un sous-ensemble A d’un espace vectoriel
normé E est dit étoilé par rapport a un point a € A si, pour
tout x € A, le segment [a, x| est inclus dans A.

Proposition 6.3.7. Soit E un espace vectoriel normé. Un sous-
ensemble A de I étoilé est connexe.

Démonstration. Supposons que A est étoilé par rapport a un
point a € A. D’une part, A est égal a la réunion des intervalles
[a, z], pour z variant dans A, et d’autre part le segment [a, x]
est convexe donc connexe. Le corollaire 6.1.8 montre alors que
A est connexe. O

6.4 Exercices

Exercice 6.4.1.
i. Montrer que le groupe O(3) formé des matrices orthogonales
d’ordre 3 n’est pas connexe.

ii. Montrer que, pour tout M € O(3), il existe P € O(3),0 € R
et A € {—1,1} tels que M = PR,(0)P~! avec

cos@ —sinf 0
Ry(0) = | sinf  cosf 0
0 0 A

iii. En déduire que SO(3) := {M € O(3) | Det M = 1} est
connexe par arcs.

iv. Montrer que SO~ (3) := {M € O(3) | Det M = —1} est
connexe par arcs.

v. Déterminer les composantes connexes de O(3).

Exercice 6.4.2.
Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue et
injective.
i. Montrer que A = {(x,y) € I x I | x < y} est connexe dans
R2.
ii. En déduire que f est strictement monotone.
Exercice 6.4.3.

i. Montrer que S' = {(z,y) € R* | 22 4+ y? = 1} est une partie
connexe de R?.

ii. Montrer que si f : S1 — R est une application continue,
alors il existe 2o € S tel que f(z9) = f(—20).
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iii. Montrer qu’il n’existe pas d’application continue injective
de S' dans R.
iv. Montrer que S! n’est homéomorphe & aucune partie de R.

v. Montrer que R? n’est pas homéomorphe a R.

Exercice 6.4.4.
Soit f: S — S! une fonction continue telle que f o f = id.

i. Montrer que I'application définie sur S* par

9(x) = Det(z, f(z))
est continue sur S*.
ii. Que vaut g(f(z))?
iii. Montrer qu’il existe a € S* tel que g(a) = 0.
iv. Montrer qu’il existe a € S* tel que f(a) = +a.
Exercice 6.4.5.

Soit E un espace métrique séparé et (K,), n > 0, une suite
décroissante de compacts connexes non vides de E. Montrer que
I'intersection des K, n > 0, est un connexe.

Exercice 6.4.6.

Soit GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M,,(R) et

GLH(R) = {A € GL,(R) | Det A > 0},
GL-(R) = {A € GL,(R) | Det A < 0}.

i. Montrer que GL;! (R) et GL,, (R) sont deux ouverts de M,,(R)
homéomorphes.

ii. Soit S une matrice symétrique, définie positive et I la ma-
trice identité de M, (R).
Montrer qu’il existe un chemin joignant I & S dans GL;! (R).

iii. Soit U une matrice orthogonale de M, (R) et DetU = 1.
Montrer qu’il existe un chemin joignant I & U dans GL;! (R).

iv. En déduire que GL! (R) est connexe par arcs.

v. Déterminer les composantes connexes de GL,,(R).
Exercice 6.4.7. (Théoréme de Darboux)

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et soit f: I — R une
application dérivable sur [.

i. Montrer que I’ensemble

F:{W|x,yeletx<y}

est connexe.
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ii. Montrer que I' C f/(I) C T.
iii. Montrer que f’(I) est un intervalle.
Exercice 6.4.8.

Montrer que si E est un espace métrique connexe non borné,
aucune sphére de E n’est vide.

Exercice 6.4.9.

Soit f : ' — F une application entre deux espaces métriques.
On dit que f est localement constante si tout z € E admet un
voisinage dans lequel f est constante.

i. Montrer que si F est connexe, alors il y a équivalence entre
f est localement constante et f est constante.

ii. Donner un exemple d’application localement constante qui
n’est pas constante.
Exercice 6.4.10.

Soient F un espace de Banach et f : £ — FE une application
continue. On suppose qu’il existe @ > 0 tel que, pour tout x et
y dans F,

1f(2) = FW)l = aflz =yl

i. Montrer que 'application f est fermée.
ii. On suppose de plus que f est ouverte.
a) Montrer que f est un homéomorphisme.

b) Montrer que si @ > 1, alors f admet un unique point
fixe dans F.

6.5 Correction des exercices

Exercice 6.4.1

i. L’application Det : O(3) — {—1,1} est continue et non
constante, puisque, par exemple, le déterminant de la ma-
trice identité vaut 1 alors que celui de la matrice diagonale
D dont la diagonale est (—1,1,1) vaut -1. Il en résulte que
O(3) n’est pas connexe.

ii. Soit f un endomorphisme orthogonal de R? et M sa matrice
représentative dans la base canonique de R?. Le polynome
caractéristique de f est de degré 3, donc admet au moins une
racine réelle \. Celle-ci est une valeur propre de f et il existe
un vecteur ez € R?, de norme 1 tel que f(e3) = Aez. Comme
f est orthogonale alors A € {—1,1}. Le sous-espace E ortho-
gonal a Vect(es) est stable par f. Soit f I'endomorphisme
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de E induit par f. L’application f est un endomorphisme
orthogonal de F, sa matrice représentative dans une base
orthonormée est de la forme

cosf —sinb cos sin 6
sinf cos0 ou sin@ —cosf /"

Dans le deuxiéme cas, f est symétrique et a pour détermi-
nant -1, donc il existe une base orthonormée (ey,es) dans

1 O) . La matrice de f dans

laquelle la matrice de f est (_ 01

la base (eq, eq, €3) est alors

-1 0 0
M(f’ (61762763)) — 01 0
0 0 A
Doncsi A=1,ona
10 0
M(f,(es,e2,e1)) =0 1 01,
00 —1
Si A= —1, alors
-1 00
M(f,(e1,e3,e2))=1| 0 —1 0
0 01

Ainsi, dans tous les cas il existe une base orthonormée de
R? dans laquelle la matrice représentative de f est

cosf) —sinf 0
sin 6 cosf 0
0 0 A

avec A € {—1,1} et 6 € R.

Soit M € SO(3), M = PR)(6)P~*. Comme le déterminant
de M vaut 1, on a Det Ry() = A =1et M = PR(6)P~".
L’application + : [0, 1] — SO(3) définie par

+(t) = PRy(19) P~

est un chemin continue joignant l'identité a la matrice M.
Par suite, SO(3) est connexe par arcs.
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iv. Soit D la matrice diagonale telle que diag(D) = (—1,1,1).

L’application f : SO*(3) — SO (3) définie par f(A) =
DA est un homéomorphisme. Il en résulte que SO™(3) est
connexe par arcs.

v. Les composantes connexes de O(3) sont SO (3) et SO (3).

Exercice 6.4.2

i.

ii.

Montrons que A est convexe. Soient (x,y) et (z/,y") dans A
et soit A €]0, 1[. L’élément

(1 =X (z,y) + Xz',v) = (1 =Nz + X2/, (1 = Ny + )

est dans A car (1 — Nz + Az’ < (1 —N)y+ \y/. Ainsi, A est
convexe donc il est connexe.

Puisque f est injective sur 'intervalle I, 'application g défi-
nie par g(z,y) = f(z)— f(y) ne s’annule pas sur A et elle est
continue sur A avec g(A) C]—o0,0[U]0, +o0]. Comme A est
connexe, g(A) est un intervalle et est donc inclus soit dans
| — o0, 0[ soit dans ]0, +o00[. Dans le premier cas f est stricte-
ment décroissante et dans le deuxiéme cas f est strictement
croissante.

Exercice 6.4.3

. Voir I'exemple 6.1.4.
. L’application g : S' — R définie par g(z) = f(2) — f(—2)

est continue sur le connexe S' et g(z)g(—=z) < 0. D’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 2o € St tel
que g(20) = 0.

S’il existe une application f : S' — R continue, alors il
existerait zg € S* tel que f(z0) = f(—20) et par suite f ne
serait pas injective.

. Supposons que S! soit homéomorphe & une partie A de R

et soit f : S' — A cet homéomorphisme. L’application f :
St — R définie par f(z) = f(2) est continue et injective, ce
qui contredit le résultat de la question précédente.

Supposons qu'il existe un homéomorphisme f de R? dans R.
L’application f|g1 : ST — R est donc continue et injective,
ce qui contredit une fois encore le résultat de la question 3.
On peut faire aussi le raisonnement suivant : s’il existe un
homéomorphisme f : R* — R, alors f : R*\{0} — R\{0}
serait continue et bijective. Or, R?\{0} est connexe par arcs,
donc connexe ; mais R\ {0} n’est pas un intervalle, donc n’est
pas connexe.
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Exercice 6.4.4

i.

ii.

iii.

1v.

L’application ¢ est la composée des deux applications conti-

nues
F:S'— St x Stet G:S*x St — R définies par

F(z) = (z, f(x)), G(z,y)= Det(z,y),

elle est donc continue.

On a

9(f(x)) = Det(f(x), f(f(x))) = Det(f(z),z)
= —det(z, f(r)) = —g(x).

L’application ¢ est continue sur le connexe S! et

9(2)g(f(2)) = —(g9(x))* < 0,

donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
a € S! tel que g(a) = 0.

On a g(a) = 0, donc Det(a, f(a)) = 0, si bien que la famille
(a, f(a)) est lice dans R?. Tl existe donc a € R tel que f(a) =
aa. Ce qui implique que |f(a)| = |a||a| et donc ov = £1, car
a et f(a) sont dans S'. O

Exercice 6.4.5 La correction est laissée au lecteur.
Exercice 6.4.6

i.

ii.

L’application Det est continue sur M, (R) et GL,(R) est un
ouvert. Comme

GL, (R) = GL,(R) N (Det)~*(]0, +ocl)

GL; (R) = GL,(R) 1 (Det)(] — o0,0])
On en déduit que GL}! (R) et GL,, (R) sont deux ouverts de
M,,(R). De plus, 'application A — DA, ot D est la matrice

diagonale dont la diagonale principale est (—1,1,...,1), est
un homéomorphisme de GL;(R) sur GL,, (R).

La matrice S étant symétrique et définie positive, elle est

semblable & la matrice diagonale dont la diagonale est (Ay, Ao, . ..

ou les \; > 0 sont les valeurs propres de S et il existe une
matrice orthogonale P telle S = PDP~!. On pose, pour t
dans [0,1], Xi(t) = (1 — )1 + ¢\ et S(t) = PD(t)P~* ou
D(t) désigne la matrice diagonale, dont les éléments de la
diagonale principale sont les \;(¢), 1 < i < n. Il est clair
que \;(t) > 0 pour tout ¢, donc S(t) est dans GL; (R), avec
S(0) =TI et S(1) = S. Ainsi, Papplication ¢t — S(t) est un
chemin joignant I'identité / & la matrice S dans GL; (R).

s An)



6.5 Correction des exercices 115

1il.

1v.

La matrice U est orthogonale et Det U = 1, donc il existe
une matrice orthogonale P de M, (R) et une matrice A dia-
gonale par bloc de la forme A = diag(By, Bs, ..., B,) telles
que U = PAP~!, avec

B, — (cos&i —sm@) ou B, —1.

sinf; cos;
Pour ¢ € [0, 1], on pose U(t) = PA(t)P~! avec
A(t) = diag(Bi(t), Ba(t), ..., By(t))

costh; —sintb;
Bi(t) = (sin t;, costo; ) , ou Bi=1
La matrice U(t) appartient & GL, (R), U(0) = I, U(1) = U
et Papplication t — U(t) est un chemin joignant / & U dans
GL! (R).
Soit A la matrice de GL;! (R). D’aprés la décomposition po-
laire, il existe un couple unique (U, S), ot U est orthogonle,
S est symétrique définie positive, tel que A = US. On pose
A(t) =U(t)S(t), on U(t) et S(t) sont comme dans les ques-
tions 2) et 3). L’application ¢ — A(t) est un chemin joignant
I a A dans GL; (R). Cela montre que GL; (R) est connexe
par arcs.
GL,, (R) étant homéomorphe & GL" (R) est lui-méme connexe
par arcs. Comme GL,(R) = GL!(R) U GL,, (R), on en dé-
duit que les composantes connexes de GL,(R) sont GL," (R)
et GLZ(R). O

Exercice 6.4.7

i.

11.

On pose A={(z,y) € I x|z <y} et

_f@) - fy)
9((z,y) = — -,

On al =g(A), comme A est connexe et g est continue, on
en déduit que I' est connexe.

Soit z € I'. Il existe (z,y) dans A tel que z = g(x,y). D’aprés
le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris entre
x et y tel que

f(x) = f(y)
T —y

si bien que z est dans f'(I). Cela montre que I' C f'(I).
Soit y dans f'(I) il existe alors a € I tel que y = f'(a).

g(r,y) = = f'(c)



116

Espaces connexes

1il.

Pour ng € N* tel que (a,a+ 1/ng) soit dans A, on définit la
suite (Yn)n>n, PAr

e+ - (@)
La suite (Y,)n>n, est dans I', converge et a pour limite f'(a)
si bien que y est dans I'. D’ou l'iclusion f'(I) C T.

La proposition (6.1.6) montre que f’(I) est un connexe de
R, c’est donc un intervalle de R. [

Exercice 6.4.8

Supposons qu’il existe une sphére de centre a et de rayon r > 0
qui soit vide. On a alors

E={zecFE|d(z,a)<r}U{zreE| d(z,a) >r}

L’ensemble E est ainsi la réunion de deux ouverts disjoints, le
premier a et le second est non vide puisque E est non borné.
Cela est en contradiction avec la connexité de £. [
Exercice 6.4.9 La correction est laissée au lecteur.

Exercice 6.4.10

i.

ii.

Soit A un fermé de E et montrons que f(A) est encore un
fermé de E. Soit (y,) une suite de f(A) qui converge vers
y € E. Il s’agit de prouver que y est dans f(A). Il existe
une suite (a,) de A telle que y,, = f(a,), pour tout n. Pour
n et m dans N, on a

allam = anl < [[f(am) = flan)ll = [[ym = ynll

La suite (y,) étant convergente est de Cauchy et l'inéga-
lité ci-dessus montre qu’il en ait de méme de la suite (a,,).
Comme FE est complet, la suite (a,) converge vers un élé-
ment a qui est forcément dans A, car celui-ci est un fermé
de E. Par continuité de f, la suite (y,,) converge vers f(a)
et par suite y = f(a) appartient bien a f(A).
a) L’application f est injective. En effet, si f(z) = f(y),
on aura 0 > aflz — y|| et par suite x = y.
Montrons que f est surjective, ou encore que f(E) = E.
L’application f étant a la fois ouverte et fermée, f(F)
est a la fois un ouvert et un fermé non vide du connexe
E. Tl en résulte que f(E) = E. Ainsi, f est une bijection
de E sur E. Montrons que f~! est continue. Soit A un
fermé de E. On a

(f)7 (4) = f(A)

est un fermé de F, il s’ensuit que f~! est continue.
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b) On a pour tous a et b dans F,

177 (@)~ 7)< ~lla ]

si bien que, si @ > 1, alors f~! est une application
contractante de l’espace de Banach E dans lui-méme.
Donc f~!' admet un unique point fixe dans E. Celui-ci
est encore 'unique point fixe de f. [
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