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Introduction

Les fonctions d'ondes sphéroidales de I'ellipsoide allogé (PSWFs )
sont les solutions de:

d , dib,
Ix (1-x )

1+ O = ) = 0.
ol ¢ est un paramétre réel strictement positif et les x, sont les

valeurs propres de |'opérateur differentiel du second ordre :

d d
Lyp = dx(l—x)df (®x?)ap.



L'étude essentielle de ces fonctions porte sur leurs comportement
asymptotique lorsque n fixé et ¢ >> 1 et lorsque c fixé et n >> 1.
Beaucoup de mathématiciens et physiciens ont travaillé sur ce
sujet comme H. J. Landau, H. O. Pollak, D. Slepian...



D. Slepian a donné un comportement asymptotique des PSWFs en
terme des fonctions d’'Hermite. Il a donner aussi une estimation du
rapport 32 donné par:

X 1 /1y
n— —_ —_— .
2(3_n+2+;<25) aj.



Dans cet exposé, on va essayer de donner un comportement des
PSWFs en appliquant une méthode d’approximation appelée
WKB, (Wentzel, Kramers et Brillouin.)



Méthode d'approximation WKB

Soit A > 0.

Le principe de la méthode WKB est de touver un comportement
asymptotique,pour de grandes valeurs du paramétre A, des
solutions d'une équation différentielle définie sur |a, b[ par:

d di
ST+ Arw =0, 1)

ou k(x)r(x) > 0.



On cherche une solution de (1) de la forme
Avec le choix suivant:

()
s(x)_/a Vi

et

o(x) = (k(x)r(x))75.



L'équation (1) s'écrit en terme de U sous la forme:

U'(s(x)) +[A = q(s)] U(s(x)) = 0,

avec
[k(x) (x)]
q(S(X)) - k(X)gD(X)
k[ Kk v 3K 17 Kk
= a |Gt TG

Ainsi on est rameneé a résoudre I'équation (3) et puis retrouver le
comportement des solutions de (1) pour A >> 1 par la relation (2).



Approximation uniforme des PSWFs (n fixé et ¢ >> 1.)

Soit I'équation différentielle définie sur [0, 1] par:

d dyn

(E) 1= 2]+ (xn — &%) = 0,

qui peut s'écrire sous la forme suivante:

dyn

(E) ]+ rn(x)¥n =0,

dx (x)~
avec k(x) =1 —x? et rp(x) = X — x%.

Xn

=

k(x) > 0 et ry(x) est positive sur [0, gn] et négative sur [gn, 1], ou
on suppose que pour ¢ assez grand g, < 1.

On note dans la suite g, =



Etude sur [0, g,]
On remarque que r,(gn) = 0. Pour x € [0, gn[, on cherche une
solution de (E) de la forme:

Gn(x) = £n(3) Un(sn(x). (4)
52(x) = / K k((f))dt (5)
et



L’équation (E) devient en terme de U, :

(E1)  Un(sn(x)) + [¢* = Q(sa(x))]Un(sn(x)) = O,

avec

ol on a écrit ry(x) = (gn — x)ro(x), avec ro(x) = gn + x.



Qn(sh(x)) = —— + (g0 — x) A (x 7
(o) = =55 e s+ (0= A )
avec
5 k) ke
e T ¢ L o e
k() o K
* ro(x)[(ro k)
b=+ D) G g+

qui est continue sur [0, gn).



On remarque qu'au voisinage de g, on a:

2 24, 3
Sn(X) ~ § I—Qn2(qn_x)2' (8)

Dans la suite, on va faire apparaitre s,(x) dans |'expression de Q.
n n



Lemme 1: Pour x € [0, qn|, on a

2 2q, 3

—— — x)2

Sn(X) 3 1 _ qn2 (qn )

avec .
2 VaGn + 297

len(x)] < 3

3(1++v2) (1-q2)>



Idée de la preuve:
Dans I'expression (5) et en tenant compte de (8),on écrit:

sn(x) = 26 \/70'1“"‘ €n(x)

1 —gn?

2 3
s




avec

/ V@ —t2 - \/2"" (1—t2)(qn — t)

ex(x) = dt

(%) =

1 Aan

- Van =t
1- q% X
1—q? t) — 2gn(1 — t?

VI= 2@+ 4 [ (- )
Pour t € [0, gn], on trouve
—(1=q2)(gn+ 1) +2gn(1 — t*) = qn—2nt> — t+q) + qnt”

< ot G+ gnt?
< qn+2q,



et puisque

d'ou
5
(1-a)(an+1)—2gn(1— %) | /Gn+29;

VI-R(JaF T+, /21— )| 1+V2Vi-a
(11)




Lemme 2:

e 5] <+
Idée de la preuve:
On pose
C(gn) = i . Eq;nQ
et
C(qn) = 2 \/ﬁ + 2q,,

(12)

(13)



D’aprés le Lemmel et (5) on atrouve:

(C(@n) = €' (@n))(@n — X)? < 5n(),

d’autre part, d'aprés (12) et (13):

C(an) — €' (gn) = C(an) [1— V2 ”2"5],

(1++v2)(1-a7)
qui reste positif pour ¢ assez grand. Ainsi on trouve:

4 q
<
- 1+3v2
V2(1+v2)1 (Tx/i) 32

<1




1 B 1
C2(qn)(gn —x)*  (sn(x) = €n(x))?
1 1
ss() (1 - eal) )2

et d'aprés le Lemme 2, on aura:

5 1

Qu(sn(x) = =55 2053 + (000) 3 F(sn())

ol F(sp(x)) est continue sur [0, g,].

(14)



Ainsi I'équation (E;) devient:

(B) V(b0 g s

55 () F (500 Un(s0(x)) = 0.
Une solution de cette équation est de la forme:
Un(sn(x)) = A,,\/?(X)J%(csn )+ Bn \/?J (csn(x
+ /0 " e (5a0). O F (U (D), (15)

ol J:tl sont les fonctions de Bessel de premier espéce d’ordre +1 |
A et B sont des constantes et

Vs (es) Vet _y(ct) — Vet
W(/edy(e)verl.

K(s,t) =



On sait que W(J,,J_,)(t) =

W(Vedi(e)ved s(e))(t) = -

_ 2sin(vm)
Tt

, alors:




Théoreme 1: I/ existe une constante A, telle que:
A, \/csn
(k(X)fn(X))4 E

ol C,, est une constante qui ne dépend que de gp,.

SUPxe(0,qgn] Yn(x) — (csn(x))| <




Idée de la preuve:
On sait qu’au voisinage de zéro on:

(gn — %) ~ C3(qn)sd (x):

Bnv/csn(x)J_1(csn(x )N BnC%(q
w<x%+xxn—wﬁ (k(x)(gn + X))




Comme on cherche des fonctions bornées, on doit avoir B, = 0.
Donc une solution de (E) sur [0, g,] est de la forme:

AV Re(si()

Yn(x) T T (19)
(k(x)rn(x))* (k(x)rn(x))*
Pour I'estimation de la deuxiéme quantité dans |'éxpression
précédente on doit distinguer le cas cs,(x) < 1 et le cas
csn(x) < 1, puisque
RN .
/@i (cs)| < k(cs)™""2 sics <1 (20)
k si cs>1.



Si csp(x) <1, on a d'aprés (18) et (20):

Rc(sn(x))
(k(x)ra(x))

- [Re(5:0)[ Ch(an)sy ()
(KGO + )"
kMNLCs
(k) (an +x))
ot M = max(g q,1Un(sn(x)) , N = maxqq q,1F (sn(x)) et
L= [&(1+ (3 13 dt < oc.

S

(21)

A=




Si maintenant csp(x) > 1, on a aussi d'aprés (20):

kMN7 5
Relsnb)] < g (ked [

(sing)c

sn(x) 4
+ 2k / t 3 dt)

kMN7(L+ L)

(sin %) c%

Al

((ct)™3 + 1)t 24t

0=

(22)

1
avec L = kfoc((cf)_% 1)t 2dt < 0o et
L= %ff”(x) t~3dt < oo. Donc de (12), qui montre que C(g,)

c6 ¢
tend vers zéro lorsque ¢ tend vers oo, (19), (21) et (22) on a le
résultat.



Etude sur |gn, 1]
Dans ce cas, on écrit:

dyn

() SILn) — Prp(n = 0,

avec k(x) =1 —x? et rip(x) = x* — Xz,
Ona k(1) =0, k(x) = (1 + x)(1 —x)>0etr1,,( ) > 0 sur

19n, 1[.
De la méme maniere que précédemment, on cherche une solution

de (E) de la forme:
¥n(x) = an(x) Va(ta(x)), (23)

avec, pour x €]qn, 1[:
B L rn(s)
X) = /X e (24)

an(x) = (k(x)ria(x))"*.

et

IS

(25)



En suivant les mémes téchniques, on aboutit a une équation
différentielle en V,, suivante:

(B) Vi (00) = €8 = gy + G(ta)Valto() =0,
ot G(tn(x)) est contine sur |gp, 1].Une solution de (E,) est:

Cn( Ctn( ))210((Ctn(><))) Dn(cta(x))2 Ko((cta(x))) +
/ %(cs)% y
(o

cta(x Ko(cs lo(cs)Ko(cta(x))) G(s) Va(s)ds

Va(tn(x)) =



Théoréme 2: |l existe deux constantes C; et C, telles que:
si ctp(x) <1,

Co/ctn(x)lo(ctn(x)) G
UPxe)qn, wn(x) - 1 < —, (26)
SUPxe)qn,1] (K()rin(x)) c
et si ctp(x) > 1,
Supscian [tn(x) — Y CIKa(etn()|  Ca o
(k(x)rin(x))* ¢




Asymptotique des CPSWFs d’aprés D. Slepian.

On considere I'équation différentielle
d dibn
E —[(1 -
(B) 11—

Les solutions de (E) sont Ies PSWFs. On pose

t=xyc,0<x< \} dans ce cas, (E) devient

Lag(t) = ZMio(t) + X2(8) = 0, (28)

) 4 (- x4 ATy,

ou

2
umn::¢%w+(”4‘9—ﬂ>wn, (20)

t2
Ma(t) = 84 (t) +2t4(2). (30)

Xn 2 2n2
Noter que = (4n+2a—|—2)+0( - ) :un(a)+0(c>

et que I'équation L,p(t) + un(a)e(t) = 0 admet la solution bornée
sur [0, 1], donnée par V,(t) = e t/2ta+1/2((—n, 1 + a, t2), avec
U(a, b, x) est la fonction hypergéométrique confluente.



De plus, puisque U(—n,1+ a, t) = (—1)"n!L£,a)(t), ou L2 est le
polyndme de Laguerre généralisé de degré n et d'ordre a, et puisque

%Mgp(t) _ (n+1)(n —i; 2)Vpra(t)  (2n+1)(n+ ac+ D+ %\/qé%
+%(n+a)(n+a— 1)V,_o(t), (32)

alors, on conclut que

oncl) = e HVB U0 (1) e 01/vE
(33)



Remarque:

Puisque Hap(x) = (—4)”/7!L£,71/2)(X2) et

Hopi1(x) = 2(—4)"n!xL$,1/2)(x2), alors en utilisant (33), on
conclut que si |a] = 1/2, alors on a les PSWFs normalisées
vérifient pour ¢ >> 1,

Wn,c(x) ~ dn(v/ex), (34)

ol ¢n(-) est la fonction d'Hermite normalisée.
D’apres [Slepian, 64], on a pour ¢ >> 1, et 1 — % <x<1

2a+2n+1cn+a/2+1/4e—c
Pnc(x) ~ (-1)"V7 p X2l (cV/1 - x2),
' (35)

! Nn+a+1)
| hebo~ T2 (36)




T L

g

Courbe de I'approximant de




Application aux matrices aléatoires.

Dans [Tracy-Widom 94], il a été démontré que si le noyau K(x, y)
est régulier sur [0, 1], alors les valeurs propres \(c), données par

1
| eK(ex o)) dy = ()
0
vérifient |'équation différentielle

2
@: A f(l) (37)
dc Cf f(x) 2dx

Puisque limc_ 4o = 1, alors en intégrant (37), sur [c,+oo] et en
utilisant (35) et (36), la formule suivante a été obtenue dans
[Slepian, 64],

r2a+4n+3 2n+a+1/2 ,—2c 1
T e e




Dans [Tracy-Widom, 94], les auteurs ont montré qu’'étant donné
une matrice aléatoire de |I'ensemble de Laguerre, la quantité

[e.9]

EQ0,s) = I —Xis)

i=0

correspond a la probabilité que cette matrice n'a aucune valeur
propre dans l'intervalle (0, s). Les résultats précédents sur le
comportement des A,(c) sont la base de I'étude quantitative et
asymptotique de la probabilité E(0,s).
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